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APERÇU  SIR  LA  THÉOIIIE  DE  L'ÉQUATION 

1)1!  CINQUIÈME  DEMIE  ; 

Par  AI.    G.   VIVANTI. 


Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  3*  série.  Tome  VIII,  \>.  '•  '*. 


Traduit  de  l'allemand,  avec  l'autorisation  de  l'auteiu 
par  M.   \.  BOl  LANGER. 


i.  IiiUoduction.  —  Un  des  trails  distinctifs  de  la 
Mathématique  moderne  est  la  connexion,  la  pénétration 
de  ses  diverses  blanches,  et  l'on  peut  citer  coin  nie 
exemple  remarquable  de  ce  fait  la  théorie  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  telle  qu'elle  se  présente  dans  l'Ou- 
vrage classique  de  F.  Klein  ('). 

Dès  que  les  recherches  de  Rullini  et  d'Abcl  eurent 
démontré   l'impossibilité  d'exprimer  les  racines  d'une 

(')  Vorlesungen  ûber  das  Ikosaeder  und  du  lin  mi,  der  Glei* 
chungen  von  funften  Grade.  Leipzig,  Teubner,  1884.  Voir  aussi 
les  Lezioni  sulla  teoria  </<■//</  risoluzione  dette  equazioni  di 
'<•  '  grado,  de  M.  Vivanti  1  Messine,  1902,  lithogr.), 


I  «.  ) 

équation  générale  <ln  cinquième  degré  sons  forme  de 
loin  lions  algébriques  explicites  des  coefficients,  le  désir 

n  .ni  h  ii  de  représenter  ces  racines  pai  des  I liions  trans- 

i  i  ndantcs,  aussi  simples  <  j  n  ■  possible,  «les  coefficients. 
I.,i  théorie  des  fonctions  elliptiques,  <pii  -,  développai i 
.1  cette  époque,  en  fournil  le  moyen  :  on  trouva  < | u*-  1rs 
i  icines  d'une  équation  générale  <lu  cinquième  degré 
sniii  rcprésenlables  par  des  fonctions  modulaires  «  ■  1 1  ï  j  » — 
iii|ucs.  Mais. .  omme  les  fonctions  ellipliqui  s  dépentlenl 
d'un  seul  argument,  tandis  que  l'équation  générale  de 
cinquième  degré  renferme  cinq  coefficients  arbitraires, 
il  «si  évidemment  nécessaire  de  transformer  cette  équa- 
tion en  une  autre  <iui  ne  contienne  plus  qu'un  coeffi- 
<  ienl  indéterminé,  <"i  l'on  v  parvient  en  deux  étapes. 
Toi  il  d'abord,  on  transforme  l'équation  générale  [éq.  (A.)] 
en  une  équation  principale  [éq.  (B)],  débarrassée  des 
termes  <lu  quatrième  el  du  troisième  degré  :  ceci  s'ob- 
lieni  simplemenl  par  une  extraction  de  racine  carrée. 
I  n  se<  oud  lieu,  on  fait  en  sorte  que  les  racines  de  cette 
équation  (B),  qui  contient  trois  coefficients  indétermi- 
nés, dépendent  d'une  manière  connue  de  deux  para- 
mètrcsel  des  racines  d'une  équation  à  un  seul  coefficient 
arbitraire  [éq.  (C)l;  ceci  se  réalise  par  des  opérations 
purement  algébriques,  et  l'on  peut,  si  l'équation  (A) 
"ii  l'équation  (B)  est  donnée,  déterminer  algébrique- 
ment le-  valeurs  correspondantes  «les  deux  paramètre  s 
et  du  (  oefficienl  de  I  équal  ion    ' 

Il  va  'le  s.ii  que  l'équation  <<-)  n'est  pas  résoluble 
algébriquement;  c'est  une  équation  «lu  soixantième 
degré  qui,  pour  des  motifs  qu'on  indiquera  plus  loin, 
est  dite  équation  icosaêdrique.  Sa  résolution  se  fera  au 
moyen  des  fon<  lions  modulaires  eiliptiqui  i. 

Nous  nous  proposons  de  mettre  en  relie!  Les  points 
principaux  de  la   théorie  de  l'équation  «lu  cinquième 


i  ;  ) 

degré,  tel  Je  qu'elle  vient  d'être  esquissée,  en  précisant 
toutes  les  notions  utilisées,  mais    ^ns  entrer  dans  le 

Jél  iil  des  calculs. 

ii.  Notions  sur  les  groupes  di 'opérations.  Etant 
donnée  une  classe  d'éléments,  d'espèce  quelconque,  <m 
nomme  opération  tout  mode  de  passage  d'un  élément 
à  un  autre.  Le  produit  de  plusieurs  opérations  est  le 
résultat  de  la  succession  «les  passages  correspondants. 
Si  les  opérations  sont  identiques,  le  produit  s'appelle 
une  puissance.  Le  produit  des  deux  opérations  S  et  T 
se  désigne  par  ST,  en  observant  bien  que  ST  et  TS  ne 
coïncident  pas  nécessairement. 

Soit  un  ensemble  d'opérations  tel  que  le  produit  de 
deux  opérations  quelconques  de  l'ensemble  appartienne 
aussi  à  l'ensemble  :  on  dit  que  cet  ensemble  forme  un 
groupe.  Tout  groupe  fini,  c'est-à-dire  composé  d'un 
nombre  fini  d'opérations  (nombre  qu'on  appelle  Y  ordre 
du  groupe),  possède  les  trois  propriétés  fondamentales 
suivantes  : 

i  "  11  contient  Y  opération  identique ,  c'est-à-dire 
l'opération  par  laquelle  on  passe  d'un  élément  quel- 
conque à  cet  élément  même  (celte  opération  se  désigne 
par  S0  ou  par  i). 

2°  Il  contient  Y  opération  inverse  de  chacune  de  ses 
opérations,  c'est-à-dire  qu'à  toute  opération  il  en  cor- 
respond une  autre  qui,  exécutée  à  la  suite  de  la  pre- 
mière, détruit  l'effet  de  celle-ci,  leur  produit  se  rédui- 
sant à  l'opération  identique. 

3°  Chacune  de  ses  opérations  est  d'ordre  fini,  Yordre 
d'une  opération  S  étant  le  plus  petit   entier   //   pour 

lequel  on  ait 

S"  =  S0. 


Si  S  esl  une  opération  d'ordre  n .  les  opérations 

i.    s.    S* S"   ' 

l < » <  1 1 1 ■  - 1 1 1  un  groupe  dil  groupe  cyc ligue. 

Si  I  "ii  représente  par  T~'  l'opération  inverse  de  I. 
l'opération  T  'ST  se  nomme  la  transformée  de  S 
par T;  si,  en  particulier,  TS  =  ST,  auquel  cas  on  <lii 
que  S  el    1   sonl  permutables,  <>n  • 

T-'ST  =  S. 

L'ensemble  des  transformées  <  1  « •  -»  opérations  d'uu 
groupe  par  uiic  même  opération  forme  aussi  un  groupe. 
I  n  groupe  G  étant  donné,  si  l'on  transforme  l'ensemble 
des  opérations  d'un  de  ses  sous-groupes  I  i  esl  à-dire 
d'un  groupe  1  contenu  daus  <1  l  par  une  même  opéra- 
tion <lr  G,  on  obtient  un  autre  sous-groupe  I  de  G,  qui 
esl  dit  équivalent  à  I  et  qui  peut,  en  particulier,  coïn- 
cider avec  I.  Si  ce  dernier  cas  se  présente  quand  on 
procède  à  la  transformation  par  chacune  des  opérations 
de  (lr.  on  dii  que  I  esl  un  sous-groupe  distingué  ou 
invariant  de  G.  Lorsqu  uu  groupe  ne  contient  aucun 
sous-groupe  distingué  à  pari  lui-même  et  l<-  groupe 
formé  <!<•  la  seule  opération  identique),  on  dit  <|u<-  a 
groupe  esl  simple',  dans  le  cas  contraire,  on  «lit  qu  il  esl 
composé. 

Oiiaml  on  peu!  associer  à  toute  opération  d'un 
groupe  <i  une  opération  <l  un  autre  groupe  <«  de  telle 
sorte  que,  S  et  S',  I  '  el  I  étanl  des  opérations  corres- 
pondantes quelconques,  SI  el  S  I  se  correspondent, 
on  dit  que  (  •  esl  isomorphe  à  G;  cet  isomorphisim 
holoédrique  ou  mériédrique  selon  que  les  éléments 
<!<■(,  correspondant  à  des  éléments  distincts  de  G  sonl 
èi  emenl  distincts  ou  non . 

Daus  !<•  second  cas,  !<•  système  des  éléments  d<    Lî 


(  9  ) 
auxquels  correspond  dans  (î'  l'opération  identique, 
forme  un  sous-groupe  invariant  de  (î,  dont  l'ordre  est 
le  quotient  des  ordres  des  deux  groupes.  L'isomorphisme 
tnériédrique  ne  peul  dès  lors  se  présenter  que  si  (  ■  esl 
composé. 

3.  Groupes  finis  de  substitutions  linéaires.  —  Les 
notions  qu'on  vient  de  présenter  et  dont  la  portée  es! 
considérable  trouvent  une  application  particulièrement 
importante  pour  nous  dans  la  théorie  des  substitutions 
linéaires  d'une  variable  complexe. 

Une  substitution  lunaire  est  l'opération  par  laquelle 
ou  passe  d'une  valeur  arbitraire  ~  à  une  autre  valeur  z 
liée  à  z  par  l'équation 

où  a,  (3,  y,  o  sont  des  constantes  réelles  ou    complexes 

satisfaisant  à  l'inégalité  ao  —  fty^éo.  La  substitution     i 

/a,  3 
se  désigne  quelquefois  parle  symbole  I 

\Y>  ° 
xS  —  |jy  s'appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 

L'opération  inverse  delà  substitution  linéaire (i),  c'est- 
à-dire  l'opération  qui  déduit  z  de  z' ,  est  aussi  une  sub- 
stitution linéaire;  en  ellet 

ôz'  —  3 
—  ■;  «'+« 

L'opération  identique  peut  être  regardée  comme  une 
substitution  linéaire  (i)  où  x  =  o  =  i ,  [3  =  "'  =  o.  Le 
produit  de  deux  substitutions  linéaires  est  une  substi- 
tution linéaire. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  il  est  clair  que  les  substitu- 
tions linéaires  forment  un  groupe  (infini)  qui  possède 
les  propriétés  i"  et  2°. 


|     , 
l  ne  substitution  linéaire   laisse   inaltérées  deux  \  a 
leurs    <!<•    s,    distinctes   <>n    confondues,    <|in    sonl    les 
racines  <!»•  I  équation  du  second  degré 

-/  ~  -  —  i  o       ï  )  *  -     P       «  > . 

el  qui  sont  dites  h •*  /i<',lr.\  de  la  substitution  i  '  ». 

I  ne  substitution  à  deux  jx"»l  <■>.  distincts  p,  a  peut  être 
mise  -«ni--  l.i  forme 

/'       ,   c      /' 

'/  «        7 

')  étant  une  constante.  Si  le  module  de  la  constante  8 
esl  l'unité,  la  substitution  esl  <lii<-  elliptique;  si  0  esl 
réelle,  elle  esl  dite  hyperbolique;  dans  tous  les  autres 
i  Ile  esl  dite  loxodvomique .  La  condition  nécessaire 
el  suffisante  pour  qu'une  substitution  |  a  >  > « > i t  d'ordre 
l'un  esl  que  cette  substitution  ^>ii  elliptique  el  que  8 
>i>it  une  racine  <l<-  1  unité. 

I  ne  substitution  à  pôle  unique  resl  dite  parabolique  : 
elle  peul  être  mise  sous  la  forme 


f,  étant  une  constante.  I  ne  substitution  parabolique  ne 
-.nu  ail  être  d'ordre  fini. 

Il  suit    de  là  «|u  nu   groupe  fini  ne  peul  être  formé 
que  de  substitutions  elliptiques  à  constantes  6  racines 

de  l'unité. 

11  pcui  arriver  que  plusieu  i  -  substitutions  d  un  groupe 

fini  .lient  un  pôle  commun;  elles  <>ni  alors  aussi  !<•  se- 

■  "înl  pôle  commun  el  forment  un  Bous-groupe  cyclique. 

■  M-  groupe  transformé  de  celui-<  i  par  une  substitu- 


i  iccplion  faite  d<    la  substitution    identique,  pour   laquelle 
toute   valeui  de  c  peul  èti  e  regard inme  pâ 


I       M      ) 

lion  T  «lu  groupe  esl  aussi  cyclique el  admet  pour  pôles 
les  valeurs  en  lesquelles  les  pôles  précédents  -<'>ni  i  !i  m 
gés    par  la  substitution  T.    Les   pôles  des  deux   sous 
groupes  équivalents  sont  dits  équivalents. 

Si  //  est  l'ordre  d'un  groupe,  ci  si  />  est  un  poli-  com- 
mun à  (v  —  i) substitutions  du  groupe  (  l'identité  excep- 
tée), v  est  un  diviseur  de  n  et  p  appartient  à  un  système 

<lc  -  pôles  équivalents.   Entre  n  et  les  diverses  valeurs 

v  '  ' 

v,,  v2,   .  . . ,  vr  de  v,  il  existe  la  relation  importante 


20 


a 


Eu  s'appuyant  sur  celte  relation,  on  peut  déterminer 
<le  la  manière  la  plus  aisée  ions  les  groupes  Unis  pos- 
sibles de  substitutions  linéaires.  Tout  d'abord  on  recon- 
naît (pie  /•  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  :>.  ou  >. 
Ensuite  on  obtient  connue  seules  solutions  possibles  de 
l'équation  précédente  les  solutions  indiquées  dans  le 
Tableau  ci-après,  où  ///  et  n  désignent  des  entiers  posi- 
i ils  arbitraires  : 


Ci) 


i ... 
Il  .. 
m  . 
IV.. 
V  . 


V 

v  . 

n. 

/( 

n 

// 

' 

2 

in 

■>  ni 

■' 

3 

3 

i  > 

3 

3 

■'. 

'i 

9, 

3 

5 

6o 

\.  Représentation  géométrique  fies  substitutions 
linéaires  sur  le  flan  et  sur  la  sphère.  Groupes  </'• 
rotations.  —   Si  l'on   associe  à   tout  nombre  complexe 


(  l> 

;        /  y  le  | •  < > 1 1 1 1  de  coordonnées  i  ai  lésieunes  .<  .  i  - 
ubsl  i  tu  lion 

représente  une  transformation  <lu  pion  en  lui-même, 
c'est-à-dire  une  transformation  qui  fail  correspondre  à 
toul  [xtiiii  du  plan  un  autre  point  généralement  distinct 
«lu  premier.  Quelle  particularité  celle  transformation 
présenle-t-elle  quand  la  substitution  I  [)  a  la  forme 

I  oui  d'abord,  en  laissant  <!<•  i  ôlé  !<•  cas  de  la  - 1  i  1  •  -^  1 1 
tu  lion  identique,  il  u  j  .1  qu'un  ou  deux  points  qui  se 
transformenl  «-m  eux-mêmes:  ce  sont  les  pôles  <l<'  la 
substitution.  Bornons-nous  au  <-.is  d'une  substitution 
elliptique  dont  les  pôles  soient  u  et  </.  Étant  alors  donné 
mu  point  arbitraire  2,  <>u  peut  déterminer  un  cercle 
unique  passant  par  -.  ayant  son  centre  sur  la  droite po, 
et  par  rapport  auquel  les  points  p  ni  q  soient  conjugués; 
le  point  transformé  z  se  trouve  sut  ce  cercle,  et  les  seg- 
ments «le  cercles  pzq,pz'q  se  rencontrent  en  />  et  q 
sons  un  angle  constant  1  qui  est  l'argument  «le  8  1.  Si.  en 
particulier,  un  «les  pôles,  par  exemple  0,  esl  •(  1  infini, 
on  obtient  !<■  cercle  passant  par  z  et  ayant  /'  pour 
centre,  tandis  que  les  segments  <l<-  cercles  susmenlion- 
ii'  -  deviennent  l<-s  droites  />  :■  <-i  pz1. 

Mais  i»n  obtient  la  représentation  la  plus  claire  'I' 
celle  transforma  lion  en  passant  «In  pi. m  a  la  surface  de 
la  sphère.  Si  l'on  choisit,  en  e()et,  d'une  manière  con- 
venable, la  sphère  <•!  !<■  centre  de  projection,  !<•  système 
«h  s  (inlcs  du  plan,  il  on  1  les  centres  sont  sur  /"/  et  pai 
1  iippoi  l  auxquels  />  et  y  sont  <  onjugués,  se  transforme, 
par  projection  stéréographique  |  '    .  en  un  système  de 

Une  projection  tt  la  pei -!"■•  1 1\ ■•  d'un  pian 

*- •  j  1  une  surface  spherique,  le  point  de  vue  étaol  une  extrémité  du 
diamètre   de   la    sphère   perpendiculaire    au   plan.  Kl I c   possède  les 


(  <3  ) 

((•nies  parallèles  dont  les  pôles  sont  les  projections  p 
et  a' des  points pel  </\  une  substitution  linéaire  sera  alors 
représentée  par  une  rotation  de  la  sphère,  avant  pour 
axe  le  diamètre  />'  q'  et  pour  amplitude  l'argument  de  0. 

D'après  cela,  à  chaque  groupe  de  substitutions  li- 
néaires correspond  un  groupe  de  rotations  d'une  sphère 
sur  elle-même.  .Mais,  ce  qu'il  importe  *  i  «  -  remarquer, 
c'est  que,  à  tous  les  groupes  finis  de  substitutions  re- 
connus possibles,  correspondent  des  groupes  de  rota- 
tions existant  réellement. 

Considérons  un  polyèdre  régulier  et  la  sphère  qui 
lui  est  circonscrite.  Soient  ab,  cd  deux  arêtes  quel- 
conques du  polyèdre  :  ab  peut  être  amené,  par  une 
rotation  de  la  sphère  sur  elle-même,  en  coïncidence 
avee  cd  ou  avec  de.  Toutes  ees  rotations,  dont  le 
nombre  (eu  comprenaut  la  rotation  d'amplitude  nulle 
qui  laisse  la  ligure  immobile)  est  double  du  nombre 
des  arêtes  du  polyèdre,  superposent  le  polyèdre  à  lui- 
même;  et  aucune  autre  rotation  ne  possède  la  même 
propriété;  elles  forment  évidemment  un  groupe.  A 
chaque  polyèdre  régulier  correspond  ainsi  un  groupe 
dé  rotations.  Mais  les  groupes  obtenus  ne  sont  pas  tous 
distincts;  car  toute  rotation  qui  superpose  un  polyèdre 
à  lui-même  superpose  aussi  à  lui-même  le  polyèdre 
polaire,  c'est-à-dire  le  polyèdre  dont  les  sommets  sont 
les  centres  spliériques  des  faces  du  premier.  Par  suite, 
aux  polyèdres  réguliers  ne  correspondent  que  trois 
groupes  distincts,  à  savoir  le  groupe  tétraédrique.  le 
groupe  octaédrique  ou  hexaédrique  et  le  groupe  ico- 
saédrique  ou  dodécaédrique. 


deui  propriétés  fondamentales  suivantes  : 

i°  La  grandeur  des  angles  es!  conservée  par  la  projection: 
2°  Le-i  cercles  et  les  droites  sont  transformés  en  cercles. 


(  'I 

his  groupée  linis  |)lu>  généraux  de  rotations  s'ob 
i  iciiiiciii  de  l.i  manière  sui  \  an  te. 

(  )n  peul  regarder  un  polygoue  régulier  in.scril  dans 
un  grand  cercle  <!«•  la  sphère  comme  un  polyèdre  régu 
lier  limité  par  deux  plans  superposés  <  dit  dn  ■  les  rots 
Lions  qui  superposenl  cette  figure  à  elle-même  forment 
un  groupe,  le  x1""/"'  du  dièdre,  doni  l'ordre  esi 
double  du  nombre  des  côlés  du  polygone.  Si.  en  parti- 
culier, le  polygone  se  réduit  à  un  diamètre,  <  •  1 1 1  pi  «  - 
< I <•  h \  fois,  iln  grand  cercle,  I»'  groupe  «lu  dièdre  corres- 
pondant est  d'ordre  î  et  s'appelle  \  ierergruppe. 

Enfin,  il  \  a  encore  des  groupes  de  rotations  t« >u i 
simples,  à  savoir  \es  groupes  cycliques,  engendrés  pai 
une  rotation  d'amplitude  égale  à  un  sous-multiple 
de  --  et  par  les  puissances  <l<   cette  rotation. 

On  peut  établir  <|ii*  les  gi  oupes  cycliques,  les  groupes 
«lu  dièdre  et  les  groupes  téuraédrique,  octaédrique  el 
iceeaédrique  sont  la  représentation  sphérique  des 
groupes  «le  substitutions  1,  II,  111,  IN  et  \  <lu  Ta- 
bjea.u  (3). 

Tout  d'abord,  en  effet,  un  groupe  cyclique  de  rota- 
tions esl  formé  de  n  rotations  ayant  les  deux  mêmes 
pôles,  et  eliaeun  de  ces  pôles  n'est  équivalent  qu  à 
lui-même;  dès  lors,  on  ;i 


■  I  où 


-  =  i .  —  =  i  ; 


v,  =  vj  =  n 


|  cf.  Tableau  i  I  i,  Ij. 

Considérons  dorénavant,  en  même  temps  que  chaque 
polyèdre  régulier,  la  division  déterminée  sur  la  sphère 
circonscrite  par  les  perspectives  de  ses  arêtes  vues  du 
<  entre  de  la  sphère,  et  appelous  cette  configuration  un 


(  '■■• 

polyèdre  sphérique.  VJnsi,  par  exemple,  le  dièdre  sphé- 
riquc  a  pour  Lires  deux  hémisphères,  pour  sommets 
m  points  équidistants  répartis  sur  leur  grand  cercle 
commun;  pour  arêtes  les  ///  arcs  en  lesquels  ce  cercle 
sera  partagé  par  les  points  choisis.  Chaque  rotation 
d'un  groupe  polyédrique  superpose  à  lui-même  le 
polyèdre  sphérique  correspondant. 

Commençons  par  le  dièdre:   le  groupe  qui   lui   est 
relatif  est  formé  des  rotations  suivantes  :   une  rotation 


de  — -  autour  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  du 

polygone  et  les  puissances  de  cette  rotation;  ///  rota- 
lions  de  -  autour  des  axes  de  symétrie  du  polygone. 
L'ordre   du   groupe   est   ainsi   «=21»,   et   Ton  a  trois 

sortes  de  pôles  équivalents  :  les  m  sommets  [  —  =  /«  1 , 
les  points  milieux  des  côtés  ( —  =  m  | ,  les  centres  des 
deux  faces  ( —  =  2).  On  a,  par  suite, 


[cf.  Tableau  (3),  II]. 

Considérons  maintenant  à  la  fois  le  tétraèdre,  l'oc- 
taèdre et  l'icosaèdre  qui  possèdent  la  propriété  com- 
mune d'avoir  pour  laces  des  triangles  égaux.  Divisons 
chaque  face  du  polyèdre  sphérique  correspondant  par 
ses  médianes  en  6  triangles  rectangles  alternativement 
égaux  et  symétriques;  comme  \  de  ces  triangles  son! 
contigus  à  chaque  arête,  le  nombre  total  de  ces  triangles 
est   quadruple    du    nombre    des    arêtes,    soit    2 ri.    Le 

nombre  des  faces  est,  par  suite,  -;  il  en  résulte  que  Ton 

a  respectivement,  dans  les  trois   cas,  «  =  12,    >.  j,  60. 
De  plus,    d'après   le  théorème  d'Euler  relatif  aux  po- 


.6 

Ivedrcs  i     .  le  nombre  <ii  ^  sommets  esl  ■  boii   |, 

<>.  i  > .  comme  <>n  le  sait. 

Chacun  des   triangles  considérés  a  pour  sommets  le 

milieu  d'une  arête,  le  centre  il  une  face  «-t  un  sommet 

du  polyèdre  sphérique;  l<->  angles  correspondants  sont 

-     -       -       .  6n  ■>,-., 

ei      ,  ou  a  =  —       i  soil    ..  ,j .  .)  i  - 1. 

•  <j  n  -    i  i 

Les  rotations  nui  superposenl  le  polyèdre  à  lui- 
même  sont  les  mêmes  * j 1 1 < •  cilles  qui  amènent  un 
triaugle  quelconque  eu  superposition  avec  tous  lea 
triangles  égaux,  soil  : 

i  "   La  rotation  nulle  ; 

Les  rotations  d'amplitude  n  autour  des  diamètres 


(l)  Si   \.  I     S  5onl  les  nombri  -  des  arêtes,  des  fa<  es  el  des  soin 
mets  il  un  polyèdre,  le  théorème  d'Euler  <  1  î t  que 

P  ■+-  S         \  -,-    •  : 
<lans  notre  cas, 

/(  n  n        n  a       i  • 

\  =      i  F=  •=■:         ilnii,         S       -     -  ■=■  •+-  a  =  — = 

■36 


autour  du   milieu   d'une  arêle  soal   répartis   i  triangles   ci, 
autour  du  centre  d'une  face,  6  triangles;  en   sorte  que  les  angles 

correspondants  s       —t-  et  -y-  ou  -et*-  Pour  déterminer  le  troi 

4  O  2  3 

sième  angle,  non»  appliquerons  le  théorème  de  Lhuilliei  d'après 
lequel  la  surface  d'un  triangle  sphérique  esl  égale  à  l'excès  s>ur  it 
de  la  s me  de  ses  angles    La  surface  de  la  Bphére  étant   décom- 

■  II   • //  triangles  équivalents,  si   l'on  désigne  par       l'angle  ■> 
déterminer,  on  a 

-        -        -  ',  -  ..  '■" 

-  -—«=—:  (I  <>ii         n  = 

2  </  'n  n      i  a 

D'après  cela,  le  nombre  des  sommets  du  polyèdre  peul  être  repn 

// 
sente  i-.« r  -  • 

'/ 


■7    I 
passant  par  les  milieux  des  are  les  opposées  <l«'u\  ,i  deux 

(médianes     '    leur  nombre  esl    ,   el  l<s  extrémités  d< -s 

x  i 

axes  de  rotation  formenl      noirs  équivalents; 

3  '  Les  rotations  d'amplitudes     ,"  et    .  -  autour   des 

diamètres   passant  par  les   centres  des  faces  opposées 

i.ii  i  un. 

deux  a  deux;   leur  nombre  est  a—  ou   -i  et  les  exlre- 

o  5 

mités  des  axes  de  rotation  forment—  pôles  équivalents; 

■>-    i  -  . .,/  -  I  )  - 


[°  Les  rotations  d'amplitudes     -  >   —  > 


'I        V  V 

autour  des  diagonales  du  polyèdre;  leur  nombre  i  si 


n  >  r> 

0— :  = 


et  les  extrémités  des  axes  de  rotation  formenl   -   pôles 

q 

équivalents. 

Le  groupe  ne  contient  pas  d'autres  rotations,  car  la 

somme  des  nombres  des  rotations  i°,  2°,  3",  4"  est  pré- 
cisément égale  à  n. 

Ainsi,  il  y  a  trois  et  seulement  trois  systèmes  de 
pôles  équivalents  (''=  3),  et  l'on  a 

n        n  n        n  "  _  "  . 

v,  -2  v,  3  V8  ij  ' 

d'où  il  suit  que 

•'\  =  *2,         v..  —  3,         v:i  =  q  =  i.    j.    > 

[cf.  Tableau  (3),  111,  IV,  VJ. 

Si  nous  voulons  pénétrer  un  peu  plus  profondément 
dans  la  nature  des  groupes  de  rotations  trouvés,  nous 
pouvons  nous  demander  s  ils  sont  simples  ou  com- 
posés. 

Ann.  de   Mathémat  .  \°  série,  t.  V.  (Janvier  igo5.)  2 
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l  h  groupe  cyclique  esl  —  î 1 1 1 j »  1  « ■  si  son  ordre  esl  un 
nombre  premier  el  alors  seulement. 

I  ii  groupe  du  dièdre  dont  L'ordre  esl  //  a/n  con- 
tienl  un  groupe  cyclique  comme  sous-groupe  invariant, 
.1  savoir  !••  groupe  des  rotations  autour  du  diamètre 
perpendiculaire  au  plan  du  polygone. 

Le  groupe  tétraédrique  contient,  comme  sous-groupe 
invariant,  l<  V ierergruppe  constitué  par  la  rotation 
nulle  »'t  les  trois  rotai  ions  a°. 

Le  groupi  octaédrique  contient,  comme  sous-groupe 
invariant,  le  groupe  tétraédrique  <|ui  superpose  à  lui- 
mêmè  le  tétraèdre  formé  par  1rs  centres  de  quatre  I 
non  contiguës  de  l'octaèdre. 

Le  groupe  icosaédrique  est,  au  contraire,  simple. 

<  )n  peut,  toutefois,  mentionner  ici  des  sous-groupes 
bien  entendu  non  distingués,  du  groupe  icosaédrique. 
I  ,es  io  médianes  de  l'icosaèdre  formenl  5  1 1  ièdres  ortho- 
gon  iu\.  <|ui  se  superposenl  l'un  à  l'autre  par  rotations 
autour  de  diagonales;  parmi  1rs  6o  rotations  icosaé- 
driques,  il  \  en  ;t  12  qui  superposenl  à  lui-même  un 
trièdre  orthogonal  déterminé  de  médianes;  ces  rotations 
forment  un  groupe  tétraédrique.  <  >u  obtieni  ainsi 
5  sous-groupes  tétraédriques  équivalents  qui  sont 
transformés  I  un  dans  l'autre  par  des  rotations  autoui 
de  diagonales. 

5.  Représentation  plane  des  groupes  finis  de  rota- 
tions. -  roui  en  présentant  une  égale  facilité,  l'étude 
des  groupes  de  rotations  que  nous  venons  de  trouver 
pourtant  plus  avantageuse  à  faire  avec  des  figures 
planes  qu  avec  des  ligures  spliériques.  Pour  ce  pasa 
il  nous  suffira  de  projeter  stéréographiquemeht  les 
ligures  Bphériques  sur  le  plan. 

La    remarque  suivante    peul    faciliter   la   projection, 


pour  les  trois  polvèdrcs  considérés  i  tétraèdro,  o<  taèdre, 
icosaèdre)  :  les  arêtes  el  les  médianes  relatives  à  un 
même  polyèdre  sphérique  forment  par  leur  réunion  des 
grands  cercles  complets,  au  nombre  de  6*,  9  <'i  io  res- 
peclivemenl  pour  les  trois  cas. 

Comme  par  projection  les  cercles  se  cbangenl  en 
cercles  ou  droites,  la  figure  plane  sera  constituée  dans 
les   trois  cas  par  <i.  q  ou    1 5  cercles  ou  droites.  Nous 


donnons  ici  comme  exemple  I  image  de  l'octaèdre  ('). 
Les  triangles  du  réseau  obtenu  sont  alternativement 
bachurés  ci  non  bacburés,  de  telle  sorte  que  les 
triangles  bacburés  soni  égaux  cuire  eux  el  symétriques 
des  triangles  blancs,  en  convenanl  de  qualifier  légales 
ou  de  symétriques  les  images  planes  de  triangles  spbé- 
riques  égaux  ou  symétriques.  Le  réseau  entier  esl  ainsi 
engendrable  par  reproduction  directe  et  par  reproduc- 


(')  Les  symboles  marqués  sur  la  figure  seront  expliqués  plus  loin. 
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lion  symétrique  <i  un  seul  <ie  ses  ti  iangles.  Les  n  seaux 
obtenus  Boni  réguliers,  c'est-à-dire  qu'en  chaque 
noeud  il  n'y  .1  que  des  angles  égaux,  \  1  haque  rotation 
de  la  sphère  sur  elle-même  appartenant  an  groupe 
considéré,  correspond  une  transformation  «In  plan  en 
lui-même  <pii  permute  entre  eux  les  triangles  laissés 
blancs;  I  ensemble  «le-*  transformations  ainsi  obtenues 
1  iii  passer  d'un  triangle  blanc  déterminé  .1  loua  les 
autres  triangles  blam  - 

6.  Représentation  analytique  des  -i<>u/><s  finis  de 
rotations  el  de  substitutions  linéaires.  La  corres- 
pondance établie  entre  les  groupes  de  rotations  el  les 

g pes   <!«•    substitutions  linéaires    permet  <l<-    !»-•-—■  1 

aisément  des  premiers  aux   sec 1s.    Prenons  enefiel 

pour  centre  de  la  sphère  l'origine  ilu  plan  <le.  la  va- 
riable s,  pour  plan  équatorial  ce  même  plan,  poui 
origine  <le>  longitudes  le  plan  méridien  passant  par 
I  'axe  d< ;s  "  réels;  désignons  par  u  la  longitude,  par  X  la 
latitude  d'un  pôle,  par  &<^  l'amplitude  de  la  rotation;  la 
substitution  linéaire  correspondant  .1  cette  rotation  est 

'/        a  .  —  1  A  —  /</ 

\b  -r-  t'a,         il       ic    / 
on 

a=    —  en-/,  -in  y  COS(A,  l>  =         ...-/    -in  y  -in   ;. 

C  =        -111  /    -in  y,  tl  —        CI 

\u  moyen  de  ces  formules,  ou  obtient  >.m<>  peine 
nos  groupes  <le  subslitntions.   Nous  donnerous,  à  titre 

,  1  xeiupl.  .  les  substitutions  de  l'octaèdre  : 

//.  - /// 

« .  1      «  1 -k  "  —  « 

S  h 

A  1  1   Â  prenant,  indépendamment  I  un   de   I  autre,    les 

valeurs  O.   1 . 


!  l 

l  ne  élude  plus  approfondie  de  la  constitution  de  nos 
groupes  conduit  à  observer  <|ui'  l'ensemble  des  subsli- 
tulious  d'un  groupe  polyédrique  «-si  représentable  si 
l'aide  de  trois  d'entre  elles  seulement.  La  Forme  géné- 
rale <les  substitutions  esl  en  effet  : 

i°  Pour  le  tétraèdre, 

S«TPUY, 
où 

a  =  o,   i,  2;  fi  =  o,    1  :  y  =0,  1; 

\1.  —  /  '  \o,  -     I  /  \i,o/ 

»a   INmr  l'octaèdre, 

S*UPVr, 


p  =0,  1 

; 

Y  =0.  1 

.  a, 

t; 

-C: 

0 

)■ 

v  =  (* 

:> 

» 

OU 


3"  Pour  l'icosaèdre 

S«UP    et    S«TSY1  \ 

a,   7  =0,    1 .   2,   3.   4-  P  =  o, 

-  \   '»  -  1,         2 

\/5  -+- 1 


\  o,     1 


L  = 


Reprenons  la  ligure  du  paragraphe  précédent;  elle 
nous  fournil  une  représentation  claire  du  groupe  de 
substitutions  correspondant.  Considérons,  en  effet,  un 
triangle  blanc  arbitraire  comme  triangle  initial,  el 
désignons-le  par  1  ;  à  chaque  triangle  blanc  nous  attri- 
buerons le  symbole  de  la  substitution  qui  correspond  à 
la  rotation  transformant  le  triangle  initial  en  le  triangle 
considéré. 


Le  triangle  blanc  désigné*   |>;n    i   sur  la  figure  »•!  le 

triangle  hachure    eontigu  à  celui-là,,   le  long  d'un  «"i<- 

Je  l'angle  droit,  forment,  par  leur  réunion,  un  domaine 

fondamental,  c'est-à-dire  un  domaine  contenant  un  et 

un  seul    point    homologue  de  chaque    point    du    plan 

•  •H  supposant,  il  esl  vrai,  que  la  moitié  du  périmètre 
•  lu  domaine  soil  regardée  comme  appartenant  au  do- 
maine); "ii  entend  là  par  points  homologues  l<s  points 
qui  m-  transforment  I  uu  un  I  autre  par  les  substitutions 
du  groupe.  Chaque  point  du  plan  appartient  .1  un  Bys- 
iciiic  de  "  points  homologues)  exception  esl  laite 
seulement  pour  les  noeuds  <lu  réseau  '!<•  triangles  qui 

.      n       a  n 

se  reparlissenl  en  trois  systèmes  de       >        <-i   —   mnnu 

homologues. 

7.  Groupes  linéaires  et  foi  ///'■•,  invariantes.  Il 
convient  maintenant,  pour  la  commodité,  d  introduire 
■  les  variables  homogènes.  Si  1  «  »  »  ■  i>ose 

z  =  —  j  -  i 

la  substitution  linéaire  fractionnaire  à  une  variable    i 
se  change  en   une  substitution  linéaire  entière  à  deux 

\  .niables  : 

M.iis  il  est  à  observei  qu'à  une  même  substitution  i 
correspondent  une  inanité  <!••  substitutions  S  .  à  sa 
\nii  toutes  les  substitutions  '!<■  la  forme 

Z\       ft{  2Zt—  (J*t),  s',       /  it), 

•  •n  Â  rsi  arbitraire;  si  l'on  s'impose  maintenant  <|u<-  le 

d<  li  i  iiiiii.inl   de  la   substitution    M>il    égal    ;■    I  Ullité,    à 


toute  substitution  (i),  où  il  est  loisible  de  ftapnoscr 
correspondent  seulement  deux  substitutions  I  i  I,  soil 

*',=±(a*,H-P*,),  ;  .  -  ±  i-;c, 

D'après  cela,  à  un  groupe  dé  substitutions  non  homo 
gènes  d'ordre  //  correspond  uu  groupe  de  substitutions 
homogènes  d'ordre  an. 

Soit  maintenant  une  forme,  c'est-à-dire  une  fonction 
entière  homogène  des  deux  variables  S{,  Z2,qui  s'annule 
en  ri  points  homologues.  Si  on  la  soumet  à  une  substi- 
tution quelconque  du  groupe  considéré,  ses  zéros  sont 
simplement  permutés  entre  eux;  par  suite  la  forme  se 
reproduit  à  un  facteur  constant  près.  Lue  telle  forme 
s'appelle  une  forme  fondamentale  invariante',  toute 
forme  invariante,  c'est-à-dire  toute  forme  qui  si;  repro- 
duit par  toutes  les  substitutions  du  groupe,  est  expri 
niable  par  un  produit  de  formes  fondamentales  inva- 
riantes. Des  considérations  particulières  fout  connaître 
les  formes  fondamentales  4>(,  <ï>2,  ^i  qui  ont  pour  zéros 
respectifs  les  trois  systèmes  de  nœuds  homologues. 
Comme  ces  points  équivalent  à  des  zéros  v"ples,   v"1'1"'", 

vuPies^  <p.  eslja  pUiSSanee  v)ènie  d'une  forme  F(  d'ordre  -  ■ 

Entre  les  trois  formes  Fjp  il  existe  dans  chaque  cas  une 
relation  linéaire  homogène 

(6)  HiFv1'-hti,F*».+-fi,FV  =  o; 

et  toute   forme  fondamentale  est    exprimable  par    une 
fonction  linéaire  homogène  de  ces  trois  formes. 

On  va  donner,  pour  chacun  des  trois  groupes  polyé- 
driques, les  formes  F,  ainsi  que  l'identité  ^6)  qui  les 
lie;  dans   ce  Tableau,    les   formes   h,    s'aunuieiil   aux 


I 

iimIk  u\  (Ii  >  arêtes,  1rs  (ormes  I..  aux  centres  il<->  faces 
et  les  )<>i  mes  I  ,iii\  sommets  du  polyèdre  correspon- 
dant. 

(ri  ouite  tétraétii  ■  que  : 

Fi  -  *i  =  /, 

i         .-■       U\   ■  • 

i,  i^ln—  : 

GrtVUpe   Ot  hirdi  iijiic  ; 

F,-      ;      ■    !,.:.■■        z-        -l'\         W 

;  /. 

/  -       \\         108/*  =o. 

Groupe,  icosaédrique  : 

F,       i  1000  5  z\°  z\"  —  iooo5  z\ 

-..■.-.  =  T. 

I  ,/Scj  ■;;        ',.,,;>•  ■;•"  _    »8*«*j  H 

I"       Il 
Si  I  "M  pose 


- 


/.  - 


-  1 


"ii  .1 .  >  ■  1 1  \  1  •  1 1 1 1  de 

Z  — 1  = 

<  r  qui  peu!  s  éci  ire  : 

/ .  -  1  / 


I 

to*y 


1  ,1       ,1 

Z,  1  si  une  loin  lion  «  I  «  -  6  <|in  .1  la  même  1  ili'iir  aux  points 


'  »  ) 

homologues  i  t  en  eux  seulement  :  elle  prend  mi  milieu 
des  arêles,  aux  centres  des  faces  et  aux  sommets  res- 
pectivement les  valeurs  i.  <».  *>■  De  plus,  toute  fone 
lion  rationnelle  de  z  qui  a  toujours  la  même  valeur  en 
des  points  homologues  esl  une  fonction  rationnelle 
de  Z. 

L'équation  (7)  sera  dans  les  trois  cas  : 

7  _  *'  W  ..  H' 


v»  108/*  i;'\/'' 

8.  (r/oi//>e  d'une  équation  algébrique,  lltsol- 
vtmtes.  —  Il  nous  faut  intercaler  ici  quelques  consi- 
dérations algébriques. 

Soit   une  équation  algébrique  du  /??"""'  degré 

(8)  /(*)  =  <>, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  ai .  a2 stm.  Les 

coefficients  de  l'équation  sont  des  fonctions  symétriques 

connues  des  racines,  et  toute  fonction  rationnelle 
symétrique  des  racines  est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients,  ou.  comme  on  dit,  est  ratioanei- 
Icmciit  connue.  Mais  il  peut  arriver  dans  des  cas  par- 
ticuliers que  d'autres  fondions  rationnelles  non  symé- 
triques des  racines  soient  aussi  rationnellement  connues, 
ou  que  nous  voulions  regarder  de  telles  fonctions  comme 
rationnellement  connues.  L'ensemble  des  permutations 
des  racines  qui  laissent  ces  fonctions  invariantes  forme 
évidemment  un  groupe  G,  qu'on  nomme  le  groupe  dr 
l'équation  (8).  Comme Gr  esl  un  sous-groupe  du  groupe 
formé   par  la    totalité   des    permutations    possibles  <!(■■> 

racines  a,.  a_, y./H.  dont  1  ardre  est  ni\.    I  ordre  // 

de  (i  esl   un  di\  iseur  de  ni  ! 

Considérons   main  tenant    une  fonction  non    ration- 


(  a6 
ncllenienl  connue  des  racines  / , ,  aa v.„,  : 

y  =  ■ 

el   désignons   par   />,,   [t. ^.  les  diverses  valeurs 

qu'elle  prend  quand  on  soumet  x,,  xa -j.,,,  à  toutes 

les  permutations  du  groupe  (î.  Soil 

o 

I  équation  dont  les  racines  sonl  3(l  'i:.  ...,  Byj  les 
coeflicients  de   s    |      sonl  rationnellement  connus,  el 

par    suite    la    formation    de   l'équati j      peul    ôtre 

effectuée  par  «1rs  opérations  purement  rationnelles. 
D  autre  part,  la  résolution  «le  |  g  i  nous  f«-ra i t  faire  un 
i  n  avant  dans  le  problème  de  la  résolut  ion  de  (8), 
en  ce  sens  .pi  il  nous  serait  permis  de  regarder  comme 
connue  une  loue  lion  des  racines  de  8  qui,  auparat  ant, 
u'était  pas  rationnellemenl  connue,  el  de  prendre  pour 
groupe  «  1  *  - 1  équation  non  plus  G,  mais  !•■  sous-groupe  G 
de  G  qui  laisse  invariante  la  fonction  y.  Pour  celle  rai- 
son, l'équation  (g)  est  dite  une  résolvante  de  (S).  I.» 
groupe  11  de  (g)  est  isomorphe  au  groupe  <i,  et  I  ordre 
de  G  esl  le  quotient  des  ordres  de  G  et  de  II.  Si  l'iso- 
morphisme  «si  lioloédrique,  (1  se  réduil  a  l'identité, 
<l  nous  pouvons,  .si  (g)  esl  regardée  comme  résolue, 
considérer  comme  rationnellemenl  connue  toute  fonc- 
tion de  v., .  -/_,,  . . . ,  a,„  (pii  n'admet  aucune  permutation, 
l'identité  exceptée,  el   eu  particulier  les  quantités  x«, 

xa '/,„  elles-mêmes.   J.a  résolution  de  (8)  et  celle 

de  (g)  si. ni  alors  des  problèmes  équivalents  :  i<>)  sera 
dite  une  résolvante  équivalente  de  (8j,  el  (8)  peut 
.m  — i  inversement  être  regardée  comme  une  résolvante 
de  (9).  Si,  •m  contraire,  l'isomorphisme  e>i  mérié- 
drique,  la  résolution  de  <;  I  11  esl  qu'une  première  étape 
pour  la  résolution  de    8  i«  Mais  ce  second  cas  n<-  peut 
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se  présenter  (voir  n°  l)que  si  le  groupe  G  esl  composé; 
si  G  est  simple,  on  ne  saurait  espérer  obtenir  une  résol- 
vante non  équivalente  «le  l'équation  donnée. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  à  la  résolvante  de 
Cialois,  c'est-à-dire  à  ta  résolvante  équivalente  (jni  a 
pour  racine  une  fonction  linéaire  des  a,  à  coefficients 
absolument  distincts  : 

y  =  et  ai  ■+-  ct  «s  •+-...  -+-  c„,  a„, . 

Si  l'on  effectue  sur  les  racines  a/  toutes  les  permu- 
tations du  groupe  G,  les  fonctions  symétriques  des 
valeurs  obtenues  pour  y  sont  évidemment  rationnel- 
lement connues;  par  suite  l'ordre  de  la  résolvante  de 
Galois  est  n.  La  résolvante  de  Galois  est  irréductible, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  saurait  aucunement  se  décom- 
poser en  facteurs  à  coefficients  rationnellement  connus. 
Ses  racines  sont  des  fonctions  rationnelles  de  l'une 
d'elles;  en  d'autres  termes  l'équation  se  transforme  en 
elle-môme  par  n  substitutions  : 

y=y,    y  =  ®i(y),    y=o,(y),    ...,    y =**-%( y), 

Oi,  02,  ...,  0„_,  désignant  des  fonctions  rationnelles 
de  y.  Ces  substitutions  forment  un  groupe  qui  est 
holoédriquement  isomorphe  au  groupe  de  la  résol- 
vante, et  qui  peut  doue  èlre  considéré  tout  aussi  bien 
comme  son  groupe. 

Réciproquement,  si  une  équation  irréductible  de 
degré  n  se  transforme  en  elle-même  par  n  substitutions 
rationnelles,  elle  esl  sa  propre  résolvante  et  le  groupe 
formé  par  ces  substitutions  ne  peut  être  pris  comme 
groupe  de  l'équation. 

9.  Application  aux  équations  polyédriques.  Résol- 
vante équivalente  de  l  équation  icosaédrique.  —  Après 


celte  digression,  revêtions  s  notre  question  principale 
li  rivons  l'équal  ion  <  ~  l  ainsi 

i  / 

Si    I  on  soumet   i   •>    une   substitution    quelconque   «lu 
e  r  ou  lie  «  <>i  i  espondanl 

on  obtient  À  nouveau,  r  et  s'  étant  homologues  I  un  de 
l'autre  : 

F(*')  =  l'(ï±±-  ■       l 

\in-i.  l<-s  racines  de  l'équation  |  i<>  |  sont  des  fonctions 
rationnelles,  voire  linéaires,  de  l'une  d'elles,  et  I  équa  - 
lion  se  transforme  en  elle-même  par  //  substitutions 
linéaires.  Il  suit  <!<•  là  que  l'équation  (io)  peut  être 
considérée  comme  sa  propre  résolvante  <!<■  Galois,  et 
que  le  gioupe  de  substitutions  correspondant  peut  être 
pi  is  comme  groupe  de  I  é«|uatîon. 

Comme  les  groupes  Létraédrique  el  oclaédrique  •-«•ni 
composés,  l<-  problème  <l«'  la  résolution  des  équations 
correspondantes  se  simplifie  par  la  formation  des  résol- 
vantes. Mais  il  n'en  \  ;«  pins  de  même  (>< »u i-  l'équation 
icosaédrique,  parce  que  l<-  groupe  associé  est  simple. 
Néanmoins  la  recherche  des  résolvantes,  nécessaire- 
ment équivalentes,  <l<-  l'équation  icosaédrique  esl  du 
plus  ha  ni  intérêt.  I  ue  importance  particulière  s  attache 
.1  une  résolvante  du  cinquième  ordre  qui  provieul  de  la 
<  onsidéral  ion  «les  «- î  1 1 < j  sous-groupes  tétraédriques  équi- 
valents, déjà  signalés,  <lu  groupe  icosaédrique.  Si  I  on 
forme,  en  effet,  une  fonction  i  <!<■  s  <pii  admette  toutes 
ubstitutioiis  d'un  de  ces  tous-groupes,  cette  fonc- 
tion ne  prendi  a,  par  les  soixante  substitutions  du  groupe 


I  «,  ) 

icosaédrimir,  nue  cinq  valeurs  distinctes;  les  fonction! 
symétriques  de  cea  valeurs  som  des  fonctions  ration- 
nelles de  /.,  <'t  par  suite  V  esl  racine  d'une  équation 
<lu  cinquième  degré  don!  les  coefficients  sonl  des  fonc 
lions  rationnelles  de  Z.   Le  Liïèdre  orthogonal  >!.•  un 
dianes  qui  esl  transformé  en  lui-même  par  les  subsli 
tu  lions   du    sous-groupe  considéré    peut   être    regardé 
comme  le  système  des  diagonales  d'un  octaèdre;  dési 
gnons  par  t  ci  \\  .  suivant  les  notations  précédemment 
employées,    les  toi  nus  relatives  à  cet  octaèdre,   par  m 
et  //  deux  constantes  arbitraires;  posons 

X*fU  ,     _    12/W 


--     T    ,  ,, 

en  sorte  que  u  et  v  sont   des  fonctions  homogènes  de 
degré  zéro  de  z{  et  z2,  soit  des  fonctions  de  z\  la  fonc- 

tiou 

V  =  mv  ■+■  nuv 

satisfait  à  l'équation  du  cinquième  ordre 

IV5-:-  ^  (8m3+  \xm"-n  H ^  mn-       — ^r  //    |  't  - 
Z  \                                  1  —  Z  i    -  Z 

i  /   \  i  —  Z  i  —  Z  1 1  i  —  Z  iJ        / 


Z  \  i  —  Z  i  —  Z  4(i  —  Z 

i  i  >  1 5 


Ifo 


i  —  Z  i  i  —  Z  i- 


^'->  «• 


où  il  faut  remarquer  l'absence  des  termes  en  \  '  et 
en  \'.  C'est  une  équation  principale,  qui  est  dite  la 
résolvante  principale  de  L'équation  icosaédrique.  La 
racine  carrée  du  discriminant  de  (  i  i  )  s  exprime  ratiou- 
nellement  au  moyen  de  m.  //,  '/. 

10.    Propriété  des  équations   principales   du    cin- 
quième degré.  —  Comme  I  équation  n  i)  est  une  résol- 


vante  équivalente  de  I  équation  icosaédrique1  on  peut 
- 1 1 1  -  •>  î  inversement  regarder  l'équation  icosaédrique 
<  < > 1 1 1 1 1 1 < -  une  résolvante  de  fi  i)<  Ce  fail  peul  recevoir 
une  foi  me  géométi  i < | ■  i <-  élégante. 

Soienl   .*•,.    *       ■    .   ./  ,    les  i données   homogènes 

<l  un  poinl  de  I  espace  :  si  I  on  pose 

i  , .  .1  _.  ./    .  ippellenl  l<s  coordonnées  pentaé- 

driques  du  point  considéré.  Entre  les  coordonnées  pen- 
taédriques  -i  un  poinl  quelconque,  on  a  I  identité 

Soit  mai  iilenani 

-  o 

une  équation  principale  du  cinquième  ordre,  <•(  < I *:>. î - 
gnons  par  :,.  :_..  :  .  ;,.  ;.  ses  racines;  i  cause  <!<• 
l'absence  <l<  ^  termes  en  x '  el  en  3    .  <>n  a 
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Il   suil   de   li  d  abord  que   les  cinq   raciues  de     i  i 
pi  i>i>  dans  un  ordre  (juel conque  peuvenl  être  regardées 
comme   les  coordonnées  pentasphérîques   d'un   point; 
ensuite  que  l<  >  i  ■>.<>  points 

i  I  :  >':■■: 

où  A,  h. Ii  ■  Uji .  désigne  une  permutation  quelconque 
des  nombres  i.  ■.  '>.  j.  »,  toul  situés  sur  la  mrface 
du  second  ordre 


i 


1- 


(  3.  ) 
Chacune  des  lao  transformations  linéaires  de  I  espace 
en  lui-même  |  collinéalions) 

\  #1=  ■>■',,  ,        t-,  =  x'h , 

(  ^4  =    T/U,  ^5  =  Xlti 

permute  l«*s  uns  dans  les  autres  ces  i  20  points,  ri 
transforme  la  surface  (i4)  ('n  elle-même;  et  il  arrive 
qu'une  collinéalion  (i5)  laisse  invariants  les  deux  sys- 
tèmes de  génératrices  rectilignes  de  la  surface  (i4)  ou 
permute  l'un  dans  l'autre  ces  deux  systèmes  selon  que 
la  permutation  correspondante  kih2h3hihi  est  paire 
ou  impaire. 

Désignons  par  X  le  paramètre  delà  génératrice  recti- 
I  igné  d'un  système  passant  par  le  point  i.r,  ..>._,. .»,.  x  , .  i 
de  la  quadrique  (i4^!  ^>  esl  UMe  fonction  linéaire  frac- 
tionnaire des  coordonnées  xi.  Aux  6o  collinéations  qui 
transforment  en  lui-même  chaque  système  de  généra- 
trices correspondent  6o  substitutions  linéaires  fraction- 
naires- ces  substitutions  tout  passer  de  À  aux  para- 
métres des  génératrices  du  même  système  qui  passent 
par  6o  des  120  points  (i3),  le  point  initial  compris; 
et  l'on  peut,  par  le  choix  convenable  du  paramètre  a. 
faire  en  sorte  que  ces  60  substil  niions  linéaires  formen  t 
un  groupe  icosaédrique ;  d'où  il  suit  que  l'équation  dont 
les  racines  sont  les  60  valeurs  de;  /.  est  une  équation 
icosaédrique. 

II.  Résolution  drs  équations  du  cinquième  degré. 
—  D'après  «ela.  si  une  équation  principale  du  cin- 
quième degré  |  1  ■>.  1  est  donnée,  nu  est  assuré  de  la  pos- 
sibilité de  la  regarder  comme  la  résolvante  principale 
d'une  équation  icosaédrique  ci  par  suite  de  ramener  sa 
résolution  a  celle  de  cette  dernière.  Pour  obtenir  eflfec- 


(  3a 
livemenl  l'équation  icosaédrique,  ideiilifionsi  i  ■•  |el  |  i  i 
nous  aurons 


i  >  m  n 


i  — Z 


',- 


i 

{0  l  '.  [  „\ 


|     'Z''  .      "I         ':     '        I  y 
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Par  un  ti ■aiii'iiicni  approprié  de  ces  équations,  on 
arrive  a  exprimer  />/.  n  el  Z  par  des  fonctions  ration- 
nelles de  y.  S,  *'.  V.  V-  désignant  le  discriminant  de 
l'équation  (  i  2). 

En  résumé,  pour  résoudre  l'équation  proposée  1  •  . 
nous  procéderons  donc  de  la  manière  suivant*:  : 

1"  Nous  déterminerons  ///.  //.  Z  comme  fouctious 
rationnelles  de  z,  'i,  y,  V  ; 

Vous  résoudrons  L'équation  icosaédrique 


)€ 


ll'.S) 


1728 /«(*) 


=  z, 


où  Z  représente  la  valeur  que  nous  venons  de  Lrouvcr; 
3"  Si  enfin   z  est  une  racine  de  1  équation   un':,    la 
\  aleur 

/         m  n    :  11  n  ■  z  M 


où  m  el  //  désignenl  les  valeurs  trouvées  plus  liant .  esl 
une  racine  de  (1  2). 

I  .a  résolution  d  une  équation  principale  du  cinquième 
ordre  esl  dès  I <  >r  ->  ramenée  à  une  extraction  de  racine 
carrée  (pour  !<•  calcul  de  Vi  el  à  la  résolution  d'une 
équation  icosaédrique. 
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Mais  si  Ton  a  affaire  à  une  équation  générale  Au  cin- 
quième  ordre,  il  est  encore  besoin  d'une  extraction  de 
latine  pour  ramener  celte  équation  à  la  forme  priu- 
cjpale. 

D'après  cela,  la  transition  des  équations  de  degré* 
S  et  i  an\  équations  de  degré  S  est  très  nettement 
caractérisée.  Tandis  que  la  résolution  des  premières 
est  réductible  à  de  simples  radicaux,  c'est-à-dire  esl 
réductible  à  la  résolution  d'équations  binômes,  la 
résolution  des  dernières  est  seulement  réductible  à  la 
résolution  d'une  équation  d'un  type  spécial,  de  l'équa- 
tion icosaédrique. 

Maintenant  se  pose  d'elle-même  laquestionde  savoir 
s'il  y  a  aussi  des  équations  de  degré  plus  élevé,  dont  la 
résolution  est  réductible  à  celle  d'équations  binômes 
et  icosaédriques. 

Nous  nous  bornerons  à  la  signaler. 

12.  Résolution  de  l  équation  icosaédrique  au  moyen 
de  la  fonction  hypergéométrique. —  Il  nous  faut  main- 
tenant consacrer  quelques  mots  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion icosaédrique,  en  abandonnant  le  point  de  vue  algé- 
brique. 

Désignons  par  .z  une  fonction  de  la  variable  Z,  par  2', 
3",  z'"  ses  dérivées  première,  deuxième,  troisième; 
considérons  l'expression 


(f)'-M 


comme  fonction  de  Z;  elle  conserve  sa  forme  si  l'on 

remplace    Z     par    une    (onction    linéaire    fractionnaire 

de  z.  Si,  en   particulier,   r  est  lié    à  Z  par  l'équation 
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polyédrique 

l  /., 

/.  conserve  sa  valeur  si  l'on  effei  Lue  sur  r  une  Mil>^ii- 
lution  linéaire  appartenant  au  groupe  correspondant; 
par  suite,  la  \  aleur  de  [  z  |  reste  aussi  inaltérée  par  une 
ici  le  substitution.  Si  I  <»n  observe  en  outre  qu'entre  |  z  \ 
el  Z  il  existe  une  relation  algébrique,  on  peut  eu  con- 
clure que  \z\  <-st  une  fonction  rationnelle  de  Z.  La 
forme  de  cette  fonction  se  détermine  par  des  considé- 
rai ions  anal  5  tiques  :  on  obtient 


"7' 


\   '      J         1\  vj/  (/  — 1)2  y.  \  ;\]  /. 

I  i_  I  ( _!_      _L      _!_        1       ' 

'     v'j       v|       vj         /  Z(Z  —  1) 


où  v(,  v2î  Vj  ont  la  même  signification  que  plus  baut. 

Celte  équation  différentielle  du  troisième  ordre  esl 

en  relation  étroite  avec  l'équation  différentielle  linéaire 


homogène  du  deuxième  ordre 


■n  V 


I      xf-JL  +  (JL  +  4_^  +  ,)z--Lz.lr  =  o; 

une  intégrale  de  (17)  esl  en  effet  le  quotient  de  deux 
intégrales  indépendantes  de  (18). 

<)r  l'équation  (18)  rentre  dans  le  lype  connu  des 
équations  différentielles  de  Riemann  dont  les  inté- 
grales  s'expriment  au  moyen  des  séries  hypergéomé- 
triques.  z  esl  donc  exprimable  en  fonction  de  Z  à  l'aide 
de  fonctions  bvpergéomélriques  de  /.. 

L3.  .l/irnit  de  l<i  résolution  de.  /'i:i/tiaii<>/i  icosaé- 
drique  au  moyen  des  fondions  elliptiques,  —  Pour 
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développer  une  seconde  méthode  <!<•  résolution,  il  nous 
l'a u i  présenter  quelques  préliminaires.  Comme  nous 
l'avons  vu,  à  chaque  équation  polyédrique  correspond 
un  réseau  plan  régulier,  constitué  par  un  nombre  fini 
tle  triangles  formés  d'arcs  de  renie.  Si  Ton  fait  abstrac- 
tion de  la  condition  que  le  nombre  des  triangles  s<>ii 
fini,  on  peut,  de  tout  tel  triangle  curviligne  à  angles 
sous-multiples  de  2t:  (l'angle  nul  compris),  déduire 
par  reproduction  et  par  symétrie  alternées  (■voirn05, 
in  fine)  un  certain  réseau. 

A  chaque  réseau  correspond  une  équation 

F(*)  =  Z 

(transcendante  dans  le  cas  d'un  réseau  infini)  qui  associe 
à  toute  valeur  de  Z  un  système  de  valeurs  de  z,  qui  sont 
toutes  des  fonctions  linéaires  fractionnaires  de  l'une 
d'elles  ;  les  substitutions  linéaires  correspondantes 
forment  un  groupe  qui  transforme  l'équation  en  elle- 
même.  Considérons  donc  deux  tels  réseaux  à  angles  — > 


2-£(i=i,  a,-3), 

'  i 


et  soient 


F(s)  =  Z, 
Gi  s')  =  Z 


les  équations  correspondantes;  si  en  outre  v<  est  un 
multiple  de  v',,  v2  de  v'., ,  va  de  v'8,  z'  est  une  fonction 
uniforme  de  z. 

Cela  posé,  désignons  par  J  l'invariant  absolu,  par  <■> 
le  rapport  des  périodes  d'une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce;  on  sait  que  J  est  une  fonction  uni- 
forme de  oj  : 

(19)  J=J(o>). 


16  ) 
L'équation  i  ig  |  i  équation  modulaire    se  transforme  en 
elle-même  par  toute  substitution  linéaire  à  coefficients 
entiers;  ces  substitutions  forment  un  groupe  dil  groupe 

modulant-,  et  I  on  a  pour  !<■  réseau  correspondant 

Observons  d'autre  pari  que  pour  1rs  équations  polyé- 
driques 

Vj  —  a,         v:i  =  '{,        v3  =  3,  4)    ' 

et  qous  pourrons  en  conclure  que  si  1  on  désigne 
pai  Z  -  F|  z  |  une  équation  polyédrique,  par  Z  =  J(co) 
l'équation  modulaire,  z  sera  une  fonction  uniforme 
de  o). 

Quant  à  la  formation  effective  de  cette  fonction 
uniforme,  c'est  une  question  que  nous  n'aborderons 
pas  ici. 


[D6b] 

SIK  UNE  FORMULE  POUR  li:  CALCUL  NUMÉRIQUE 
HKS  LOGARITHMES; 

Pab  M.  F.  GOMES  TEIXEIRA. 


Je  me  propose  de  donner  ici  une  formule  pour  le 
calcul  des  valeurs  des  logarithmes  <l<-s  nombres,  laqinllr 
un-  parait  pouvoir  être  utile  en  quelques  circonstant  i  - 

Je  considère,  pour  cela,  l.i  fonction  rationnelle 

i 
ru  t  —  a  y 


(  ■>:  ) 

et  je  la  décompose  en  fractions  simples:  ce  qui  donne 
i  \,        V,       V,  \„ 


t"(t— a)n        t         r-       /'  t" 

I!,  B,  B, 


t  —  a    '    (  t  —  a  )*       {t—a  (t- 

Pour  déterminer  A,,  A2,  ...,  A„,  je  développe  le 
binôme  (h  —  a)~"  eu  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  A,  ce  qui  donne 


(h  — a)-" 


On  a  donc 


a"      L  \  i  /  « 

/n  +  i\  A-       /«  -t-  a\  A:t 
'    \    2     /  «-       \     3     /  «3 

\  n  —  i  /  a"    '  J 

ai«-i   \    «  —  i   / 

a-"~  -   \  n  —  9.  / 
(— 1)«  /  2/J  —  ', 


C—  D"  /n  +  i 
A  „   s  = 


A/j—i 

a 


(—  i  i"  i  /r 


^  II/' 


A«     =  =— 


Pour  déterminer  B,,  Bo,  B,,  .  .  .,  B„,  on  doit  poser 
t  —  a-\-h  dans  la  fraction  —,  et  développer  le  résultat 


I  H 
suivant  !<••>  puissances  de  A.  ce  <|m  donne 

a      h 

j_  [  //A       //i      i     A-       /n 

I         '    i  ,'  a       '       i      'a«       ' 

/aii       •     /<  ■ 

par  conséquent 

-  '  «    •  /• 
I    0*      ,/,     I 


\uib  avons  donc 

i  _  (— 1)«  /an       <     / '  i  i 

/      r      a  ■'-      ~  \  n  —  i  /  \7        t  —  a  ) 

(-0»/a/j       ;     /  i  ,     _\ 

ai/i  *  ^  n  — a  /  \f»         /       a)*/ 

(—il"  /an       f \  / j  i 

h  a»"-»  \  n  — 3  /  \«'       (I      a)V 

a      i  i  /"  *  ,  /       a)*-*/ 

■  -    i  ■"  /  //  i  i 

«" ' *    \  i  /  '  /      l  '  ( /  —  a  y    >  / 

f—  n" ,    .  i  \ 

("  I         ,t    "  j 

I  m  intégrant  maintenant  les  <l>u\  membres  <!<•  celle 


loi 


( 3g  ) 

identité  el  en   prenaril   l'intégrale  entre  !«•><  limites    i 
<•!  »,  <m  trouve,  en  sunposanl    i      •  a 

dt 

.  /       t'( t  -  U)n 

i  —  i  r  /  -//        i\         i        a 
—  los 

a»"    i  \  n       i  /     e       - 

a»«- «  \  «  —  i  )  \x        r       n  ) 

+  (-,,"l"'-'  )  '  (- L 


( — iV»  /n-t-i\       i       /     i  ,   .  i 

a      »    '      n     ]  n  —  3  \.r"   3  r  —  a 

"",  "  ,  _L_/_L_ +,_,,„  . ! \ 

\  i  /  n  —  a  \i  (x  —  a)" 


(—  i  )«       i 


'/"  //  I    \.T 


(—  Il" 


a)«-V 


et,  par  conséquent, 


//  —  i 


2  /(  —   >.      .r         X  —  d 
(t1      ut  —  i)  (*î  —  >. 


■      >  n  —  ■>.  i  t  ■).  n       !  i     ./•-'        i  /■       a  i- , 

as       (n  —  i)(n  —  -±)  (n  —  3)  i  i  \ 

i    (  2  //  —  -a  )  i  >.  n  —3)1  2  «  —  4  )  V*1         (  •''  —  a  >*  / 


I  /i  —  i  i  i  //  —  >  i .  .  .  1.2 


n  —  -2  (  2 n  —  2)(2«  —  3)..      n       i        '  ■ 

1     (  n    -  ■>.  |  (  n  —  3  ) 
n  —  i   (•.>./*  —  in 


(-4-s-M-i)"- 


. L_ 

i  /•  —  a 


1  —  3)... 2.1    /      1  „  I  | 

2«  —  •»!...//       ./"     '  (X  —  C 


.   (  n  —  t)  f  n       ■>.  » . . .  > .  i      /             dt 
i)nam   i f     

I  , ,,  —  .,  i ,  , „  — ,,i      ('•  {  t  —  a 


(  4 

M  » i •> .  il  un  autre  <  ôlé,  «mi  .i 

,Ii 


di 


tll  I  ,  II! 

I  J  I   ■  ,    I 

et,  par  suite,  en  représentant  par  I!,,  le  derniei  terme 
de  légalité  précédente, 

t(n       ■  •■„       .......   i      /-         dt 


< 


i   <*-'•  '•'__! 


(à/i        i       t/i        ;   .  .  .  //   //       i    /      i       a 


<  )n  voit,  au  moyen  de  celte  inégalité,  que  |{„  tend 
vers  r<  /<>  quand  //  tend  vers  l'infani,  si  x  >n\  «m,  dans 
ce  cas,  on  peut  donc  «'•<  rire 

log  /       Ioê 


il"11             ' 
=     lim     a 1 


"        I  n  — 1)(«  —  a)      /  l  i 

■>  n  -    2) (an  —  3)     '  r  —  a  )*/ 

a*       (n  — 1)(/»  —  v :  h  /;    -  ">  )       /  l  i 

■>.    (  •».  /i  —  1)  (  a  «  —  '5  m  >.  «         i  )     .r3         i  .r  —  a  i  '  ' 


a     -     (  n  —  i)(n  —  a).  ..3  a    /    i (.— u"   '    ■ 

n       s  (a/i — a)(2/i  —  3)...(/iH  i       '  (x  —  «»"-*/ 

a"   '     ,  //       i  , .  //       -■...•/.  i    /     i  (-i 


,' 


//  —    i    i    .  n  l )  (  2/1  •        '•>.../'       ./■  '     '  i   ' 

Cette  formule,  que  nous  croyons  nouvelle,  sans  en 
<:ic  tcii. un.  r>i  celle  <  1 1 1  «  -  nous  nous  proposions  de 
démontrer.  Elle  donne  la  valeur  de  la  dillërence  eutre 
les    logarithmes   des    nombres    *    el    ■>        >>    avec   une 


(  4<    i 

erreur  inférieure  à 


,  -  //  i 


i  //      m/1  -■>.). 


,  ■  i,       •  m  ■> //  —  ;  i. . .//  ti      i  ./"i  ./■      '/  >"   ' 

el  peut  èlre  principalement  utile  quand  le  nombre 
représenlé  par  a  esl  netîl  *'i  le  nombre  représenté  pai  i 
esl  grand . 

En  posant  a    —  i  .  on  trouve  la  formule 

log   r  log  (  .''  —  I  ) 


hlll 1 

n-x    |     >  'I   —  2   \    '  r I 


n  —  i  )(/•  —  •>  i 


-i- 

i  (  n  —  i)  (  n  —  2).  ..3.2         /     i  (  —  i  >"   ' 

""  «  —  2  (  2  /l  —  2)(2/l  —  3)...(n-hi)  \  ar"  *  "^  (  ./•  —  l  )"~ 

I  (n  —  l)(/l  —  2). ..2.1      /       I  (— 'M"_|l 

^  «  —  i   (2/i  —  a)  (2/i  —  3).  ..n  '  ,r"-»        (.r  —  i)"    '/J 

qui  donne  la  valeur  de  la  différence  des  logarithmes 
des  deux  nombres  consécutifs  x  et  x  —  i  avec  une 
erreur  inférieure  à 

(  //  —  1 1  <  /?  —  ■>)...->.]        i  i 


(  2  n  —  2  >(2/l  —  3  ) ...  n   n  —  i   a7"(a?  —  i  )"_l 

ri  qui  a  lieu  quand  jet  >  2. 

On  déduit,  comme  corollaire  de  cette  formule,  que 
la  différence  des  logarithmes  des  nombres  x  et  x  —  i 
peut  être  représentée  approximativement  par  l'expres- 
sion 

i(i  +  — ) 

•>.  \x        x  —  1/ 

avec    une   erreur   inférieure   à    ->    quand    .r"-i<>, 

».  n»'        J 

1                      i                                 i  i 

a  -,  quand  ./•        i  <>o.  a  ,  quand  .r  ">>  lOOO,  etc. 

■>. .  m"      *  < .  m  ' 


(  4> 
•  'm  \<>it.  de  la  même  manière,  que  la  différence  dei 
logarithmes  dea  nombrea  .*•  «-i  x — i  peut  être  repré- 
sentée approximativement  par  l'expression 

1       _L_)   .    '  ,   '   ..  __L_  ) 

'       ./  —  i  /       i  •    ./  -      i  ./•  —  i 

avec   une  erreur  inférieure  à   r»    ouaud   a      ■  i<>. 

la.io*       ' 
i  , 

a  —  >  <i na tu!  xz>  km),  etc. 

Parmi  les  formules  qui  résulleul  il'-  la  formule  géué- 
rale  précédemment  écrite,  nous  indiquerons  encore  la 
suivante 


r  +  i 




a*      (  ii       m  <  n  —  a  )      /        i  i        \ 

•  n  —  i)  (an  -    3 )  \ (x  -+- 1 ;*       ( x  —  i)* / 

—       ("  —  ')<"—  * )  (  n  —  3  )        /       i  __!__  | 

J    (2rt — •>.){•  n         ;■•//—,      '(./•  —  i;;i  i      -i>»/ 



•»"  -      (/i—  i)i/i      »...;.'  i  i— i)"-1 

/<  —  i :  i  ;  /<  -  -  ■/  I  i  '  //  —  3  '. .  (  //        Il        l         I  )"-*        (.r  —  I  ) 

a"-'     (n  —  i  )(//—>).  ..a.  i    /  i  (  —  i  )"      |l 

n  —  i  (an  —  a)    >  n        \)...n    [x -t-  i/»-1        <  .r      i  y    '  '  | 

qu  ou    obtient   «n    \    rciiiplaçaul    x   par   j  -t- i    el    en 

jios.inl  ^/  =:  ./•. 

(.«•Lie  formule  ;i  lieu  quand   i         I  el  donne  lug 
.i\ <•(  une  erreur  inférieui «■  à 

,„_,   (n.  —  ~\)(n  — ■>.)... >.\         i        i 

-  //  —  ■>.  )  ( a n  —  S  ). .  .n  n  —  i   (x  ■+-  i/'  (t  —  i )"- ' 
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[X4c] 
SI  H  l/KVUI\ÏÏO\  (iKAIMIIQlE  1RS  LONGUEURS  NUICS 

Pab  M.  Maubick  d'OCAGNE. 


Les  procédés  de  l'intégration  graphique,  appliqués 
soit  la  règle  à  la  main,  soit  au  moyen  d'un  intégraphe, 
permettent  d'obtenir  les  aires  limitées  à  des  contours 
fermés  quelconques.  Pour  évaluer  approxîmativemeni 
une  intégrale  quelconque  par  ce  moyen,  il  faut  donc  la 
ramener  à  une  détermination  d'aire.  En  ce  qui  con- 
cerne les  longueurs  d'arcs,  M.  Collignon  a  fait  con- 
naître la  solution  suivante  |  ' 

On  a,  entre  les  points  M,  et  Mo,  y.  désignant  l'angle 
de  la  tangente  avec  O.r,  N  la  normale  limitée  à  Or, 
a  une  longueur  quelconque, 

.  M  ■       i  .  M      x  .  M,       tu 

Ju,  cosst    -Si,  y       aA    y 

Or,  si  l'on  porte  sur  la  normale  la  longueur  M.\  =  a, 
et  si  l'on  élève  en  IN  à  celte  normale  la  perpendicu- 
laire NP,  on  a  précisément 

"N   -MI". 

y 

Donc 


s  =  — 


»     /      \,r.    ,  airr  .M,  M.,  f,  F, 


-     !     /        MP 


il  i 


Si   donc  on   évalue  graphiquement  cette  aire   par  la 
méthode  de  M.  Massau,  en  prenant  pour  hase  de  l'inté- 

(.  '  )  CompUimiit  du  Cours  d'  Inalyse,  p.  17. 


.1  ) 
"ration  la  longueur  </.  on  \<>ii  que  l'ordonnée  finale- 
ment obtenue  sera  précisément  égale   i  la  longueur  de 
l'arc  M,  M,. 

Pour  effectuer  ce  tracé  avec  plus  de  précision!  il  esl 
iilile  d'obtenir,  en  même  temps  que  chaque  point  I*  <lr 
li  courbe  auxiliaire  1',1'j.  la  tangente  en  ce  point. 
\  oici  comment  «>n  peut  établir  la  construction  <!«•  cette 
i  angeute  : 

Le   seg ni    MN   <\r   la   normale  étant  constant,    le 

point  N  déci  il  une  courbe  parallèle  à  la  <  ourbe  M,  Mj. 


dont  la  tangente  en  N  est  justement  NP,  <•!  qui  a  même 
centre  (!<■  courbure  ///  < ju«-  M ,  M_.. 

Drs  lors,  si  la  tangente  et  la  normale  en  I*  à  la 
courbe  PiPj  coupent  respectivement  «-n  I  et  en  />  la 
tangente  et  la  normale  en  M  à  la  courbe  M,  M,,  <>n  a, 
entre  les  différentielles  des  arcs  décrits  simultanément 
par  les  j><>inis  M.  \ .  I*. 

d  M         \\m  ■/  \         \,„  ,/,  P)       PT. 

rf(N)         N  m  '  .1   r  ?p  '  d{  M  Ml' 

■  1  où,  par  multiplication  membres  membre, 

Mm.PT 

'  J-/..MI 


ce  <|iii  montre  que 


l    (5  ) 

Vp  _    M  /// 

pt      Mi 


Ml///   -    PT/7. 


Mais   lo  quadrilatère  />PMT  étant   inscrit   dans    le 
cercle  de  diamètre  /*T,  on  a 

PT>  =  PM/>. 

Menons  par  le  centre  île  courbure  m  la  parallèle  m  S 
h  Ox.  Nous  a\ ous 


Doue,  finalement, 


l'M///  =  MSm. 


MT/m  =  M  S///, 


et  les  points  S  et  T  sont  symétriques  par  rapport   au 
point  M.  Ainsi  : 

La  tangente  PT  cherchée  et  fa  parallèle  à  Ox 
menée  par  le  centre  de  courbure  m  coupent  la  tan- 
gente en  M  en  deux  points  symétriques  par  rapport 

a    M. 

Si  les  points  S  et  T  sont  en  dehors  des  limites  de 
1  épure,  il  suffit  de  mener  par  m  une  droite  dont  la 
direction  soit  symétrique  par  rapport  à  /«.M  de  celle 
de  Ox  et  de  joindre,  par  un  des  procédés  bien  connus, 
le  point  l*  au  point  de  rencontre  inaccessible  de  cette 
droite  et  de  la  tangente  en  M. 


GIITIPIGAT8  II  IRCANIfUI  APPLIQUÉE. 


Lille 


Epreuve  écrite.        Transmission pai  courroies.  On  itu 
diera  seulement  les  questions  suivantes  . 

i     i  'alcul  des  tensions . 

Place  à  donner  un  volant  dans  les  <l>ii<  rents 
Graphiqut    des    tensions   dans   le  cas  d'une  machin* 

•  i   vapeur  -  dont   le   couple  présente   les    variations   ordi 
naires  .  actionnant  une  dynamo  (dont  />■  couple  résistant 

nstu/it  i. 

<  >n  négligera  le  glissement  élastiqut    dt    la  courroie  et 
/«■  frottement  des  tourillons. 

I  preuves   pratiques*   —    I.    Déterminer   la  efforts   inU 
rieurs  <l<ins  1rs  barres  <l'unr  poutre  Warren  horizontale 

•  hargée  sur  les  deux  semelles  et  appuj  •  t  à  ses  ea  trt  mit*  s. 

II.  Déterminer,  à  l'aide  de  l'intégreUeui  d'Amsler  . 
i     /.«    /miiU    par    mètre   courant   d'un    rail   de   profil 
donné  : 

/.'   centre  de  gravité  du  profil; 

li   module  d'inertie,  (  Juillet  ig 

l-.i'iiii  \  i.  m  m  1 1  .       /'In  orie  du  régulât*  ur.  <  >n  tuppost  »  a 
'/a,  l'on  a  établi  les  équations  d'équilibre,  et  l'on  traitera 
beulembni    les  questions  suivantes    :   interprétation   gra 
phique  des  équations  d'équilibre.   Sensibilité.  Puissance. 
\  ',/m/i  il 'ùochronisme. 

Epreuves   pratiques.  —  l.    Épure  des   efforts   intérieurs 
dans  les  barres  d'une  poutre  Pratt  à  N  inférieur. 

II.    Déterminer,   à    l'aide    de   l'intégrateur  d'Amsler, 
•  llipse    d'inertie   prim  ipale   de   la   section   droite  d'un 
/.  /   i  omit  i  ■   donn*  .  N  ivembi  e  i  i 

Eprbuvi    imiii          Etudier,  dans  le  cas  d'un     automo 
/ii  li  n  chaînes,  le  mode  d' action  des  ressorts  comme  organ*  i 


,le  transmission,  de  manière  à  montrer  les  diverses  dispo 
sitions  à  donner  aux  mains  et  aux  jumelles  suivant  que 
les  roues  sont  porteuses  ou  motrices. 

On  rappellera  au  début  la  disposition  des  diverses  r< 
t ions  sur  une  roue  motrice  et  sur  une  roue  porteuse;  on 
ne  trait  mi  pas  le  cas  d'une  roue  frênée. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  une  voiture  automo- 
bile devant  peser  en  ordre  de  marche  i5oo**.  Le  moteur 

fait  800  tours  à  la  minute  eu  marche  normale,  et  l'on 
admet  a  ne  le  couple  moteur  moyen  conserve  sa  valeur 
entre  600  et  IOO0  tours.   I.e  rendement   y    du    mécanisme    de 

transmission  es/ 0,70.  Les  mécanismes  de  changement  de 
vitesse  sont  disposés  de  façon   que,   le  moteur  marchant 

à  800  tours,  la  voiture  fasse  : 

km 

En  première  \  i  t  <  ■  -  s  e 12 

»    deuxième  \  itesse 1  i 

»    troisième  n  itesse 36 

quai  rième  \  itesse ~>" 

I.  Déterminer  quelle  puissance  doit  avoir  le  moteur  pour 

que  l'on  puisse  atteindre  cette   vitesse  de  5ok™  <■>  l'heure 

en  palier  et  calculer  les  pentes  /.,  et  i3  que  l'on  peut 
monter  dans  ces  conditions  a  vitesse  constante  en  deuxième 
et  en  troisième  vitesse. 

II.  Déterminer  deux  angles  X  et  y  tels  que  l'on  puisse 
monter  en  troisième  ci/esse  uni'  pente  comprise  entre  i3  —  x 
et  i-  h  t  sans  que  la  vitesse  du  moteur  s'élève  au-dessus 
de  1000  tours  ou  s'abaisse  au-dessous  de  600  tours. 

N.B.  —  On  rappelle  la  formule 

$  =  l'(  (>.(>■  "i       n.ii(Hii\  1  h-  o,oo5  S\  - 

que  l'on  supposera  toujours  applicable  dans  les  condi- 
tions de  vitesse  réalisées,  avec  S  —  >'"'. 

(Juillet  i;i"  |. 

Besançon. 

ÉPREUVE  ECRITE.  —  I.  Les  théorèmes  île  Faraday  et  la 
fonction  de  Green;  influence  exercée  par  un  point  élec- 
frisé  sur  un  conducteur  limité  par  deu.r  sphères. 


(  . 

II.  Poutre  mi-appuyée,  mi-encastrée  tur  deux  appui* 
de  niveau, 

I  iiu.i  \  i  pratique.  -  /  n  pendule  tounxix  <t  une  résis- 
tance proportionnelle  à  lu  vitesse  l"it  l<<  seconde}  l'am- 
plitude de  l'oscillation  >si  réduite  de  moitié  en  une  heurt  . 
calculer  l'amortissement.  membre  19 


QUESTIONS. 


2005.  On  considère  en  un  point   M  d'une  ellipse  les  deu* 
noi  maies  obliques  sous  I  angle  ? ■ 

1"  Les  produits  <l<--  distances  des  fqyers  ■>  chacune  d< 
noi  maies  sonl  les  mêm 

La  somme  'I'-  ces  11111111111-  en  deux  points  conjugués  M 
1  1  M   <!<•  l'ellipse  •■-!  ■  onstante.  I     V  Barisij  if. 

2006.  v"ii  //'  nu  nombre  impair  positil  quelconque.   For- 
mons l.i  suite 

I  v  '"  I  ■     (  \   •  m  \ |  v /(  ,n  —  1 1  «'  |. 

en  désignant,  suivant  l'usage,  par  |  ./■  |  le  nombre  entier  défini 
pai 

'    "  ■    '  I  ''  I     ' 

1     Dans  la  suite  ainsi  obtenue,  il  ne  peut   j   avoir  plus  de 
deu  \  tei  mes  égaux. 

La  même  suite,  au  contraire,  contient   des   couples   de 

termes  égaux,  et   le  nombre  de  ces  couple:  est      —    • 

mple.   -    Pour  m      •>.  la  suite  est  la  suivante 

,.     S,     6,     6,     -      -.     s. 


.  1  elle  conl  ienl 


t  ouples  de  tei  mi  -  égaux. 

I;    Uni-  \ni' 


NOUVELLES  ANNALES    DE   MATHÉMATIQUES, 


v  I.  SUPPI.I-:  Mi:  \  I  .  Janvier  1905. 


CHRONIQUE 

Ministère  de  l'Instruction  publique  et  des  Beaux-Arts. 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Beaux-Arts, 

Vu  le  décret  du   10  mai   Mjoj. 

Arrête  ainsi  qu'il  suit  le  programme  de  Mathématiques  générales  dans 
lequel  sera  \n\<  le  sujet  de  composition  du  groupe  II  au  concours  poui 
l'admission  à  l'École  Normale  supérieure  et  l'obtention  des  bourses  de 

licence  : 

ANALYSE,   ALGÈBRE,   GÉOMÉTRIE    kNALYTIQCB. 

Lignes  trigonométriques ;  formules  fondamentales;  addition,  multi- 
plication et  division  par  i  et  par  3. 

Vecteurs  et  segments.  Projections.  Théorème  des  projections,  Défi- 
nition  d'un  vecteur  par  son  point  d'application  et  ses  trois  projection- 
sur  trois  axes  rectangulaires.  Coordonnées  d'un  point. 

Condition  de  parallélisme  de  deux  vecteurs. 

Formule 

PPrcosPF  =  XX' -f-  YY'-f-ZZ'. 

A.ngle  de  deux  vecteurs;  condition  de  perpendicularité. 

Equations  des  premier  et  second  degrés. 

Calcul  des  valeurs  arithmétiques  de*   radicaux.  Exposants  fraction 
naires  ei  négatifs. 

Séries  à  termes  positifs:  caractères  de  convergence  ou  de  divergence 
tirés  de  l'étude  des  expressions 


«n-t-l  ni  — 

— — >        \!  UnlM'ltn. 


Séries  absolument  convergentes.        Séries  alternées.  Limite  de 


pour  m  infini  :  «le 


-)■ 


N.  A.  —  SuppL 


V.inl'i e  -  .  Série  i 

Fonctions  d'une  variable  réelle.  Représentation  ^i . •  | •  I « î •  1 1 1 •  - . 

lion  linéaire.  Ligne  droite.  Pente.  Problèmes  élémentaires. 

F i  i lu  second  degn  .  Pai  aboie. 

Êqual ion  «lu  cercle- 
Équation  de  l'ellipse,  hyperbole,  parabole  rapportées  •<  leurs  axes  de 
tvmétrie. 

Fonctions  périodiques.  Représentation  graphique.  Sinusoïde. 

ivée  d'une  l lion.  Pente  d'une  courbe  «n  un  point.  Equation 

de  la  tangente    Normale.  Sous  tangente.  v"u-  normale. 

Dérivées  des  fom  ii  'ii-  de  fonctions.  Fonctions 


i"   . 

irithmes  vulgaires,  logarithmes  népériens.  Sinus  ei  cosinus  li\ 
pei  boliques.  Tables. 

i  sag     de   la    dérivée   poui    l'étude  de  la   variation  d'une  fond ; 

maxiraa  et  minima.  SigniGcation  «lu  -i^m-  <!<•  la  dérivée  seconde; 
inflexions. 

Théorème  de  Rolle  :  formule  des  accroissements  finis;   représenta 
tion  graphique.   Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes;  déri- 
vées partielles;  formule  des  accroissements  finis.  Dérivée  d'une  fonction 
composée,   ^pplical  ions.  <  lourbe. 

i         '         /'/■       g  : 

discussion.  Calcul  approché  des  racines  pai   la  méthode  de  Newton  ou 
l.i  méthode  des  parties  proportionnelles.  Condition  pour  qu  un  polynôme 
en  p  soit  divisible  par  a?  —  ''.  par  (a?  —  a)1  ei  par  (a?  —  a 
Résolution  graphique  d'une  équation  de  la  forme 

p    /  .  —  o, 
par  l'intersection  des  deu  %  courbes 

.'     J   '         y  -  r 

applications.  Exemples  de  la  méthode  des  approximations  successives. 

I   metion  définie  par  une  série  entière  en  a  effi(  ients  réels.  Intei 

val  le  de  convergence.  \<Uiii«.ii  el  multiplication.  —  \  l'intérieur  de 
l'intervalle  de  convergence,  on  obtient  la  dérivée  ou  les  fonctions  pri- 
mitives de  la  fonction,  en  prenant  la  série  des  d<  rivées  ou  des  fonctions 
primitives.  I  '  >n  ne  -  oc<  upera  pas  de  ce  qui  se  passe  aux  extrémités  de 
l'intei  valli 

/        ■,  j  !        développement  en  séi  ie  de 

i 


i 


arc  langa?.     L(t       i         I 


il  h  binôme,  série  ar<  sinx.  Développements  en  séries  de  %inx  et  d( 


—   III 
Formules  de  Mac  Laurin  ei  de  Taylor 

x 

f{  a      a?)     /(a)         /  (a)  a) 


/'    "     <    ,1 


application  de  la  formule  de  Taylor  .1  l'étude  du  quotient  de  deux 
fonctions  de  x  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  x\  >  as  où  les 
fonctions  de  x  s'annulenl  pour  cette  valeur.  Diverses  formes  d'indéter- 
inii)tii  ion. 

Croissances  «le  ex  el  Lx  comparées  à  celles  de  xm.   application  à  la 

recherche  il'*  la  limite  de  —  pour  x  infini  el  de  xm  Lx  pour  x      <>. 

Grandeurs  complexes.  Représentation  graphique.  Module,  argument. 
Ponctions 

e-,     cos~,     sine;. 

pour  z  complexe.  Egalités 

ezez'  =  e:+~  ,         ex+'.y  =  ex(cosy  -t-  î  sinj-  ). 

Sinus  el  cosinus  1>\  perboliques,  leurs  relations  avec  le  sinus  el  1  osinus 
ordinaires. 

Somme  de  sinus  el  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmétique. 

Infiniment  petits. —  Infiniment  petits  équivalents.  Ordre  relatif  de 
deux  infiniment  petits.  Valeur  principale.  Exemples. 
Différentielle  première  d'une  fonction  d'une  variable. 
Différentielle  totale  d'une  fonction  f{_x,  y,  ...1  définie  parla  formule 

d/=/Jcdx~/;.dy^.... 

Transformation  de  cette  expression  lorsqu'on  remplace  a?,  y,  ...  par 
des  fonctions  d'autres  variables. 

Intégrales.  —  L'aire  d'un  segment  de  courbe  est  la  limite  «le  la 
somme  des  rectangles  inscrits;  emploi  des  symboles 


ff(T)d.r,       f  f(x)da 


Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  Changement  de 
variable.  Intégration  par  parties. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples.  Inté- 
gration des  différentielles  rationnelles  en  cet  de  celles  qui  >'\  ramènent, 

Application  des  quadrature-;  à  la  rectification  des  courbes,  au  calcul 
d'un  volume  décomposé  en  tranches  par  des  plans  parallèles,  à  l'évalua- 
tion de  l'aire  d'une  surface  de  révolution  et  au  calcul  des  moments 
d'inertie. 

Aires  et  volume-;  des  solides  de  la  géométrie  élémentaire. 

Courbure  d'une  courbe  plane.  Centre  et  cercle  de  courbure. 

Développée  d'une  courbe  plane.  Application  à  la  chatnette,  à  la 
cycloïde,  aux  coniques. 


—    I  V    — 

pondions  de  deux  variables  indépendant 

i      /(* 

Repi  ésental  ion  graphique  par  une  surfai  i 

I  quation  d'un  plan.  —  Équation  'I  sphère. 

Représentation  d'une  li^m-  dans  l'i  sp  m  i  pai  di  ux  équations,  ou  par 
i  -  i  ^pressions  des  c lonnées  d'un  poinl  en  Fonction  d'un  paramètre. 

Ligne  droite. 

Pi oblèmes  sur  la  ligne  droite  .1  le  plan. 

Tangente  1  une  courbe  gauche.  Plan  osculateur.  Courbure.  Normale 
pi  nu  ipale.  Centre  'i>'  1  ourbure. 

\|> |»lir, ii ion  1  l'hélice  circulaire. 

Équations  de  l'ellipsoïde,  des  byperboloïdes,  des  paraboloîdes  rap- 
portés à  leurs  axes  de  53  mél  rie. 

Plan  tangent  .1  une  sui  fa<  e.  Position  de  la  surface  pai  rapport  au  plan 
tangent . 

Courbure  des  lignes  Irai  ées  pai  un  poinl  sur  une  surface. 

Théorème  de  Meusnier.  Courbure  des  sections  normales. 

1 11. lu  , ii rice 

Équations  différentielles  du  premier  ordre  à  une  fonction  inconnue  et 
,1  mu'  variable  indépendante.  Équation  linéaire. 

Équation  linéaire  du  second  ordre  •>  1  oefficients  constants  sans  second 
membre  ou  avec  un  second  membre  <  I  « ■  la  forme 

1  •  ■  /       V  \ 

où  Pi  '  1  d(  signé  un  polj  nome. 


MECANIQUE. 

(  inématique  du  point.       Mouvement  rectiligne  d'un  point.  —  Rela- 
tivité du  mouvement.  —   Vitesse,  accéli  ration.       Mouve nt  uniformi 

uniformément  varié,  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.        Vitesse.  —  Hodographe.    -    Vecteur  accé- 
li ration. 

accélération  tangentiëlle  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces, 
vitesses,  des  ac<  élérations  tangentielles. 

Mouvement   rapporté  à  des  axes   de  c données   rectangulaires  ou 

obliques  et  à  des  1  oordonnées  semi-polaires. 

Cinématique  d'un  système  invariable.  ■-  Translation.        Rotation 
autoui  d'un  .i\<   fixe.     -  Mouvement  hélicoïdal. 

«  bangement  du  système  de  comparaison  :  composition  des  vitesses; 
composition  des  accélérations  bornée  au  cas  où  le  mouvement   <l"  sys 
tème  de  comparaison  est  un  mouvement  de  translation. 

1   wivn 


(    (g  ) 


CHARLES  II 1 1011  II  (M; 

Pab    M  .    Paul    PAINLEVÉ, 
Membre  île  l'Institut. 


\\«v  M.  Hertnile  disparaîl  une  des  gloires  les  plus 
pures  qui    aient   jamais  illustré   la   Science    française. 
M.  Eïermite  ne  fut  pas  seulement  un   des  plus  grands 
mathématiciens  du  dernier  siècle  :  sa  vit*  fut  un  exemple; 
personne   n'a   poussé    plus    loin    1  amour    désintéressé 
de  la  Science,   le  dédain  de   la  notoriété.   Les  sévères 
régions  de   la   pensée  dont   il   a\ait    lait  son   domaine, 
leurs  harmonieuses  et    rigides  beautés,  les  lois  rigou- 
reuses el  éternelles  <pii  les  régissent,  lui  avaient  donné 
des  joies    trop    liantes    pour    <|u'il    put    condescendre 
encore  aux  soucis  dont  s'agitent  la  plupart  des  hommes. 
A  ce  puissant  génie  visionnaire,  le  mystérieux  univers 
du     nombre     n'apparaissait     point     comme     dépourvu 
d'existence    objective,     mais    bien    comme    une    sorte 
d'armature  immatérielle  et   inflexible  de  I  univers  réel 
dont   elle   contient    les  dérèglements.    Ceux   qui  Ont    eu 
l'heureuse  fortune  d'être  les  élèves  du  grand  géomètre 
ne  sauraient  oublier   l'accent    presque  religieux  de  son 
enseignement,  le  frisson  de  beauté  ou  de  mystère  qu'il 
taisait    passer  à  travers   >on  auditoire  devant  t|uelque 
admirable    découverte   ou   devant    l'inconnu.    Hermite 
fut  un  professeur  incomparable  :  sa  parole  saisissante 
ouvrait  brusquement  de  larges  horizons  sur  les  régions 
de  la  Science,  elle  suggérait  à  la  curiosité  el  à  l'invention 

(')  Extrait  de  l.a  Nature,  numéro  du    •  février  iqoï. 
Ai>/i.  </f  Mathémat.,  r  série,  t.  V.  I  Févriei   iqo5.)  4 


io   ) 

le;  problèmes  nouveaux  el  essentiels]  mais  surtout  elle 
•  ommuni  niait  l'amour  el  !<•  respect  il<s  idéales  vérités 
I  lans  l'inoubliable  journée  de  son  jubilé,  en  accueillanl 
I  hommage  <l  admiration    «le    tous    \<\    pays    ii\  ili^»-^. 
l'illustre  analyste  parla,  «mi  termes  pleins  <lr  nobl< 
de  la  corrélation  étroite  el  secrète  qui  existe  entré  le 
sentiment  absolu  de  lu  justice  et  <lu  devoir  et  l  intel 
ligence  des   vérités  absolues  de  l<i  Géométrie    Cette 
corrélation    semblait    évidente  quand   <>n    écouta?)    Bes 
leçons. 

Dès  ses   premiers    travaux,    se    manifeste   la  qualité 
maîtresse  d' Hermite  :  la  profondeur.   Il  m   s'est   jamais 
dispersé  en   recherches   superiicielles  <»u    vagues.    I  ne 
question  lui  apparaissait  toujours  sous  une  forme  extré 
memenl  précise:  il  en  pénétrai  I  les  secrets  les  pjus<  achés, 
il  \   portail  une  telle  lumière  que  toutes  les  questions 
du  même  type  se  trouvaient  du  eoup  résolues.  Elève  de 
première  année  k  I  Ecole  Polytechnique,  âgé  de   10  ans 
.1  |  ici  ne,  il  ne  craint  pas  d  écrire  .1  Jacobi  sur  la  <  I  i  v  i  ^  i  ■  »  m 
des  transcendantes  abéliennes  :  pour  comprendre  I  au- 
dace d'une  telle  tentative,  il  Paul  se  rappeler  qu'en  [843 
l'existence  des  nouvelles  transcendantes  élaîl  à  peine 
démontrée  el  <|u  elles  étaient  ignorées  <!«•  la  plupart  des 
analystes;    leur   acte    <!<•    naissance,    |><>ui     hum    dire, 
n'était    pas    encore   enregistré    par    la   Science.   Jacobi 
accueillit    avec    admiration    et    sympathie  ce    premiei 
effort    "ii    -<■    révélait    un    jeune    el    vigourem    génie 
Quelques  années  plus  tard,  un  Mémoire  sui  la  transfoi 
111.it i •  >  1 1   dis   mêmes   transcendantes  classait    définit  \n 
ment    Hermite   parmi   les  grands   mathématicien!     Le 
Mémoire,  où  la  théorie  des  fon<  iii.n>  m-  mêle   1  I   arith- 
métique <•!   1  I   algèbre,  esl  eu  quelque  sorte  repréten 
i ,iii  1  de  I  oeuvre  d  Hermite.  Nul  n'a  montré,  <l  une  façon 
plus  éclatante,    par  Bes   méthodes  «-t    Bes   découvertes, 


"  ) 

1rs  relations  intimes  qui  unissent  ces  trois  branches 
de  l.i  Science,  I  appui  mutuel  qu'elles  peuvent  el 
doivent  se  prêter.  C'est  ainsi  que  la  théorie  des  formes 
algébriques,  dont  il  <••>!  un  des  créateurs  ave<  Caylej 
el  Sylvester,  lui  sert  à  la  résolution  de  l'équation  du 
cinquième  degré  el  à  I  étude  des  formes  arithmétiques. 
De  même,  c'est  par  l'introduction  des  variables  conti- 
nues rii  arithmétique  qu'il  parvient  aux  admirables 
propriétés  des  formes  quadratiques  dont  la  découverte 
égale  les  plus  belles  découvertes  de  Gauss  ;  c'est  notam- 
ment la  transformation  des  fonctions  algébriques  qui 
lui  donne  le  nombre  «le  classes.  (  îe  sont  enfin  les  équa- 
tions modulaires  qui  le  conduisent  à  la  résolution  de 
l'équation  du  cinquième  degré.  Pendant  des  années,  il 
rivalise  avec  Kronecker  pour  déduire  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  les  plus  riches  conséquences 
arithmétiques.  . 

Inversement,  par  l'arithmétique,  il  pénètre  profon- 
dément dans  la  théorie  des  fonctions;  L'étude  des  groupes 
discontinus  lui  li\  re  les  propriétés  de  la  foin  lion  modu- 
laire. C'est  cette  même  étude  qui  «levait  engendrer  plus 
tard  les  fonctions  automorpkes  à  une  ou  plusieurs 
variables  (fondions  fuchsiennes,  hyperfuehsiennes, 
hyperabéliennes,  etc.),  dont  la  découverte  est  une  des 
plus  précieuses  conquêtes  des  Mathématiques  contem- 
poraines. 

Dans  le  domaine  de  I  analyse  proprement  dite,  il  a 
renouvelé  la  théorie  des  intégrales  eulériennes,  créé  la 
théorie  de-  l'équation  de  Laine,  dont  les  applications  à 
la  Alécanique,  à  L'Astronomie,  à  la  Physique  mathé- 
matique sont  si  nombreuses. 

hst-il  besoin  de  rappeler  enfin  la  belle  formule  de 
décomposition  en  éléments  simples  (d'après  leurs 
infinis)   des  fonctions   trigonomé triques  el  elliptiques. 


5 
formule  qui  livre  la  fonction  toute  prête  pour  I  intégra- 
Lion   comme    une   Fraction    rationnelle  décomposée   en 
éléments  si  m  pi  es 

Mais  l.i  découverte  <\  Hermili  <|m  surpasse  toutes  les 

autres,  c'est  la  dén stration  <!«•  la  transcendance  du 

nombre  e,  démonstration  uni.  .1  peine  modifiée, 
entraine  la  transcendance  du  nombre  ~,  c'est-à-dire 
l'impossibilité  <lu  fameux  problème  de  la  quadrature 
du  cercle.  Les  nombres  algébriques  (nombres  détinis 
pai  une  relation  algébrique  à  coefficients  rationnels) 
forment  une  classe  si  dense  qu'il  semblait  presque 
impossible  de  trouver  un  critérium  assez  subtil  pour 
permettre  de  discerner  si  un  nombre  tel  que  e  "ii  ~  esl 
algébrique  ou  transcendant.  Ce  critérium,  ces!  dans 
la  théorie  généralisée  des  fractions  continues  qu'Her- 
mite  a  ^u  le  découvrir,  el  >-.•  méthode  sera  admirée 
tant  que  des  hommes  existeront  capable*  il<'  comprendre 
la  notion  du  nombre. 

La  carrière  <l  Henni  te  «si  connue  de  tous  les  hommes 
de  science.  Né  en  Lorraine,  à  Dieuze,  le  >\  <U;- 
cembre  1822,  membre  de  l'Académie  «!«•-.  Sciences 
en  1 856,  maître  de  conférences  à  I  Ecole  Normale 
de  1862  à  i86q,  professeur  .1  I  Ecole  Polytechnique 
en  1867,  professeur  d  algèbre  supérieure  à  la  Sorbonne 
en  1  's,,u-  il  a  occupé  cette  dernière  chaire  |  u>>  |  u  en  1807. 
Son  '"m-  d  Analyse  <!<•  I  Ecole  Polytechnique,  dont  le 
premier  Volume  seulement  .1  été  publié,  esl  un  chel- 
■  i  œuvre  «  1  «  -  profondeur  et  de  concision.  I  .es  quinze  dei 
ni  ères  années  '!<•  -.«  »  1 1  enseignement   ••  la  Sorbonne  <>ni 

été  sacrées    1   la    rhéorie  des   fonctions  analytiques 

d'après  W  eierslrass  :  m. us  au  lieu  <!<•  s'attacher  étroite 
ment,  comme    I  illustre  analyste  allemand,  •■   I  uuique 
méthode    des   séries    entières,    Hermite  .1    fait    .1  f » | »« •  J   à 
toutes  les  ressources  des  méthodes  de  Cauchy,  donnant 


" 

ainsi  ;i  la  doctrine  une  brièveté  <■!  une  élégance  incompa- 
rables. C'est  dans  le  Cours  autographié  'I  Hermiie, 
remanié  à  fond  chaque  année,  que  toute  la  jeune  école 
des  mathématiciens  français  a  appris  l'analyse.  On  peut 
dire  que,  dans  le  propre  domaine  de  Weiersti 
l'enseignement  d'Herraîte  a  suscité  peul  être  pins  de 
travaux  que  l'enseignement  de  Weierstrass  lui-même. 
Parmi  les  mathématiciens  «le  unis  les  temps,  il  en 
est  (nui  qui  aient  exercé  une  influence  directe  compa- 
rable à  celle  d'Hermite;  il  n'en  est  |>as  dont  l'œuvre 
soit  plus  sûrement  impérissable. 


[M2lb] 

POINTS  MULTIPLES  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  M.   LANGELOT. 


Nous  ne  nous  sommes,  jusqu'ici,  occupés  que  des 
points  simples,  c'est-à-dire  des  points  de  la  surface 

pour  lesquels  les  trois  dérivées  partielles/^,  f'    fi  ne 
sont  pas  toutes  trois  nulles. 

Points  doubles.  —  Supposons  que.  pour  un  point  M 
de  la  surface,  les  trois  dérivées  partielles  s'annulent. 
L'équation  aux  X  des  points  d'intersection  de  la  sui  l  u  e 

et  d  une  droite  passant  par  M  est  alors 

—  (  "/x^-f/j    ¥■  »«•/. 


I 
et  plie  .1  toujours  au  moins  une  racine  double   nulle. 
ToUte  droite  passant  par  M  \  coupe  la  surlace  en  deux 
points  i  on  fond  us . 

Supposons  que  !<■  coelhcienl  de  / .-'  ne  soil  | * . * -»  iden- 
tiquemenl  mil ,  c  est-à-dire  que  les  six  dérivées  partielles 
•  lu  sei  ond  ordre  /  .  /  .  I  ,  f  .  i ,  .  /  ,  ne  soient  pas 
toutes  nulles.  Km  général  deux  points  seulenieul  de  I  in- 
tersection seronl  confondus  eu  M  '■  le  point  M  esl  <lii 
point  double. 

I  n  troisième  point  viendra  se  confondre  i\  <  c  l«,s  deux 
premiers,  si  I  ou  prend  une  droite  donl  les  paramètres 
direi  leurs  satisfont  .1  I  équal  ion 

il  f ,  I  ./',  H     /'-        .    =  O. 

I  ne  telle  droite  esl  dite  1  (ingénie  à  In  surface  du  point 
double  M.  et  j  coupe  la  surface  en  trois  points  con- 
fondus. In  un  point  double,  il  j  a  donc  une  infinité 
de  tangentes  formant  un  cône  <lu  second  degré,  ayant 
pour  équation 

\  \       1      ■ 

■  \       a?)(Y  —  j 

■  V  —  y)ÇL        :i/:j .-:-y(Z- ....   \        ,    f:r  =  o. 

Divers  cas  sont  à  considérer  suivant  la  nature  de  ce 
1  nu,  .  Soit,  en  général,  un  <  ône  du  second  degi 

\  ,  •       \   .         \  1        1  B  1  1        iB'sa       iB'xj       0. 

Décomposons  celte  forme  quadratiqui  en  une  somme 
de  cari  «'s.  1 1  \  ienl 

\-  ,  \l:    ,  >         •  \l:  pj    •    B     i  •   •    l:    ~-       1  B  B      - 

ou 

i  [    \  /       l:   .    ■    1  ■  .-  |. 


■■ 

le»-   petites  lettres  design  a  ni   l«s  mineurs  des  éléments 
<  mii  espondants  du  ilétermiuanl 


A  = 


\  i:  B 
B  V  B 
B'      B       V 


Achevons  la  décomposition  en  carrés,  il  vient 

b* 


\    r 


l  ,  I      ,  <>- 

l  I  i    -  B  z  i-  h r,  (a  y  •+-  oz)*-{-  t  a = 

n  a 


le  coeflicienl  «le  za  esl  '    — : ou, d'après  un  théorème 

a 

connu  sur  les  déterminants  adjoints,  — -•  <  )n  a  dont 

J  a 

-  (  (  Ax  •+■  B'v       I  ">  a  >- ;  I  a'  y  H-  bz)* H s»  ) . 

A  \  a*  "        / 

Pour  que  le  cône  soil   imaginaire,   il  faut  el  il  suffi I 
que  les  trois  carrés  soient  de  même  signe,  ou  <|iie 

a  ii.  A  \         O. 

F,n  opérant  la  décomposition  dans  un  autre  ordre  |  en 
commençant  par  d'autres  variables),  on  aurait  trouvé  : 

i  "  En  commençant  par  .r,  et  continuant  par  j  (l'a- 
bord, puis  par  S, 

</         o,  A  A  >  o, 

u'     >  ii,  A  V  >  (»  ; 

2°   En  commençant  par  r.  el  continuant  par  r,  puis 

par  .r. 

n        o,  A  A  >  o, 

a"      o,  A  V       o  ; 

3     En  commençant  par  z.  et  continuant  par  .r.  puis 

par  y, 

n         <>.  A  A         o, 

d  o.  A  V        O. 
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Do u<  .  si  le  cône  esl  imaginaire,  ■  >.  -/  .  a  sonl  posi- 
tifs; ci  A.   \.  \  .   \    ->< » 1 1 1  de  même  signe. 

Je  'li-<  que  les   < lilions  a       o,   </        <>   eutraluenl 

l< .iiic>  les  autres,  car  elles  s  éci  i v « •  1 1 1 

\   \        i:        ...         \    \        B 
et,   I  '•- '  ■  i  B'2  étanl  positifs,  enti  ainenl 


Vlais 

M    lll    I    I    lll    U    III    N 


\   \       ...         \    \ 

V  \       i:  \  \       i; ■-. 

\  \    \  i:    i: 


Don<    \  \    esl    positif;  el     \.    \  .    \"  sont  de    mèi 
signe. 

Je  <l is  que  et  esl  posil il .  En  elle! . 

\  \       B 

«h 

B    B 


d'où 


\  \ 


\  \      ir* . 


el  il  faut  montrer  que 

I  :    I  :  I  :  ■  \ 


«h  . 


il  'où 


\ 


i:    B 


Il  sni lii  ili.in   de  mon! rer  que 


•  '•    I ; 
B'B*-       u 


'- 

or  ceci  équivaut,    \  \    étanl   positif,  n    l'inégalité  sup- 
posée  : 


\  \        B 


I  )< un  a   esi  posil  il . 
Enfin,  on  sait  que 


A  \       a'  a"  -   b  ' . 
d'où 


A  \        n'  a  —  b  -, 


A  A'  =  na'  —  l>'"-. 


a    \  \       {a' a"—  b       ><  <>       b'*) 

el  ainsi  de  suite.  Les  produits  \\  étanl  positifs,  les 
quantités  (a' a'7  h-  i,  ...  sonl  taules  de  même  signe. 
Comme  (déterminants  adjoints 

A-  n  --  |  n' c'        I 

el  que  a  est  positif,  elles  sonl    toutes  trois  positives, 

rt  A  \  est  positif. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour-  que  le 

cône  du  second  degré  soit  imaginaire  sont  «pie  deux  des 

trois  mineurs  a,  a',  a"  soient  positifs  :  le  troisième  l'esi 

alors  aussi. 

Le  cône  des  tangentes  en  un  point  double  sera  donc  : 
i"   Imaginaire  si  les  trois  mineurs  de  /,  .  /    .  /     daus 

le  déterminant  des  dérivées  secondes  sonl   positifs;  ce 

déterminant  est 

/■      / 

A      fy*      J\: 


D  = 


/:-.  /:-.  /:•■ 


et  le  cône  sera  imaginaire  si 

fy*f*-f£>°t     /--/■  —fil    -       f  '    ->*?>»; 

on  a  alors  un  point  double  à  tangentes  imaginaires. 

2"  Le  cône  des  tangentes  sera  réel,  si  deux  au  moins 
des    trois    quantités    précédentes    sont    négatives.    <  >n 


verrait  facilement  que  la  troisième  esl  .il<>t  >  forcément 
positive.  On  >  alors  un  point  double  à  tangentes  réelles. 
Si  le  déterminant   I)  esl  différent  de  <».  le  cône  des 
tangentes  esl  un  cône  propre  du  second  degré.  Si  D 
•  esl  -à-dire  si 

ce  cône  se  décompose  eu  deux  plans  tangents  à  la  sur- 
lai  e  en  M.  plans  nui  peuvent  èire  confondus. 
I  >> un   i  i M' i  sortes  de  points  coniaues  : 


i  ii  point  double  i  ée) 
Point  double  ;i  tan- 


,   un  i  6ne  i ang<  ni  i  éel, 

(  deux  plans  tangents  i  éels  : 

[  un  c.iin-  tangent  imaginai)  e, 


deux  plans  tangents  imaginait  es, 
geni  es  imagînaîi  es  / 

un  plan  tangent  double. 

/   /  emples  : 

I.    r  '       .r-  -+-  y-  —  z2.  —  La  sui  fa<  e  a  un  cône  lau- 
genl  i  éel  à  I  origine.  (  lomme 

/',  =  aar,         /         •  »  .        /'.=—iz  — 


•  -  équations  sont  satisfaites  poni 


y  = 


s  =  o, 


I  i    point  0,1        o,  z       o    est  sur  la   surfao 

le  point  |  ./       n.r  =  o,  z  i  n  j  esl  pas  :  elle  a  i 

au  un  seul  point  double  à  tangentes  réell<  i 

Il .    s         '  -  i  lette  sui  t  u  e  i   on  seul 

point  double,  I  origine,  qui  esl  un  poinl  double  k  tan- 
gentes îinagi  naii  es. 


... 

III.    Z»=  .«-       y-   : 


£=-3*». 


Donc,    la   surface    i    pour    j >< » î ni    double    l'origine, 
avec  deux  plans  tangents  réels;    c'est    son    seul    point 


I Y .  ~:1  =  .r-  -\-  y- .  —  La  surface  a  pour  poinl  double 
l'origine,  avec  deux  plans  langents  imaginaires;  c'esl 
son  seul  point  double. 

Remarque.  —  Soit  une  surface  /'i  .r.  y.  s)=o.  Ses 
points  doubles  satisfont  à  quatre  équations,  celle  de  la 
surface,  el  les  équations 

fx=0,  fy=0,  f:  =  0. 

En  général,  ces  quatre  équations  sont  incompatibles, 

et,  en  général,  une  surface  n'a  pas  de  point  double. 

Il  peut  arriver  que  les  quatre  équations  aient  un 
nombre  fini  de  solutions  communes,  et  qu'il  y  ait  un 
certain  nombie  de  points  doubles;  ou  même  une  infi- 
nité de  solutions  communes,  et  que  la  surlace  ait  une 
ligne  de  points  doubles. 

Je  dis  que.  en  tout  point  double  appartenant  à  une 
ligne  double.  Je  cône  des  tangentes  est  décompose  en 
deux  plans.  En  effet,  si  la  surface  a  une  ligue  double, 
les  trois  surfaces  fx  —  »»,  f'  =  o,  f.  =  o  passent  par 
celte  ligne  double  Cherchons  la  tangente  à  cette  ligne 
double  :  elle  est  située  dans  les  plans  tangents  a  ces 
trois  surfaces  auxiliaires,  plans  qui  ont  pour  équations 

\       i  ■/,-.  -t-  (Y  —  y  |/£3  -r-  (  L  —  z  ,/xz  =  o, 

(X— *>/;3     1 1     y)f?  -*-<z— -8)/r=  =  o. 

(X  —  *  >/£,  -  i  Y  —  y  '/> c-t-  <  L        -  './'--'  -  °- 


(  6o 
Cea   plans  doivent    passer  pat    une  même  droite;  il 
Paul  que  le  délerminanl  de  leurs coeffi<  ienls  soit  nul  on 
que 

/..-    J       t 

«  «•  < j  1 1 1  exprime  précisément  que  l<-  <  àiw  «les  tangentes 
est  décomposé  en  deux  plans.  La  droite  commune  s  <',s 
deux  plans  est  la  tangente  à  la  ligue  double. 

hn  résumé,  en  un  point  double  d'une  surface,  toute 
droite  passant  par  ce  |><>int  coupe  la  surface  «-n  deux 
l>"int^  confondus.  Il  \  i  une  infinité  <  I  *  -  tangentes  <'ui- 
pant  la  surfa*  •■  en  tmis  points  confondus,  i  <■  -<mi  i  «-lit--. 
(loin  les  paramètres  directeurs  satisfont  .1  I  équaliou 

I  1  I  |   llf,    4-1  :   o. 

L  équation  aux  /  des  points  d  intersection  d  une  tan- 
gente «-ii  un  point  double  avec  la  surface  se  réduit  à 

,  2    ;    '"  -...  =  <•• 

Considérons,  en  particulier,  les  tangentes  <l<mi  les 
paramètres  dire*  leurs  satisfont  .1  I  équation 


I      ///',  Pf'y-h     Wj  , 


(  )n  .1.  pour  déterminer  une  telle  tangente,  les  deux 
équations  (1)  et  1  .  où  1rs  inconnues  mimi  les  trois 
quantités  homogènes  //.  c,  »v  ;  I  une  est  <lu  deuxième, 
I  a  11  ii  1  d  h  troisième  degré  ;  et,  par  suite,  il  \  ;•  six  in- 
génies, en  général,  satisfaisant  .1  ces  conditions. 

l 'mu  iinr  quelconque  de  ces  six  tangentes,  !<•  premiei 

coefficient  non  nul  de  l'équalioii  en  A  étant  celui  'I'-  >  ' 

-  11  général  I,  un  quatrième  point  <!<•  1  intersection  vient 


»1  ) 

se  réunir  aux  trois  premiers.  Donc  il  existe,  en  général, 
m  un  poinl  double  <l  uue  surface,  six  tangentes  oscu- 
latrices  ayanl  en  commun  avec  la  surface  quatre  points 
confondus  ive<   le  poinl  double. 

Si  la  surface  est  du  troisième  degré  el  possède  un 
point  double,  ces  six  tangentes  particulières,  ayanl 
quatre  points  communs  avec  la  surface,  sonl  situées 
tout  entières  sur  la  surface.  Donc,  si  une  surface  du 
troisième  degré  a  un  point  double,  elle  contient  six 
di oites  passant  par  le  point  double. 

Il  pourrait  arriver  que  I  équation  |  ■>.  |  lui  une  consé- 
queuce  de  I  équation  >  1  i.  Dans  ce  cas,  pour  toute  t an  — 
gente  à  la  surface  au  point  double,  le  coefficient  d< 
s'annulerait  et  toute  tangente  sciait  osculatrice.  <  m 
I  ><  mi  irai  i  alors  choisir  les  paramètres  directeurs  'le  la 
tangente  de  façon  a  annuler  le  coefficient  de  ) 

-I-,  ufc—  ç/;  —  u  i 
i 

On  aurait  alors  deux  équations  en  h,  v.  w  du  deuxième 
et  du  troisième  degré  qui  détermineraient  quatre  tan- 
gentes surosculatrices,  coupant  la  surface  eu  quatre 
points  confondus. 

Nous  n  insisterons  pas  sur  cette  singularité. 

Intersection  de  la  surface  et  d  un  /dan  passant  par 
un  />ui fit  double.  —  Suit 

./    \  —  >•  i  —  //   \  — ri  —  c   Z  —  z)  =  o 

l'équation  du  plan  passant  par  le  poinl  double  :\4  <.  \.z  . 
Une  droite  quelconque  de  ce  plan  a  pour  équation 

\       x        Y— y        L-  z 


.i  \  ec  l.i  «  "ii'l  1 1  h  m 


M- 


, 


ci  coupe  la  surf  ai  <      ci  pat  suite  s.(  section  par  le  plan 
donné    aux  points  dont  les  /  sont  racines  de  I  équation 

J  "/< 


■M     . 


cet  —  O,  /,   =  "■  f\  -     0,  / 


puisque  le  point  > yz  est  un  poinl  double  de  la  surface. 
<  !<itc  équation  a  toujours  deux  racines  milles. 

Donc,  toute  droite  passant  par  le  point  double  M  el 
située  dans  le  plan  de  la  surface  \  coupe  la  section  en 
deux  points  confondus  :  toute  section  de  lu  surface  pur 
un  nlnn  passant  \>m  M  est  un  poinl  double  de  In 
section. 

.si  l'on  choisit   la  droite  telle  que 

(  m',  ■-  r/\  ■+  wf 

c'est-à-dire  si  on  la  prend  -\\\  le  cône  'les  tangentes, 
elle  coupe  l'intersection  en  trois  points  confondus  en  M 
ci.  par  suite, /es  deux  tangente*  à  lu  section  en  M  sont 
hs  intersections  du  plnn  langent  et  du  cône  des  tan- 
sentes. 

Si  le  cône  <!<•-.  tangentes  est  imagin  lire,  les  tangentes 
à  la  section  sont  imaginaires  el  la  section  .1  nécessaire- 
ment a  11  poi ni  un  point  double  isolé. 

Si  le  cône  des  tangentes  esl  réel,  les  langenli  -  à    la 

>-■<  lion  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires,  el  la  secl 

peut  présenter  un  point  double  réel  ou  isolé.  Si  l<-  plan 
ni  csi  tangent  au  cône  des  tangentes,  les  deux  tan 
_  «1  ii  .s  â  la  s«  lion  Boni  confondues  el  la  section  présente 


i   6 
mu  poinl  de  rebroussement.  Le  plan  esl  <lii  alors  /,/// 
genl  à  la  surface  au  point  double  M:  ei  l'on  voil  que  : 

Tout  plan  tangent  à  une  surface  en  un  point  double 
coupe  lu  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  />oi/it  de 
rebroussement. 

Ces  résultats  restent  vrais  si  le  cône  des  tangentes 
est  décomposé  en  deux  plans.  Les  plans  tangents  à  ce 
cône  sonl  alors  remplacés  par  les  plans  passant  par  la 
droite  commune  aux  deux  plans.  Si  les  plans  sont 
imaginaires,  toute  section  plane  passant  par  le  poinl 
double  v  présente  un  poinl  double  isolé:  sauf  les  sec- 
tions par  des  plans  passant  par  la  droite  réelle  commune 
aux  deux  plans,  qui  ont  un  point  de  rebroussement. 
Un  exemple  de  cette  singularité  est  fourni  par  la  sur- 
face engendrée  par  la  révolution  d'une  parabole  semi- 
cubique  autour  de  sa  tangente  de  rebroussemenl  ;  c'esl 
la  surface  déjà  citée  pins  haut  : 

Si  les  plans  tangents  sonl  réels,  les  sections  par  des 
plans  quelconques  passant  par  le  point  double  y  pré- 
sentent un  point  double  réel,  sauf  par  ceux  qui  passent 
par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans,  lesquels 
présentent  un  rebroussement. 

Si  les  deux  plans  tangents  sonl  confondus,  les  sections 
par  des  plans  passant  par  le  point  double  v  présentent 
toutes  un  point  de  rebroussement;  un  tel  point  sera 
dit  point  de  rebroussement  de  l<i  surface. 

Reste  à  voir  comment  les  deux  plans  tangents  eux- 
mêmes  coupent  la  surface.  Les  plans  tangents  forment 
le  lieu  des  droites  telles  que 

(  ufx-h  vfr-h  »  fi    d  =  o; 


'■I 

toute  droite   tracée  dans  I  an   <!<■  nés  plans  annule  l< 
eoeffii  ienl  <l<-  /  -  dans  l'équal  ion  en  / 

Ut  wj 

I  .  ■ 

>3 

-    uj  ,  -  v/i       h  /->,,    -.  ..=  o. 


Cette  équation  a  trois  racines  milles  el  une  droite 
quelconque,  tracée  dans  un  des  plans  tangents,  <•!  |>.is- 
-.iiit  pai  le  point  double  M.  coupe  la  section  par  ce 
plan  en  trois  points  confondus  au  moins.  Lu  section 
par  un  îles  deux  plans  tangents  coupe  Ui  surface 
suivant  une  courbe  ayant  un  point  triple  uu  moins. 

Pour  obtenir  les  tangeutes,  il  faul  écrire  «pi  un  qua- 
trième point  il  intersection  de  la  droite  el  de  la  •><■<  tion 
vienl  se  confondre  avec  M;  c'est-à-dire  que  L'équation 
a  une  quatrième  racine  nulle,  ou  que  Le  coefficient  de  / 

esl  nul    : 

C'esl  L'équation  qui  détermine  les  tangentes  oscula- 
trices.  Donc  : 

Les  tangentes  u  lu  section  pat  un  des  plans  tangents 
en  un  /><>int  double  à  cône  de  tangentes  décomposé 
sont  trois  des  sia  tangentes  osculatrices  et  il  j  a  trois 
île  ces  tangentes  dans  chacun  des  deux  plans. 

Si  1  équal  ion 

|    II J  .    /,  ..  /-    i  =   o 

élail  une  conséquence  <!<■  I  équation 

"J 

la  sectiou  par  un  de  deux  plans  tangents  présenterait  un 
point  quadruple.  Plus  généralement  «•II*-  pourrai I  pré- 
senter nu  point  multiple  d'ordre  quelconque. 


(  <■ 

Remarque,  <  >n  désignera  les  [ >> >i n t s  doubles  à 
cônes  de  tangentes  nous  le  nom  de  points  coniques  ;  ceux 
à  deux  plans  tangents  bous  le  nom  de  points  doubles; 
ceux  à  un  poinl  langent  sous  le  nom  de  point  de  re- 
broussement* 

Points  multiples.         Il   peui   arriver,   [dus   généra- 
lement, que,  par  un  poinl    M  m.  y,  z)  de  la  surfaci 
toutes  les  dérivées  successives  d'ordre  i,  2, . .. ,  |  />  —  1) 
s'annulent.   L'équation  aux  a  des  points  d'intersection 
de  la  surface  el  d'une  droite  passant  par  M  se  réduit  à 

—  •  "/s     •:/.      w/i  >/•> 

"•"  (p  +  l}\{u/ <  '  "/)      "'■'-  !  ' ■■  '      ■••=«• 

et  a  /»  racines  nulles.  I  ne  droite  quelconque  passant 
par  A4  \  coupe  la  surface  en  p  points  confondus.  Le  point 
est  du  multiple  d'ordre  p. 

En  nommant  tangente  en  \l  une  droite  passant  par 
M  et  v  coupant  la  surface  en  \j>  -+-  1  )  points  confondus, 
on  trouve  alors  un  cône  d'ordre  p  lieu  de  tangentes,  ces 
tangentes  étant  définies  par  l'équatiou 

eip  {p  +  1)  tangentes  oscul  a  triées  définies  par  I  équation 
précédente  el  I  équation 

I  Uj  ,  •   '  H   '     )(p+l)  =  O. 

Le  cône  des  tangentes  pourra   se  décomposer,  et  com- 
prendre un  certain  nombre  de  plans. 
(  >n  verrait,  connue  précédemment,  que  : 

1"  La  section  par  un  plan  quelconque  passant  par  \I 
présente  en  M   un  point  multiple  d'ordre/»,  les  p  lan- 

Ann    de  Mu tlwtiiiit ..  '('  série,  1.  \     I  Févriei  0 
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sentes  étant  les  génératrices  'I  intersection  <l<-  son  plan 
et  du  cône  «  I  «  -  —  tangentes. 

La  section  par  un  plan  langent  au  cône  <I<'n 
tangentes  présente  un  poinl  multiple  d'ordre  m  doux 
des  p  tangentes  étant  confondues,  de  sorte  < j n •-  deux 
■  I »•->  i>  branches  de  courbe  se  réunissent  et  leur  en- 
semble prend  l'aspect  d'un  point  d'inflexion.  Si  le  cône 
présente  dès  génératrices  doubles,  il  faut  ajouter  aux 
plans  tangents  ceux  passant  par  ces  génératrices. 

>i  le  cône  se  décompose  et  comprend  un  plan,  ce 
plan  cou  pu  la  surface  suivant  une  courbe  ayatil  un  poinl 
multiple  d'ordre  p  •+■  i ,  ies  tangentes  étant  />  t-  i  des 
tangentes  osculalrîces,  <|in  se  trouvent  alors  dans  i  <• 
plan. 


[Li14aa] 
NOTE  SI  H  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL  IH\s  L'ESPACE; 

l'vu  M.  .).    E.   ESTIENNE. 


Nous  avons  publié  autrefois  i  '  l  une  étude  sur  la 
relation  géométrique  entre  dix  points  d'une  quadrique 
ou  ueul  points  d'une  quartique,  ou  huit  points  asso- 
ciés, c'est-à-dire  tels  que  toute  quadrique  passant  liai 
sept  'I  entre  eux  passe  forcément  par  !<•  huitième  point. 
Poui  cette  dernière  relation  •'••nie,  entre  huit  points 
associés,  nous  avons  trouvé  une  forme  pascalieune  : 

.S/  ////  octogone  gauche  u  ses  huit  sommets  associés, 
ses  faces  opposées  se  coupent  suivant  Quatre  droites 
mu  sont  sur  un  même  nyperooloïae. 


V< mvelle*    innales,   t885,  p 


«   *7  ) 

\\.uit  en  récemment  l 'occasion  de  réfléchir  de  nou- 
veau sur  cette  question  de  I  extension  du  théorème  de 
Pascal  à  l'espace,  lions  avons  rencontré  quelques  pro 
jiMsii ions  (|ui.  s.i us  prétendre  à  la  souveraine  élégance 
de  riii'\;i-raniiiic  ni vsi iquej  peuvent  intéresser  les  ainal- 
leurs  de  (  îréométrie. 

Les  \oi<  i  brièvement  résumées  : 

1"  Généralisation  d' un  théorème  de  Hesse.  Etant 
donné  un  hexagone  gauche  V.BGDEF  «i  un  poinl  I', 
(Jig.  i),  si  l'un  mène  par  ce  point  les  trois  droites  ad, 

Fi*,  i. 


/><■%  cf  qui  s  appuient  sur  les  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone, on  saii  que  les  côtés  de  l'hexagone  abedef  spni 
si\  génératrices  d'un  même  hyperboloïde  H,  que  nous 
appellerons  In  perboloïde  de  ttesse. 

Le  théorème  de  Hesse  consiste  en  ce  que  les  deux 
livpei  bnloides  11,  et  H^  correspondant  à  dvux  points  l\ 
ci  l\  associés  aux  six  points  A,  IL  C,  I).  E,  1  sont 
identiques. 

Ce  théorème  est  un  succédané  non  pascalien  de  celui 
que  nou^  \  enons  de  rappeler. 

Il  comporte  deux  généralisations  : 

a.  Si  li(,  IL  el  ll:1  sont  trois  hyper  bol  oïdes  de  Hesse 
correspondant  a  trois  points  I',.  P_,  el  V  <,  situés  sur  une 


quarlique  i  irconscrite  .1  l'hexagone  \  l><  I  H  I  .  ces  in>i-> 
hyperboloïdes  onl  une  iniinitéde  plans  langen la  com- 
muns. 

I>.  Si  II , ,  ll_, .  1 1 1  <t  1 1 .  m  m  ii  quatre  hyperboloïdes  de 
ll<>-.  correspondant  .1  quatre  pointa  I',.  I'...  IV  !'.- 
appartenant  1  une  même  quadrique  que  les  sommets  de 
I  hexag  mu  \r>(.  1)1.1  .  i.s  quatre  hyperboloïdes  oui 
huit  plans  tangents  communs  (dont  les  ~i\  faces  de 
l'hexagone  . 

Ces  généralisations  comportent  de  nombreux  corol- 
laires plus  ou  moins  intéressants,  en  particulier  un 
mode  de  génération  de  la  surface  du  second  ordre  pas- 
sant par  neuf  points  quelconques. 

Relation  entre  une  génératrice  et  sept  /><urit<; 
quelconques  il  une  quadrique.  I  ne  telle  relation 
pi  ésente  un  intérêt  particulier  parce  qu'appliquée  deux 
fois  elle  donne  la  relation  double  qui  lie  neul  points 
quelconques  d'une  quarlique.  Il  suffit,  en  effet,  de 
remarquer  que,  si  neul  |>"inis  sont  sur  une  quartique, 
sept  quelconques  d'entre  eux  <'i  la  droite  qui  |<>iui  les 
deux  antres  -<»m  sur  une  quadrique. 

\<>ii-  ivons  rencontré  deux  formes  simples  <!«•  cette 
relation,  sans  pouvoir  d  ailleurs  <'u  déduire  une  forme 
-\  uni  ri  que  pascal  ienne. 

I  HiiipEMi    I.         Si  sept  points   \.  I>.  I',.  I\.  I'  .  I' 
l\  et  H'//-  droite  I*  sont  sur  une  quadrique,  1/  en  tu 
suite  que  cinq  certaines  droites,  telles  <///'   v,  3(,  fort 
aisées  à  construire,  rencontrent  une  même  droite. 

La  droite  y,  ii  |<>iui  1rs  points  y.,  <•!    >,  où  les  droites 
I',  \  1  1   I',  I'»  rencontrent   deux  plans  lixes  passant  pat 
net  al  in  e  1 1  ■  1  'l  ailleurs  arbitrait  es. 


'■!> 

La  démonstration  géométrique  esl  i < > r  ■  simple  : 
Les  deux  plans  arbitraires  passant  pai  D  coupeni  la 
quadrique  suivant  deux  génératrices  a  ei  b.  Considé- 
rons le  plan   \\  AI!  el  soient  I),.  a{  et  />,  l<->  interseï 
tiuns  de  ce  plan  avec  I<-n  trois  génératrices  I).  u  el  b 
I  fc. 

l'Ig.    2. 


Les  six  points  P4,  A,  B  et  D,,  «,,  bf  sont  sur  une 
même  conique,  intersection  de  la  quadrique  avec  le 
plan  P,AB;  donc,  d'après  le  théorème  de  Pascal,  !<■> 
droites  Abt  et  B«,  se  coupent  sur  la  droite  a,  S,  ou, 
autrement  dit,  la  droite  x,rj,  rencontre  l'intersection 
des  deux  plans  A/>  el  B</.  c'est-à-dire  une  droite  ti\<- 
quel  que  soii  le  point  P(  sur  la  quadrique. 

rHÉORÈME  11.  —  La  relation  qui  suit  ne  fait  inter- 
venir que  des  plans  et  des  droites  directement  définis 
par  les  données;  elle  consiste  en  ce  que  quatre  certains 
plans  pussenl  par  un  même  point . 

Lrmme.  —  6*1  par  quatre  points  d'une  biquaâra- 
tique  gauche  fixe,  situes  dans  un  même  plan  A  et  pat 
trois  points  fixes  quelconques  on  fait  passer  une  qua- 
drique,  les  quatre  nouveaux  points  d'intersection   île 
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l,i   quadi'iquê  et   de  la    biquadralique   -<m/   </<i/t\    un 
inciiK   plan  \  i/iii  passe  pat  un  point  fixe  quelle  que 
\i>tt  lit  quant  ique. 

Ce  lemme,  analogue  au  lemme  classique  <|in  serl 
li.ili! i iii'llriiM  ni  à  démontrer  le  théorème  île  Pascal  <'n 
<  réomél  i  ic  analytique,  s'éiablil  ne  la  même  manière  : 

Soienl  I  ,  el  I  j  deux  quadriques  donl  I  intersection 
donne  la  biquadralique  considérée;  I  équation  générait; 
des  quadriques  ili^ihi  par  I  intersection  <!«•*>  plans  A 
et  X   \\  ec  la  «oui  lie  donnée  esl 

>.,  l'i      >.,  I',       \  \ 

À|  el  Xa  étant  deux  paramètres  arbi train  s. 

h. n  écrivain   que  celte  quadrique  passe  par  les  trois 
points  «li m nés  el  éliminant  a ,  el  /  _.  «  ni re  les  trois  équa 
lions  ainsi    obtenues,    on    ;i    une   relation   du    premier 
degré  entre   les   coefficients  «In  plan   \-  ce  qui  prouve 
que  ce  plan  passe  par  un  poiul  fixe. 

Soient  maiiiteiianl  une  droite  I)  el  »epl  points  l'(. 
I' I *7  d'une  iiK'inr  quadrique.  Joignons  l\  I*.  el 

i  jg.    |. 
o 


D« 


P, 


- 
P, 


Pi 


.P, 


menons  fis  i  uai  I'.  ej  paj  I',  les  deux  «  1 1  <  >  1 1  «  -  s  I), 
ci  I),  s  aoppuvaul  sur  I)  el  sur  l\  l'j.  I)  après  le  lemme, 
toutes  les  quadriques  passaul  par  l\  el  I)    ««•«jui  équi 


v  > 

\  .mi  ,i  quatre  points)  «I  par  les  ii"i«,  points  I' ,.   I\     P 
eoupenl  les  droites  D8,  D<  el  I\  Pj  I  qui  aver  la  droite  I) 
constituent   une  quartique)  en    trois   nouveau!    pointe 
dont  le  plan  passe  par  un   point  li\<'  évideimnenl  situ* 
dans  le  plan  l\.  P8P7. 

En  considérant,  par  exemple,  la  quarlique  constituée 
par  les  deux  plans  P4P8Pa  et  P7D,  on  obtient  un  p4an  X 
qui  passe  par  1rs  trois  points  suivants  : 

Premier  f>o///f  : 

Intersection  «lu  plan     l'-l»     et  de  l.i  'Imite     PiP»; 

Deuxième  point  : 

Intersection  des  trois  plans     ivivi',.,     PiPjPsi     P«D; 

li  oisième  /><>i'it  : 

Intersection  fes  trois  plans     l',l\,  l\..     PiPtP^,     ï  '  4 1  » 

On  peut  donc  dire  que,  si  une  droite  I)  et  sept  points 

I*,.  I\ P7  sont  sur  une  même  quadrique,  quatre 

plans,  faciles  a  déterminer  d'après  les  données  passent 
par  un  même  point . 

(les  quatre   plans   sont  par  exemple  : 

Premier  plan  : 

P.P«P,; 

Deuxième  plan  : 
|  P,D,  I',  P,  l,     !  r1l,.,l',„  PiPîPS:  PsD),     i  PiPjPs,  PiPjP*,  l'.l' 
Troisième  flan  : 

l  l'.h.  P.,Pj  .    i  !',l'„l'-,  P,P,P«,  PsD),    i  P,P6P7,  l'.l'  p*,  i'."  i; 
Quatrième  />/ii/i  : 
i'.  i..  iv  r    .    i  i',r-iv.  pfpspa,  r3i>>.    (PiP^P»,  l'.l'.''.  P»D 


- 

Il  semble  que  la  forme  pascalienue,  s<  elle  existait 
pour  les  miil  points  'I  une  quartique,  résulterai!  assez 
simpleraenl  <l<-  ee  qui  précède ^  noua  n  nnns  paj  réussi 
à  I  i  mettre  en  éi  idem  <-. 

Relations  métriques.  —  Nous  avont  essayé,  ^.m^ 
succès,  eu  suivant  la  voie  ouverte  par  les  théorèmes  de 
Larnol  el  de  Cuasles,  <!<■  trouver  quelque  relation  uu*- 
iiiijih  simple  cuire  les  éléments  fournis  par  dix  points 
quelconques  -I  une  quadi  ique. 

N  <  •  1 1  -  croyons  ce  pendant  devoir  signalei   le  ili mie 

suivant   qui   donne    une  relatn lélrique  fort  simple 

poui  exprimer  que  < i<  u x  triangles  sont  inscrits  et  pai 
suite  circonscrits  à  une  même  conique,  relation  <|m. 
<  i< >\ nii>  nous,  n  a  pas  été  remarquée  dans  les  nombreux 
travaux  publiés  sur  cet  le  question. 

Théorème.    -  Si  par  n  points   \,.    Va \„  non 

en  ligne  droite,  on  /x-ut  faire  passer  les  côtés  x«  ata, 
),-/,.  ...  ci  '/',-/, .  *!*'.,  •••  de  dan  polygones  plan.* 
un  gauches,  inscrits  dans  une  auadriaue,  tes  produits 
segmentaires 

\  |   7,       \,  1-, 

\  \  ,  X3 

et 

\  |  i      \ 

tont  inverses  I  un  de  l'autre. 

Joignons,    en    ••lin,     1rs    | is    homologues    Xja(, 

v.7  .  fig.    |  i.   Nous  formons  ainsi    un    ijolygom 

l  lin  lie  <li  .ni  les  sommets  sont  aux  points  I', .  I'.. 1*/,. 

Poui  'ii"'  ce  polygone  existe,  ne  se  réduise  pas  ■>  un 
point,  il  faut  que  les  points  \,.  \2>  •■■  "<•  soient  pas 
in    ligne  droite,  d'où   la   restriction  de  1  énoncé.)  Les 


;  ■ 
côtés  successifs  de  ce  polygone  sonl  coupés  aux  points 
x,  y.  ( ,  -/_,  y. par  la  quadrioue.  La  relation  de  Carnoi 

lionne  donc 


/  r     .    p,       i  ■ 


«,  P,    *\  P,    *,  P,    /   P, 

()i,  en  considéi'aut  le  Lriangle  a{  a2Pt  coupé  par  la  trans- 

i  ig.  ',. 


vers  aie  x',a',  puis  le  triangle  y,"/,,  coupé  par  la    trans- 
versale y., .  y.j.  on  a 

V,  *!  a'.  P|    x'.atj 


et 


A]  a  ,    a,  I',    a2  x', 
A,  a',    2|  a,    a2  l'i 


d'où  l 'on  i ire,  en  mul liplianl 


Aja*   A,  a'o   _  Pià3.Pja's    /'a.,  a',     - 
X7^    \2at   ~~   P2a,.P,2,   \ât7âtï  ' 


A,a2    A.,a'j         l',v. 
■  >ii  aurait  de  inèini 


Etc.,  etc 


-I 

I  m  faisan I  le  produit  membre  à  membre  de  ces  éga- 
illés et  tenant  < •< . 1 1 1 1 » t « •  de  la  relation  'l<-  Carnot  écrite 
plus  haut,  le  second  membre  est  égal  à  i,  ce  « j 1 1 i  dé- 
monli  '•  le  l  héorème. 

(  orollaive  I         Si  les  côtés  il<-  deux  triangles    \\\( . 
<-t     \  li<     st    coupent  ileux  à  deux   aux  |i<>ini«-  7, 
■  fis.    1  '.  non  un    ligue  droite,  la   condition   nécessaire 

Fig.  5. 


i'i  suffisante  pour  que  les  deux  triangles  soienl  inscrits 

ou    circonscrits  à    une    conique   esl   que  dans   chaque 

.      .  ,    .  7  1:    :C    -  \ 

triangle    l<'^    produits     segmentaires   "~rr  t~ r  ru  ■S(,"'"i 

l     \  I  ■ 

inverses. 

1  or  oit  aire  II.    —  Toute  quadriq :ircor.scrite  à  un 

pentagone  gauche  coupe  un  plan  uuelconque  suivaul 
une  conique  astreinte  à  une  condition.  \.r  ihéorèiue 
précédent  donne  11111'  {orme  de  cette  condition  :  En 
appelant  z,  y.  y,  8,  :  !••■>  pointa  'I  iirtersection  «les  côtés 
du  pentagone    \IH,I)K  et  'lu  plan  (  fie.  G),  on  sait  que 

I  ou  a 

x  C    :  1 1 

v  I  >     ;  I .  '  ' 

Si  (loin     \  I;  ( .  I )  I .    est  un  pentag •  «lu  plan,  dont  les 

côtés  passent  par  les  points  j.  -.  as,e<    la  condi- 

I  ion 

JD 


iD    iE' 


(  :  ■ 

la  conique  déterminée  par  les  cinq  points    \  .    li  .   I 
I)'.    1/  esl    sur   une   quaclrique    passant    par    les    <  m<| 
points    \,   lî,  C,  I),  E. 

Corollaire  III.     -  Si  par  cinq  points  d'un  plan  <>n 
fail  passer  les  côtés  de  deux  pentagones  gauches  quel- 


conques, leurs  dix  sommets  sont  toujours  sur  une 
même  quadrique,  car  les  produits  seguientaires,  étant 
pour  chaque  pentagone  égaux  à  i,  sont  inverses. 

Ce   dernier    iliéorème    n'esl    pas    nouveau;    nous    le 
citons  à  cause  de  la  simplicité  de  la  démonstration. 


iiimmi.iiU'mi 


In  ïT.onct  i  io.\  \  la  Géométrie  générale  ;  par  M.  (i. 
Lechalas.  In-16  <  58  pages).  Paris,  Gaulhier-\  illars, 
1904. 

Cet  opuscule  esl  une  apologie  de  la  Géométrie  générale 
contre  les  euclidiens  e(  contre  certains  non-euclidiens.  L'auteur 
rappelle  d'abord  certaines  notions  de  Géométrie  euclidienne 
à  une,  deux  el  trois  dimensions,  notamment  la  définition  in- 
trinsèque de  la  courbure,  pour  cm  préparer  la  généralisation; 


!    7' 
puis  il  expose  les  éléments  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions, 

qui  n'esl  pas :  simple  construction  analytique,  mais  une  péné 

ralisation  nécessaire  de  la   Géométrie   classique,   car  celle— ci, 

confinée  dans  les  trois  dimensions,  !"i un  système  clos,  ei 

il  importe  d'en  sortir  poui   mieux  connaître  les  propriétés  de 

l'espace   euclidien.   Si  elle   ne  corresp I  .1  aucune  intuil 

réelle,    elle   sspond   du  moins   •<    une   intuition    possible. 

L'auteui  étudie  .i\<-'    soin    !<•   fait   de  quatre  droites  perpendi 
culaires  entre  elles  au  même  point,  |>ni»  les  sphères    1  trois 
dimensions  <-i  leur  retournabilité  dans  un  espace  sphçrique  de 

me  courbure.    Il   soutient    alors  (contre    MM     Mansion  ei 

Barbarin,  qui  n'admettent  pas  de  Géométrie  à  plus  de  trois  di 
mensions  que  les  plans  de  Riemann  sont,  non  seulement  ana 
logues,  mais  identiques  aux  sphères  cPEuclide.  Si  celles-ci  ni 
— •  ■  1  j  t  pas  retournables,  c  est  qu'on  les  considère  dans  I  espace 
euclidien.  Enfin  l'auteur  fait  une  étude  analogue  de  l'espai  1  de 
Lobatchevsky,  et  explique  ce  paradoxe,  que  deux  points  donni  - 
peuvent  être  joints  |>.n  une  droite  aussi  courte  que  l'on  veut,  en 
choisissant  convenablement  l'espace  .1  courbure  négative  où 
l'on  mène  cette  droite.  En  somme,  le  différend  entre  M  Le- 
chalas  et   les  auteurs  qu'il  combat  se  réduit  .1  cette  question  : 

doit-on  considéret  ime  identiques  des  espaces  isométriques, 

c'est-à-dire  indiscernables  |>.u  leurs  propriétés  intrinsèques? 
I  11  tout  cas,  "ii  ne  peut  les  discernet  qu'en  les  plongeant  'Lui- 
un  même  espace  qui  les  contienne  tous;  <-i  ;» I •  *  1  ~  on  peut  dire 
que  ce  ne  sont  plus  des  espaces,  mais  des  ti  l:  n  1  .-■  ■  1  «  -  cet  espai  1 

supérieur.  Il  semble  que  la  question  se  réduise  en  fin  de ipte 

.1  une  quest  ion  de  mots. 


\  \  \  1  \  m  1   m    Bureai    des  Longitudes  poub   1  te  » 
In-i»)  de  près  de  800  pages  ayre  ligures.   lYi\  :   11'.  ><> 
h  anco,   tfr,85      Pat  is,  (  îrauthier-\  iHars. 

1  librairie  Gauthiei  Villars  \  i  <n  f  de  publier,  comme 
chaque  année,  I  Innuaire  <lu  Bureau  des  Longitudes 
pour  1903.  Ce  petit  Volume  compact  contient,  comme  t<>u- 
jours,  une  foule  de  renseignements  indispensables  1  l'ingé- 
m.  m  et  .1  l'homme  de  Science.  ^i_n.il"ii-  tout  spécialement 
cette  année  la  Notice  de  M.  P.  Hatt,  Explication  ilénxen- 
taii  >   des  mai 


(  77  ) 
CERTIFICATS  DE  1BCANIQUE  APPLIQUÉE. 


Lille. 


Epreuve  écrite.     -   I.    Mode  de  fonctionnement  des  em- 
brayages par  cène  de  friction  dans  les  voitures  automo 

biles. 

11.  Effet  de  l'inertie  d>-  la  bielle  sur  le  couple  moteur, 

dans   le  ras  d'une  machine  à   ea/>    i/r. 

Ki'i.i.i  ve  pratique.  —  Une  automobile  /  et  a  son 

centre  de  gravité  dans  le  plan  médian  longitudinal  à  une 
hauteur  d<  om,8o.  La  voie  est  égale  à  r".  >i>.  l'empatte- 
ment à  '"'.(xi,  le  diamètre  ,/rs  roues  à  n"'.c|->.  /.es  roues  de 
(haines    ont    trais  fois    /dus   ,le    dents    que    1rs    pignons    de 

chaînes,  et  les  engrenages  coniques  du  différentiel  dt  ux 
Jais  /dus  que  les  pignons  satellites. 

/.<    moteur  fait  [200  tau/s  èi   la   minute:   son   aria 
compris  les  volants,  les  cônes  d'embrayage  et  divers  en- 
grenages,   />èse    io(ik-    et    a     un    rayât    de    giration    égal 
ào"  20. 

r    /.'/   voiture  quitte  une  ligne  rectiligne    \l'>  pour  en- 


trer, avec  une  vitesse  de    \oKm  à  l'heure,  sur  un  cercle  '  I' 
de  3o'"  de  rayon. 

La  rau/e  étant  très  encombrée  en  11.  l'arc  de  raccord  BC 
est  seulement  égal  à  trois  fois  l'empattement. 

On  demande  de  déterminer   l'accélération    angulaire 
moyenne  des  pignons  satellites  pendant  le  virage. 

■>."  Déterminer   la  fraction    de   charge   <jui  se   reporte, 
fendant  la  marche,  sur  l'arc  de  cercle  CD,  de  l'intérieur 
de  la  courbe  à  l'extérieur,  à  cause  de  la  force  centrij 
en  tenant  compte  de  l'effet  gyroscopique  du  ridant. 

\"\  embre  190 


Montpellier 

l.i'iuivi  i  •  a  1 1 1  .  Une  bam  infiniment  mince,  recti- 
ligne,  homogt  ne  •  t  pesante,  te  meut  tans  frotU  ment  tui 
la  su  itérale  d'un  cône  de  révolution.  < 

•  ertical,  et  ton  sommet  est  tituè  en  des- 
sous du  plan  de  la  ba 

i  Trouver  la  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
,/,■  la  bai 

Etudier  le  cas  particulier  ••"  le  mouvement  de  la 
bam  .  ,i  l'époque  initiale,  se  réduit  à  un,  rotation  autour 
,1,   l'axe  du  cône,  et  où  I  <>n  <i  la  relation 

os  8  —  '•/-'/,  sii 

ml  le  demi-angle  du  côm  .   >     la  distance  initiale  <iu 
sommet  'lu  cône  ■"'  centra  de  graviti   de  la  barre,  <••  la  vi 
gulaire  initiale  de  la  barre,  g  l'accélération  due 
,i  lu  pesanteur. 

I  pbbuvi  PHATiQi'K.  —  Un  vast  parai lé lépipédique 
\  |;<  l 'l  I  <  .  1 1 .  ■/■■/>(  les  arêtes  \l;.  DC  sont  dans  un  mime 
plan  horizontal  (de  menu  EFelGH  .  est  construit  de  telle 
sort*  que  la  f ai     \  I  'I  «  ■  soit  mobi  /,■ .  comme  pouvant  tout  ner 


D" 


autour  de  l'arêtt  "•  EG,  en  glissant  à  frottement  doua 
let  parois  latérales  qui  tont  protoi  mute  l'in- 

diqu  •  variant  de  <>••   à  o  , 

On  remplit  complètement  le  vase  de  liquide,  alors  y- 
lu  paroi  mobile  est    vertical*  puis    on    abaisse 

celle-ci  lenten 

I'  >         il,  m  de  ï.  quelles  tont 

i     /  //  A  ,lu  liquide  dans  le  va 


i  : 

l.a  position  ilu  centre  dépression  du  rectangle  n 
de  la  paroi  mobile. 

In  tin.  connaissant  ledit  centre  de  pression,  on  expri- 
mera sa  position  à  l'aide  de  coordonnées  et  l'on  r/étei  mi 

nera  son   lieu   lors  île  la   variation   continue  <lc  3. 

i  Novembre  1904. 

Paris. 

Épreuve  écrite.        Principes  de  la  flexion  des  poutn  ■■ 

Épreuve  pratique.  —  Travaux  de  laboratoire. 

Juillet  igo3 

Épreuve  écrite.  —  I.  Exposer  le  rôle  des  roupies  ,1,1,  - 
ments  cinématiques  et  leurs  propriétés,  lorsqu'on  les  con- 
sidère, soit  en  eua  -mêmes,  s&it  dans  leurs  rapports  avec  les 
chaînes  dont  ils  font  partie.  Exemples. 

II.  Q  u' appel  le- t-on  tensions  principales? 

Épreuve  pratique.        Epure  de  statique  graphique. 

.1  uillei  190  i- 1 

Épreuve     écrite.     —    I.    Assemblage    de    deux    oorps. 

1/     1  I  nS   ,le   le   réaliser.     \  sse  ml  il  a  l:  e  s  a  />/>a  lents.    I'  rempli  s. 
II.    Propriétés  île    la    déformation   homogène.    Informa 

tion  pure  et  rotation.  1  On  ne  développera  les  en  huis  que 
ilans  le  eus  Je  la  île  format  i,ai  infiniment  petite.) 

ËPREI  VB  PRAT.IQ1  E.  —    Travaux  île  laboratoire . 

1  octobre  190  j.  1 


CERTIFICATS  »  \SïU0\<Mlli:. 


Toulouse 


Épreuve  écrite.        I.  Exposer  la  méthode  de  Gauss  pour 
la  résolution  de  l'équation  de  Kepler 

u      e  sin  u  =  M. 


/  fi  conxpan  r  •  /  l'application  de  la  méthodt   •  !•     V^  >»  /"//. 

II.   /  n   miroir  plan    ■  invariablement  "  un   <>  >  ■ 

contenu    <l>ms   •.<<//  /ilun  et  parallèle   à   l'are   du    monde 
d'un  certain  lieu.  <  et  axe  peut  tourner  ■>'//    lui-même,  <  n 
entraînant  le  miroir,   comme   lui,    horaire   il  un   égua 
torial. 

i     Quell<    vitesse  >!■    rotation  doit-on  donner  "u  miroir 
pour  c/ut  ns  •  manéi  ,1  une  étoile  se  réfléchissent 

toujours  suivant  lu  même  direction,  l'étoile  étant  entraînée 
j,n r  /,■  m  »ui  '""  ///  diurne. 

•     Montrer  iu'on  peut  disposer  <l>    l'orientation  du  un 
roir   sur    les   rayons   incidents    >!•     façon   gut    les    rayons 
réfléchis  soient  horizontaux. 

Montrer  que,  si  !■  réfléchis  d'\  m.  étoile  ont 

une  direction    fixe,   il  ■  n  sera  dt    même  /■'•m    /<  *  i,i\,,  ns 
his  d\    touteb  les  autres  étoiles.  Dire  l'aspect  du  Ciel 
vu  'Ions  un  i,  I  instrument. 

Épreuve  pratique.        On  a  observa    au  méridien  h   pas 
•  In  centre  du  Soleil  et  sa  déclinaison  le  \"  avril  et  le 

i  '  juin  i'i<Mi.  et  I  'on  ii  trou\  ■ 

DifTéi  ence  des  ascensions  <li"ii i  -    > 

<lril\    JOUI  - 

Déclinaison  l<-  i"  ,i\iil i    18   11  .7 

I  '1  '  linaison  le  1"  juin 1  •     1    iî 

<>n  demande  de  calculer  l'obliquité  de  l'ècliptiqui 

\  ivembre  1904.) 

Montpellier. 

Iiiui\i    m  mil      -    Théorie  de  la  réfraction  atmosphé- 
rique dans  l'hypothèsi    des  coucht  tphériquei    et 
ntriques. 
1  i/i  établira  l'équation  différentielle  du  problimt   dans 
I,  cas  général  et  l'on  montrera  comment  on  peut  l'inté- 
complètement  dans  f'hypothè-u   il,   l'fii. 

/•/'"      const. 

d'um    'lis  couches    l'air,  I  indice  de  réfraction 

,/,    ,  ,  tir   • 


8i    » 

Si  l'on  se  borne  à  demander  </  la  théorie  l'expression 
analytiqm  de  la  correction 

p  =  a  tangr  ■+■  l>  tang'r  —  <■  tang'/*, 

comment  peut-on  déterminer  pratiquement  les  coefficients 
a.  h.  c,  ...? 

Éprbuve  pratique.  -  On  donne  l'ascension  droite  et  la 
déclinaison  d'un  astre 

M  —  '-'-''•'  V"  jo",  '. 
—  Ji"  i  ï  H.  . 

Trouver  sa  longitude  I.  et  sa  latitude  [J. 
L'obliquité  de  l'éclip tique  est 

ou  =  ■)  ;    >-  c,  . 

N.  B.  —  On  raisonnera  explicitement  sur  une  figure  et 
au  moyen  des  propriétés  des  triangles  sphériques. 

Novembre  19040 

Poitiers. 

Éprbuve  écrite.  —  I.  Méthodes  et  instruments  employés 
pour  obtenir  le  diamètre  appan  ut  <lu  Soleil. 

II.  Méthode  de  Gauss pour  résoudre  par  approximation 
l 'équation  de  Kepler. 

Épreuve  pratique.  On  a  mesuré  la  hauteur  et  l'azi- 
mut par  rapporta  un  signal  d'une  étoile  connue,  calculer 
l'heure  sidérale  et  l'azimut  ilu  signal. 

Don /très  : 

ascension  droite 19''  [I 

Déclioaison -+•     8°36 

Latitude  du  li<'u —    ,t,    :  ,     '. 

Hauteur  mesurée [o°55'  16" 

A/.imiit  mesuré 198    •  I    i  • 

L'observation  précède  le  passage  de  l'étoile  au  méridien. 

<  Juillet   1 90  1 
Ami.  de  Ma  thé  ma  t.,  \*  série,  t.  \.     Février  igo5.)  (i 


I  i-iii  i  \  i    1 1  iu  1 1  l.  Equation  du  temps. 

II  Calcul  de   l'équation   du   temps    /mur  chaque  midi 
/>ii>\  rn  ,i  pour  chaque  mt<li  * 

III  Discussion  de  l'équation  du  temps  réduite  ,i  u  -. 
termes  principaux.  N  ivembre  ig 

Lille. 

Épri  i^i   écrite.        Mouvement  parabolique  des  conn 

Eléments  d'une  orbite. 

Calcul  /il*  '■••■■■  héliocentriquet  rectangulaires 

h  une  époque  donnét   lorsque  ces  éléments  sont  connus. 

Relation  entre  deux  rayons  vecteurs,  la  cord*  corres 
pondante  et  la  différence  des  temps  de  cU  ni  passait 

Épreuve  pratique.  —  Deux  étoiles  \  et  B,  de  mém< 
ascension  droite,  ont  /mur  coordonnées 

i  ■>      i    "...    ;  •  i  2       i    . 

U  B 

'   S        i;    «g  4'  i4i  '   r'\       ,v    '9   •"     ■ 

Une  troisième  étoile  G  passe  au  méridien  après  les  deua 
premières  et  formt  avec  celle-ci  un  triangle  équi latéral. 
On  demande  de  calculer  son  ascension  droite  2  et  fa 
déclinaison  B'.  Novembre  ig 

Paris 

Epreuve  écrite.  -  Explique!  sommairement  les  phé- 
nomèm  1  de  précession  et  de  nutation. 

fndiquei  les  changements  que  subissent  It  -  coordonna  es 
écliptiques  ou  équatoriales  des  étoiles  en  vertu  de  ces 
phénomèm  * 

Eprbuvb  pratique.  En  un  lieu  de  latitude  inconnue, 
siiin  pai  !  ;  1  1  de  longitude  ouest  par  rapport  à  Paris, 
on  'i  observé  la  hauteur  d'une  étoile  dont  les  coordonnées 

tont  . 

\  -  ension  droite 2  —  <•"  > 

I  '■  ■  lin. 11-. .11 ',  |     ,1 


I.o  hauteur  observée  est 

h       >-    i  >  i  i  . 

Enfin,  un  chronomètre  a  fourni,  pour  le    moment  de 
l'observation,  la  valeur  du  temps  sidéral  à  Paris 

60=  ibi8 

it/i  demande  de  calculer  la  latitude  du  lieu,  sachant  en 
mitre  qu'il  est  situé  dans  l'hémisphère  austral. 

1  1  >ctobre  igo40 


CERTIFICATS  IftK  MECANIQUE  CÉLESTE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  Intégrer  par  la  méthode  de  Jacobi  le 
problème  d'un  point  matériel  ut/ire  par  un  centre  fixe 
conformément  à  la  loi  de  Newton. 

Épreuve  pratique.  -  Deux  planètes,  en  mouvement  tut- 
un  même  plan,  ont  respectivement  pour  masses,  pour 
grands  axes,  pour  excentricités,  p<air  longitudes  du 
périhélie 

m.       a.       e,       77T. 

m',     <i',     e' .     m'. 
e 
La  fonction   Y  peut  s'écrire  sous  la    forme 

F  =  A  +  B  +  C       N  iv-'       iQee'cosfw  — o'), 

OÙ  \  est  une  constante  dépendant  seulement  des  masses  et 
îles  grands  ores,  B  ////  ensemble  île  termes  périodiques, 
C  ///'  ensemble  de  termes  <lu  quatrième  degré  au  moins 
par  rapport  aux  excentricités;  où  enfin  V  P,  Q  sont  des 
coefficients  dépendant  seulement  îles  masses  et  îles  grands 
axes. 

<>n  demande  quelles  seront  les  variations  séculaires  des 
excentricités   et   îles  périhélies,   en    négligeant   les   puis 
sances  supérieures   des   excentricités,    c'est-à-dire    l'en 

semble  des  termes  désignés  par  ('..  1  Juill.l    Im"j 


84 

l  pbbuvi  bcbiti  i  /  ei  i<  principe  de  la  méthode  de 
la  i  ariation  des  constantes. 

bPBBUVi  pbatiqdb.  On  envisage  un  système  formé  du 
Soleil,  d'une  grosse  planèu  analogm  à  Jupiter  et  d'une 
petite  planète.  On  supposera: 

i     Que  la  masse  de  la  petite  planètt  est  négligeable  ; 
(  >u,    les  trois  corps  te  meuvent  dans  un  même  plan  ; 

■  m,-  l'orbite  de  la  grosse  planète  est  circulain 

,  '//,,  l'on  peut  nègligei  l'excentriciu  de  l'orbite  de  la 
ft,  i ii,  plant  U 

(  >n  désignera  par  a  le  grand  axi   de  la  grosse  plat 
//'//■  //<  *a   masst  .  celli    du  Soleil  étant   i.  /><ir  (J  son  ano- 
malie  moyenne.    Pour    la    petite   planète,    on    désignera 
/,,!/  a' son  grand  axe  et  pat  I  son  anomalie  moyen  ni 

(ii,  suppose  enfin  g  ut    la  petite  planètt  est  très  rappro- 

■  lu  Soleil,  de  U  II,  façon  aue  I  on  puisst   néglige!  U  i 

puissances  supérieures   <lu    rapport       ■    (Cette    condition 

u 

a  <  •./  pas  réalisée  pour  le*  astéroïdes  du  système  solaire.) 
Dans  ces  conditions,  on  demande  de  calculer  le  coeffi. 

,  i,  a i  de  la  principale  int  galitt   de  la  longitude  de  la  /•> 

itt,  plant  te  ,l<mi  l'ai  gumei  t  est  2(Ç- 

D'après  ce  qui  précède,  on  négligera  '•   carrt  de  m,  lt  i 

;       "  / 

puissances  supérieures  de       et  les  excentricités 

<i 

Octobre  1904. 


i;kiuïïii;us  inwnsi:  siniutiHh. 


Lille. 

I   PBI  1  \  l     ÉCRITE.  On    ainsi, I,  i  ,     l.i    w  /  /, 

/,(  s  >  -/,<  ci-/      .         ...       1      1         

dont  I,  -  termes  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  une 
.m,  limitée  pat  un  contour  fer  mt  C  cetit  térù  est  Uni' 
■■■■  ment  con\  ergt  nte  tut  le  contour 

h.  monti 

1     Qu'elle  est  convergente  en  tout  point  situé  <<  l'intt 


85 
rieur  d'un  contour  (C)  complètement  intérieur  à     <■)  et 
n'ayant  avec    C    aucun  /><>ii>t  commun; 

•    Que  la  somme  tp(z)  de  cette  série  est  holomorphe  à 

l'intérieur  de 

<lk  I 
;    Que  la  série  dont  le  terme   général  est  -    ',", 

convergente  à  l'intérieur  de  (C  i  et  a  pour  somme  la  dt 
rivée  d'ordre  k  de  la  fonction  cpl  -  i. 

Épreuve  pratique.       Étant  donnés  trois  axes  rectan± 
laires  Ox,  <  »  y,  <*c,  le  point  de  coordonnées 

./•  —  l'i'iisii — asin//.        j'  =  f  sin u -H  a  cos u,         z  —  hu 

décrit  une  surface  \  ï  l  lorsque  u  et  v  varient;  par  chaqux 
point  de  (S)  passent  une  droite  et  une  hélice  situées  tout 
entières  sur  cette  surface. 

i"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  droites  et 
de  ces  hélices; 

?."  Déterminer  les  lignes  asymptotiques de  lasurface   S 
montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de    l'un    îles    deux 
systèmes  sont  à  l'intersection  de  I  X  )  et  d' ' hyperholoïdes  de 
révolution  autour  de  Oz; 

>"  Démontrer  que  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  I  ï  |  en  un  point  quelcoiu/ue  satisfont  à  une  relation 
simple  ; 

4°  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  qui  coupent  orthogonalement  les  hyperbo- 
loïdes  définis  plus  haut.  (Novembre  1904.) 


CERTIFICATS  DE  GÉOMÉTRIE  SIÏ'ERIEIRE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  tous  les  systèmes  de 
coordonnées  qui  donnent  à  l 'élément  linéaire  du  plan  la 
forme 

*,=  (U  +  V)»' 
où  l    est  une  fonction  de  u  et  \   une  fonction  de  v. 


s,; 

II.   Résoudre  le  même  problème  pour  l'élément  linéaire 

<lr   hl   tph<  l 

I .  in  i  i  \  i  pb  \  i  iqi  i         '  '"  demande  '/'■  '/-  finit  <  t  <l  <  tudit  t 

xètriquemenl  toutes  l  entât  ions  de  la  sphère 

%ur   le  plan,   dans  lesquelles  les  aires  ^>>ni  conservées,  les 

illèles  'A   la  sphère  devant  corresponde    <i  des  cercles 

concentriques  du  plan.  Octobre  i<, 


sol  I  IhiNv  DE  QUESTIONS  l'l(0hNh\ 


589 
IMI    p    i  .1  el  1(00,  p 

Un  polygone  d'un  nombre  pair  il>  côtés  'tant  u, 
dans  iin>  conique,  ri  l'on  mène  pai  son  centre  des  paral- 
1,1,  s  -/  chaque  côtt  >/u  />>>/ 1  gone,  de  maniée  à  former  un 
parallélogrammi  en  chacun  dt  tes  tommets,  la  somme 
,/,  s  mesures  dt  i  /  aralh  lo grammes  <l>  /  un  -  pair  est  •  ~<i I ■ 
a  ht  somme  des  mesures  des  parallélogrammes  <l<  rang 
impair.  Pai 

-m  i  rioN 
Pai   m.  R.  15. 

Soient  I1  •  i   I»   deux  droites  dont   les  équations  respei  lives 
— -  -lit     axes  i  '•■  t  angulaii  es  on  aon 

/./        m  ■    —  i, 
/  /  i . 

!>  parallélogramme  obtenu  en  menant  pai  l'origine  des  pa- 
rallèles  i  ces  'li "i!<--  ;i  poui  .m -■ 


////        //// 


.i  un  fai  teui  constant  près. 

prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  asymp- 


idi •>.  de  la  conique  donnée.  Son  équation  sera 
/  i   =  i, 

en  choisissant  convenablement  l'unité  de  longueur. 

N'ICllI 

les  coordonnées  des  i  m  sommets  du   polygone  considéré.   Le 
côté  joignant  les  sommets  c  el  i-t- 1  a  pour  équation 

■y  =  i, 


■'7-1 


et   l'inverse  de   L'aire  <lu   parallélogramme  correspondant  au 
sommet  c  a  pour  valeur,  à  un  facteur  constant  près, 


■rt    i  -'7 


La  proposition  à  démontrer  résulte  donc  de  l'égalité 

X\  Xi  Xi  '  '., 

1 : - 1 .  . 

x{  ■+■  r.2        xo -+-  x3        xz-+-  x±        X;, -+-  Xs 

x2  a?4  '■,  x6 


x*  -+-  x:i        x3  -+-  a?4        j"4  -t-  Xj        Xi  -+-  a?6 

qui  se  vérifie  immédiatement  par  réunion  îles  termes  ayant 
même  dénominateur. 

1978. 

1908,    p.   ,12.1 

Vous  dirons  que  les  quatre  pieds  des  normales  abaissées 
sur  une  conique  d'Un  point  quelconque  <!<■  son  plan 
forment  un  quadrangle  d'Apollonius. 

Quatre  points  pris  arbitrairement  dans  un  plan  ne 
forment  pas  en  général  un  quadrangle  d'  Apollonius. 

Démontrer  que,  si  quatre  points  forment  un  quadrangle 
il  Apollonius,  il  en  est  de  même  des  orthocentres  des 
quatre  triangles  qui  ont  pour  sommets  les  points  donnés 
pris  trois  à  trou.  (  K.   Hun  \i<n 


SOLI    I  l"N 

Par   M     l.i  i  h  rok. 

I  n  quadrangle  d'Apollonius  esl  déterminé  par  l'intersection 
< I n m-  hyperbole  équilatère  II  el  d'une  conique  E  <|ui  ;i  son 
centre  sut   II  el  ses  axes  parallèles  aux  asymptotes  de  II. 

Réciproquement,  l'intersection  de  deux  coniques  II  et  I 
satisfaisant  i  ces  <  ondil s  détermine  un  quadrangle  d'Apol- 
lonius. 

Pat  suiti  poui  que  quatre  points  i  \.  B,  C,  D)  forment  un 
tel  quadrangle,  il  faut  <-t  il  suffit  ■] u •-  pai  ces  quatre  points 
<mi  puisse  ! .  1 1  f  *  -  |  » .  « — *  - 1  deux  coniques  II  et  E,  asso<  iées  comme 
il  vient  d'être  dit    Ce  qui  n'a  pas  lieu  <-n  général 

Cela  étant,  prenons  pour  axes  de  coord ées  les  asymp- 
totes '!<•  I  hyperbole  équilatère  passant  pat     \.  B,  C,  D). 

Soient 


(i) 


PI  /,-  =  O 


l'équation   <!<•   i  et  te   1 1  n  pet  bole,   i  /'i .  n  |,      t 

'  .    i  .     les  rdonnées  des  quatre  points, rdonnées  satis- 
faisant à  (i). 

I  ■  quation  générale  des  noniqui  -  l.   i —  i<  es   i  II   esl   . » I •  ►  j  — 


./         |  7  /, 


^         l  '  " 


où  ".  I'.  x  —  « •!•  t  des  paramétres  variables. 

\  B,  C  D)  formeront  un  quadrangle  d'Apollonius,  si  l'on 
peut  déterminei  ces  paramètres  de  façon  que  2)  passe  pai 
les  |  »«  •  i  r  1 1  -  don 

I  équal  "ii  .ni\   /  •!>■«  points  d'i-ntersection  de  (i)et   de 
esl 


■/'/•/  /■*  =  O. 


Ecrivant   les  relations  entre  les  coefficients  el    les   racines, 

un  s "it  que  I  "M  'l"ii  .i\ "ii 


V      V 


v,,v;     | 


v  ii  v  '  ■ 


/-    ... 


relation  exprimant  que  !<■  point,  symétrique  du  centre  .!<•  il 
par  rapport  au  centre  de  gravité  des  quatre  points,  appartient 
.1  l'h)  perbole  II . 

<  »n  -,iii  i  Ernkst  I  »i  i'diu  q,  Premiers  principes  de  Géométi  ie 
moderne,  p.  66)  que  les  orthocentres  des  triangles  détermini  - 
par  les  quatre  points  pris  trois  .<  trois  sont  sur  1 1  i. 

Si   l'on  désigne  par  |  ./-,.  .  ,  .   (a  ..   .  '.  .      ■  ..   .  . .   .  \ 

les  coordonnées  des  orthocentres  des  triangles  i  BCD),  .  <  I  >  \  . 
(DAB)  et  i  \l'.<  '.  r.  .m  voit  sans  difficulté  que 


/• 


7\ 


XlXiXaXk 

/  ,  ./■.,./■  .   /■,       I 


*« 


d'où 


2^2^=2?2?  = 


*», 


qui  exprime  que  les   quatre   orthocenlres   forment    un    qua- 
drangle  d'Apollonius.  <:.  o.  v.  i>. 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  <*  le  centre  .le  II.  par  I 
celui  de  E,  les  relations  entre  les  racines  et  les  coefficients 
de  l'équation  (3)  montrent  que  le  centre  de  gravité  des 
points  i  \.  I!.  C,  I»  i  est   au   milieu  de  <  II. 


1993. 


1804,  |..  1 14  et    ,-8.i 


Soient  m  et  m  deux  points  d'une  ellipse  E.  Sur  lu  nor- 
male en  m,  on  porte,  extérieurement  à  l'ellipse,  une  lon- 
gueur /n/'.  égale  a ii  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui 
aboutit  en  m.  Soit  />  le  point  analogue  que  l'on  peut 
construire  sur  lu  normale  en  m  Démontrer  que,  si  la 
tangente  en  m'  contient  le  /><>int  /..  la  tangente  en  m  con- 
tient le  point  p.  i  H.  Bricard.  ) 


•  y 

\i  i  m     SOLUTION    <.i  OUI  i  RIQI  i 

l'.il      M        \       M  VNNIII  IM. 

Supposons  que  les  points  ///  ■  i  m'  soient  arbitraires.  Mu 
point  o  comme  centre  décrivons  le  cercle  '  !  qui  passe  pat  p 
et  /-  .  Lorsque  le  cer<  le  I  de  diamètre  op  roule  a  l'intérieui 
de  C  le  point  m  décrit  l'ellipse  I..  qui  .1  pour  normale  en  m 
la  droite  mp.  Menons  la  droite  p  <>  qui  coupe  I  au  point  - 
Quand  I  roule,  le  point  t  décrit  la  droite  eop'.  Lorsque  1  est 
en  /•    le  1  ercle  I  devient  le  1  en  le  de  diamètre  op  .  Menons  la 


droite  pog  qui  est   le  diamètre  dé<  ■  ■  t   pat  p  entrt avec  I. 

«  Ml    .. 

PS      i 

l  .  ■  orde  /"   vient  prendre  la  position  çp  et   le  triangle  pme 

vient  en  gm  p'.  On  peut  amener  le  triangle  pme  en  c 1 

de ve<    w  m' ji   .m  moyen  d'une  simple  rotation.  Le  centre 

de  rotation  est  à  la  rencontre  de  la  perpendiculaire  à  pg 
élevée  au  milieu  de  •  e  segment  et  de  la  perpendiculaire  •<  p  t 
.  levée  -ni  milieu  de  1  e  segment,  il  est  - ■  l » •  1  —  au  milieu  /  de  pp'. 
1  »n  voit  .iiu-i  que  les  segmenta  lm.  lm'  sont  égaux  et  l'on 
peut  «lire  : 

SoÙ  ni  m  il   m     </■  u  i    point  t  <t  rln  I  ra  I  ris   il' uni   ellipse.  I.is 

points  p  et  p   étant  déterminée,  comme  il  a  éU  <l*i  /• 
déminent,  les  points  m  et  m  font  à  i  galet  distant  1 1  du  mt 
lieu  du  r<  g  ment  /•/■  . 


9i   ) 
Si  l'angle  /""/>   esl  droit,  on  ;■ 

ri  pai  suite  du  dernier  théorème  <>n  .1  aussi 

//'       ////  . 

d'où  il  résulte  que  l'angle  pm'p'  esl  droil  aussi.  En  d'autres 
ternies,  si  /'  m  est  tangente  à  E,  la  droite  pm'  esl  aussi  tan- 
gente  à  cette  courbe. 


Remarques. 

aini-i    : 


Le    dernier   théorème    peu!    être    énoncé 


(ht  prend  les  arcs  interceptés  sur  les  cercles  de  Chastes 
par  les  normales  en  m  et  m  extérieures  l  ou  intérieures  1  à 
l'ellipse,  les  milieii.r  des  cordes  sous-tendues  pat  ees  arcs 
sont  sur  In  perpendiculaire  élevée  à  mm  du  milieu  de 
eette  corde. 

(in  peut  ajouter  que  les  cordes  sous-tendues ,  dont  il  vienl 
d'être  parlé,  sont  tangentes  à   la  parabole  (*),  tangente 

à  mm  .  dur  normales  à  E  en  ces  points,  au.r  a.res  de    E,  et 

à  d'autres  droites. 

1998. 

(  190»,    p.    240.) 

Calculer  le  déterminant 


D,„  = 


c? 

O 

0 

.      .           O 

es 

u 

...           O 

G» 

G? 

Ci 

.  .  .           u 

G2 

<:,3„ 

W1+1 

GJ,+, 

<  •* 

pm 

1  <..  r.oi  1, 

LET.) 

(')  Sur  cette  parabole,   voir    The  Messenger  0/  Mathematics, 
juillet  1890. 


oa 


Par  M    I 


Retranchant   successivement  tes  éléments  de  chaque  1 1  ^  n  - 
des  éléments  correspondants  >l<-  la  suivante    ei  tenant  compte 

des  relal  ions 

('/■     —  (  /■        .   <  ;/'   i 

—        •>!!        |  "Ml        |   • 


on  obtient 


o      CJ  C\ 

j  C| 

o    cj,  es 

CJ      C|  o  o 

CJ  CJ    •  o 

,;i      ,:;  '  '  : 

'   /Il                      '  /»!  *   /Il  '   )/l 


|  '  m     I 


'  '/n 


Retranchant  encore  chaque  ligne  de  Ih  suivante, et  dévelop 
pant  le  déterminant  obtenu  pai    rapport  aui   éléments  'If  la 
pi  emiére  ligne,  on  trouve 


Cj 

Ci  Ci 


o 


I'. 


Dm  = 

<  •  I  <  •  !  ,  (  '  .  ('">■? 

'"i      1  ■m     1         '-"/h-i        '•'/;)  v'm     | 

ou,  en  tenant  compte  >\<-  la  relal  ioa    i 

d'où 

D  .    ,  -  -  I»m  -      D 
et,  par  suite, 

i  '  ■  I  I    .     :  '  l»m     J. 

►•i    d'une  façon  générale,  pai  un  raisonnement  bien  connu, 

D  /■         :     !'..,     ,.        /'  D*      p.  ,   . 


93  ) 

< >n  en  i ii  > 

l>„  =  i  m       a)D8 —  (m  —  3)DS; 
or 

l>    -  ■;.,  D,=  3, 

d'où  l'on  conclut 

l),„  =  m. 

2000. 

i  1901,   p 

On  considère  une  ellipse  E.  Les  cercles  ayant  pour  dia- 
mètres  les  cordes  parallèles  au  grand  axe  enveloppant 
une  ellipse  E]  :  les  cercles  avant  /mur  diamètres  les  cordes 
parallèles  au  petit  axe  de  H  enveloppant  une  ellipst 
Pour  tint  tes  les  ellipses  E  homofocales,  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  E]  et  Y.,  se  compose  de  deux  cubiques. 

(E.-N.  Barisien. 

SOLUTION  . 

Par  M.   L.  TROIN. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  a\e«,  et  soit 
y  —  b  si  n  ï 

l'équation  d'une  parallèle  au  grand  axe.  Le  cercle  qui  admet 
cette  corde  pour  diamètre  a  pour  équation 

xi-+- yi  —  ).b  si  m  -j\        &*sin*<p  —  a*cos2«p  =  o 
et  -un  enveloppe  E|  a  pour  équation 

in  (<■/-—  b-  i.r-        a:  y1  =  o*|  a-  -     />-  |. 

On  obtiendra  de  même  pour  l'équation  'le  \i2 
1 1  )  6*ar*-+-  i  o*-+-  l>-  )}■"-  =  />-,</-—  //-'  ). 

<  *  ri  tire  des  équations  (i)  el  (a) 


(  3  >  x  \  a  '    -  />'  --    a  '■  h-  =  ±  a-  J 'a-  —  6S 


(4)  i  w/«—  A»—  W>*  =  ±  i«y/a!-  **• 


I 

Prénom   d'abord    le    même   signe   dans    les   deux    seconds 
membres  dea  équations     I    ei     i      Nous  en  déduirons 


'•t ,  d'autre  pai t .  en  < 1 1 > isani 


v7"1  -  A» 


.' 


/,-• 


d'où 


M 


c\y 


Remplaçant   dans  l'équal 6  *  pai   leurs  valeurs, 

■  m  obi  ienl 


i '       I 

s  ,  ■       \  ■       i  ■  i  t         — - . 

Elevant  au  carré,  on  ;■  pour  équation  du  lieu 

/■       i       i  '      i  i       /)•  i      - •"    /    •    i 

Si  l'on  avait   choisi  des  signes  différents  devant  les  -i-r.in.js 

membres  des  équations  (3)  et     i  aurait  obtenu  la  seconde 

pat  tie  du  lieu    '  "est  la  cubique 

i/-  i  -       /  i         c,(ar  —  y)  =  o. 

La   première  de  ces  cubiques  passe  pat    les  foyers  réels  et 
imaginaires  de  l'ellipse,  son  asymptote  réelle  e>i  la  bissectrice 

/•       i 
l'origine  qui  est  point  d'inflexion  admet  la  tangente 


/  r  =  <>. 


le  cubique  est  symétrique  de  la  premiéi     pai   i  ip 

port  .m  \   axes,    ["ous  ces  résultats  sont  évidents  sut  les  équa 
i  ions. 


tu  1res  solutions  de  MM.  Tuiamiki'.    \i.va  I 


g5 

2002. 

I9"i      |i.      >St. 

On  considère  dans  un  plan  un  quadrilatère   \l'.'  I»  cir 
conscrit  à  un  cercle  de  centre  <  ».  On  mène,  par  les  points  \ 
B,  •  '..  D  des  perpendiculaires  aux  droites  OA,  <  »l:.  <  M  !,  «  »l  » 
Le  point  0  est  sur  la  directrice  de  la  parabole  qui  touche 
les  quatre  droites  ainsi  obtenues.  <  R.  Ban  vm>. 


solution 

Par  M.  V.  Ri  iai.i. 


Sis.  B,  7.  8  sonl   respectivement   les  pointa  de  contact  des 
cotés  1>\.   UJ,  BC,  CD  ei   i.  i,   l,  i   les  milieux  des  segments 


xfl,  :•;.  70.  oa,  la  parabole  de  l'énoncé  esl  la  polaire  réci- 
proque, par  rapport  a*u  cercle  de  la  conique  (i,  s,  3,  |,0). 
Cette  dernière  conique  est  une  hyperbole  équilatère  et  le> 
deux  tangentes  menée»  pur  <>  ,1  la  parabole,  étant  les  perpen- 
diculaires aux  asymptotes,  sonl  orthogonales  ;  donc,  le  point  0 
est  sur  la  direct  rice. 

Pour  démontrer  que  (1,  >.  I,  1,0)  est  hyperbole  équilatère 
il  suffit  d'observer  que,  en  appelant  a  .  :  les  points  diamétra- 
lement opposés  .1  3..  3,  les  angles  B8a',  «yP   sont  égaux,  dont 

1,'»  =  iab 

et  les  deux  faisceaux  i<i.<>.  I),  1  i,0,3  sonl  inversement 
égaux. 


QUESTIONS. 


-JimiT.  <»n  donne,  dans  un  plan,  deui  cercles  C  «*•  G  :  on 
mène  i  <  un<  tangente  variable  qui  coupe  en  ///  e!  //  le 
.  ercle  C  .  soil  10  le  centre  du  i  ercle  qui  passe  par  les  points  m 
ei  //  ei  § > .•  ■  le  centre  0  du  cercle  C.  Quel  est  le  lieu  du 
point   m?  R    B. 

-J))<is.  <  in  considère  un  triangle  fine   V.BC,  une  direction  (A) 

et    un   point   0    On   lire    \<».    BO,    C mène  pai    \   la 

droite    i    symétrique  de    \<>  pai    rapport   ••  la  direction    A). 
On  mène  par  B  et  C  les  droites  (  fi)  et    -;    an:ilngu*s  à    %). 
i      a  i  étant  donnée,  le  lieu  du  point  l  »  tel  que  les  droiti  - 

correspondantes  concourent  en  0'  est  l'hyperbole 
équilatère  circonscrite  au  triangle  et  dont  (A)  est  une  direc- 
tion asj  mptotique. 

i  'i  étant  l'orthocentre  du  triangle,  0  est  sur  le  cercle 
circonsci  it. 

à)  étant  donnée,  trouvei  l'enveloppe  de  00'. 

i  I..  Troin.  i 

2009.  On    'I ■   un   quadrilatère    V.BCD    inscrit    dans   une 

conique,  et  un  point  arbitraire  0.  Sut  la  tangente  en   \  .i  la 

ique,  "ii  prend  le  point    I.  où  cette  droite  est   rencontrée 

I  .ii    le  côté  CB;  on  mène  la  droite  OE  qui  coupe    \\'<  en  M 
Vu    moyen   du   côté   CD,    on    obtient    de   même   le   point    \ 
-m    \l>.  Quelle  est   l'enveloppe  de   la   droite   M.V  lorsque  C 
dé(  ut   la  conique?  <  anon 

2010.  vi  les  Lrilatères  ubc,  <i\l>\<\  ni  un  centre  0 

d'homologie ,   les   neuf  points    de    re ntre   des   droite! 

Tableau 

i  "    ''    '  / 

"i.       B»h      'i 

'  ".      b  ! 

.i\ .-.   leurs  associée!  mirn  ui  i  ligne  droite  [  l'associée 

de  '/  est  la  di  uite  |)J.  P.  Sondât. 


(  97  ) 

[L'5e] 

si  II  LA  DÉVELOPPÉE  ET  LES  QUASI  DÉVELOPPÉES 
DUNE  CONIQUE; 

PAB   M.    Uthi  u    M  \\A  SKI. 


1.  Voici  un  moyen  rapide  d'exprimer  qu'une  droite 
esl  normale  à  une  conique. 

Soit 


(0 


f(xty,z)  =  Ax*+By*-i-Cz* 

-+-  i  V  vz  ■+■  i  G  zx  —  i  II  ry  =  o 


l'équation  bomogène  d'une  conique  (S)  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires.  Si  l'on  désigne  par  A  et  par 
F(«,  p,  w)  le  discriminant  et  la  forme  adjointe  de  la 
forme  quadratique  f(x-, y,  z),  on  sait  que  le  système 
des  tangentes  à  la  conique  <  S)  aux  points  où  elle  est 
coupée  par  la  droite  (D)  ayant  pour  équation 

(/./•  —  vy  ---  i\  ,-  —  o, 
est  représenté  par  l'équation 

(2)  Ai  UX  H-  vy  —  u'  c  )- —  /'1  .r.  y,  z  1  Fl  u,  v,  w)  =  o. 

Ceci  posé,  pour  que  la  droite  (D)  soit  normale  à  la 
conique  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  lune  des  droites 
représentées  par  l'équation  (2)  soit  perpendiculaire  à 
la  droite  (^D),  et  (pic,  par  conséquent,  l'équation  (2) 
soit  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  rejeté  à  l'in- 
fini dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  droite  (^D), 
c'est-à-dire  par  u,  v  al  0.  On  a  ,iinsi  la  condition  cher- 
chée 

(3)  à(a*H-j>»)«— <p(a,  p)F  u,v,tv)  =  o 

Ami.  de  àfathémat.,  ['  -cric,  t.  V.  (Mars  «<)o5.)  7 


8 

OU  I  on   a  |H>sé 

I  ne  forme  <l  équation  montre  immédiatement  que 
1<*  foyers  de  la  conique  (S)  --"il!  aussi  foyers  de  sa 
dévelopi  ■ 

2.  I>a  uiéme  méthode  s'applique  à  la  recherche  'les 
quasi-développées.  appelons  quasi-dévelopfiée  de  la 
conique  S  relativement  à  une  conique  S  l'enveloppe 
•  le  la  conjuguée  harmonique  |  I)  i  «  1  < *  la  tangente  ni  un 
poinl  \  de  la  conique  (S  pai  rapporl  aux  tangentes 
à  la  conique  (S;)  issues  «lu  poinl  \  lorsque  ce  poinl 
décrit  la  conique    S  . 

1   :  droite  (D)  et  la  tangente  en    \  à  la  conique    S 
étant  conjuguées   harmoniques   par  rapporl   aux  deux 
tangentes  à     S     issues  «le  A  sont  conjuguées  par  rap- 
porl à    S    ;  cette  condition  nécessaire  esl  «lu  reste  suffi- 
sante. 

Prenons  un  triangle  quelconque  comme  triangle  <!<• 
référence  el  supposons  que  la   conique    .s    rappoi 
ce  triangle  ail  une  équation  ponctuelle  <l<-  la  foi  me  (i), 
la  dmitc  |  I)    étanl  toujours  représentée  par  1  équation 


I  ).nis  ces  conditions,  I  équation  i  >  représente  encore 
le  Bystème  des  tangentes  à  la  conique  s  aux  points  \ 
el  l'<  mi  elle  esl  coupée  |>  ir  la  droite    1 1 

Soil 

I!    I      \     W)  =  o 

l'équation  tangentielle  de  la  conique  |  S  I. 

Pour  que  la  droite  (D)  soil  conjuguée  â  la  tangente 
i  n  A   par  rapporl  .i   la  conique    S    ,  il  faul  el  il  Milfii 


que  !<■  pôle  de  i  I)  >  par  rapport  à  (S')  soi)  sur  cette  tan- 
gente, et,  par  conséquent,  que  L'équation  \)  soil  véri- 
fiée quand  on  v  remplace  x,  r,  z  par  Ici  coordonnées 
de  ce  point,  soil  II,,.  M,.-  II,,.,  ce  qui  donne  la  condition 
cherchée 

i   '.  i        j  A[H(«,  C  (V  i|-        f\  II',.   II,.   H'w     I'     /'.  r.  m    i  ^  o. 

Si  l'on  suppose  que  l'équation  i  {)  représente  le  sys- 
tème des  deux  points  cycliques,  il  n'y  a  rien  de  changé 
à  la  démonstration  précédente  et  l'équation  '.V)  est 
alors  l'équation  tangentielie  de  la  dét  eloppée  de  (S),  en 
coordonnées  trilinéaires,  et  l'on  voil  que  cette  équation 
est  beaucoup  plus  .simple  qu'on  aurait  pu  le  supposer, 
surtout  si  l'ou  se  reporte  à  la  complication  des  calculs 
auxquels  il  faut  se  livrer  pour  avoir  L'équation  de  la 
même  courbe  eu  coordonnées  ponctuelles  |  voir,  par 
exemple,  Salmom,  Courbes  planes,  nos  106  et  LO'd  de  la 
traduction). 

Celle  courbe  se  décompose  en  un  point  et  une  courbe 
de  troisième  classe  lorsque  les  deux  coniques  (S)  et  (S') 
sont  tangentes,  le  point  étant  le  point  de  contact. 

3.  Supposons  les  deux  coniques  (S)  et  (S'  |  rapportées 
a  Leur  triangle  conjugué  commun,  de  façon  qu'on  ait 

/  x,   v.  z  >        ax*    ■   /■)--  -     rz-. 

I]  I  u  ,  r.   \Y  i  .1'  II-  ■+■  li    t ■'-         C    H     . 


L'équation  (5  1  devient  alors 

i  a 'ii-  —  //e-  t-  c'h 

/  "~        ' '"'        "  I.  1  , 

—  ( 1 -. 1 1  (Ht  ,H!4-  Où  "-r-  —  ce  -  u  -  )  _  u 

\  a         11         c  / 


ou 

(6)  A  r-  u  -  —  l!  u-  //-  —  (  ;  u- r2  =  o 


(  "• 

en  posanl 

B 

La  courbe  qu'elle  représente  a  pour  équation  ponctuelle 

\  i        Bj  \  : 

1.1  It-  a,  par  conséquent,  !<••<  mêmes  singularités  qu'une 
développée  de  conique  :  elle  possède  sis  points  de 
rebroussement,  situés  deux  à  deux  sur  les  côtés  du 
triangle  de  référence;  chaque  coté  esl  tangent  fi  li 
courbe  en  chacun  des  deux  points  qu'il  contient  et  les 
points  de  contai  i  >"iii  conjugués  harmoniques  |>u-  rap- 
port à  deux  sommets  du  triangle  de  référence. 

Elle  a  en  outre,  comme  <>n  le  sait,  quatre  autres 
points  doubles.  Tout  cela  <'st  du  reste  évident  si  l'on 
remarque  qu'elle  peut  être  considérée  comme  trans- 
formée homographique  d'une  développée  '!«•  conique. 
En  «  iici .  soit  (A)  la  tangente  en  \  à  la  conique  S 
et  ^l)i  celle  de  ses  conjuguées  pai  rapport  .1  (S  >  <|iii 
passe-  par  \.  Les  droites  D  et  A  sont  également 
conjuguées  pat  rapport  à  S),  par  conséquent  elles 
sont  <  "H  juguées  par  rapport  à  toute  conique  du  faise» 

entiel  qui  a  pour  bases  S)  et  S').  (  lela  veut  dire 
que  la  quasi  développée  de  S  relativement  .1  S  n< 
change  pas  quand  on  remplat  <■  S  par  une  conique 
quelconque  du  1  <u  sceau  tan  s  entiel  a  \  anl  pour  basa  S 
et  S').  1  n  particulier,  celte  propriété  reste  vraie  lors- 
qu'on remplace  (S  I  par  un  couple  d'ombilics  com- 
muns à  (S)  (  5  et  il  n  \  a  plus  alors  qu  à  '  lire  une 
transformation  homograpbique  faisant  correspondre  les 
points  cyi  liijin  -  1  ces  ombilics  pour  établir  notre  asser- 
tion. 

.Si  I  "n  prend  la  polaire  réciproque  de  la  courbe    6 


(   ioi   ) 
par  rapport  à  la  conique  x*       \-  t-  z-  =  o,  on  obtient 
la  courbe 

(- 1  \  .  -  ««      i; i  '       r-  =  <>. 

(  i  si  mie  quartique  unicursale,  étudiée  par  La- 
guerre  (l)  el  qu'il  a  appelée  quartique  à  trois  pointa 
doubles  d'inflexion,  parce  que  la  tangente  en  un  point 
double  la  coupe  en  quatre  points  confondus  avec  lui. 

On  sait  que  si  l'on  pose 

P  =  .r./„i  Bs*-f-  Cj'2)-;  zz     \  i ■--*-  Bar»), 

Q  =  Ajo-u.i-  +  Bzo&oxx  ■+■  Cx0y0xy, 

on  a  l'identité  remarquable  due  à  La  guerre 

Q  '.'- 


QR=  p  + 


et  au  moyen  de  laquelle  l'illustré  géomètre  a  démontré 
simplement  que,  si  l'on  prend  un  point  M  i  a  0,  y0l  z0) 
sur  la  courbe  (7),  les  points  de  contact  autres  que  M 
des  tangentes  à  celle  courbe  issues  du  point  M  sont  sur 
la  droite  R  =  o,  polaire  trilinéaire  du  point  M  par  rap- 
port au  triangle  de  référence. 

On  en  conelut  immédiatement,  soit  en  refaisant  la 
transformation  inverse,  soil  en  calquant  les  calculs  pré- 
cédents, (p>e,  si  l'on  considère  une  droite  //„,  r„.  n»0 
tangente  à  la  courbe  (6),  les  tangentes  aux  quatre 
points,  autres  que  le  point  de  contact,  où  elle  rencontre 
la  courbe  passent  par  le  point 


11  v  ie 

1 1 =  o, 

«0  I  l 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1878,  p.  337. 


pôle  Lri linéaire  <!<■  la  droite  //,,-  *•„-  w0  par  rapport  an 
i  riangle  de  référence. 

C'est,  <lu  reste,  une  propriété  bien  connue  <l<s  déve- 
loppa 

\ .  Le  rapprochement  précédenl  entre  les  quasi-déve- 
toppées  i  i  les  courbes  de  Laguerre  donne  une  construc- 
tion géométrique  intéressante  de  la  tangente  '•"  un 
point  i  toute  une  classe  '!<•  ces  courbes.  En  effet,  consi- 
dérons une  conique  (C)  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires, d'ailleurs  quelconques,  el  transformons  par 
polaires  réciproques  la  propriété  de  sa  développée,  en 
prenant  pour  conique  directrice  l<-  cercle  imaginaire 

On  a  le  i  héorème  suis  ant  : 

Si  l  on  joint  un  point  variable'Ad  une  conique  (S) 
<i  un  point  fixe  <  >  <///  plan  el  qu'on  appelée  M  le  /><>-ut 
d'intersection  <!<■  lu  tangente  ru  \  «ve<  la  perp  ndi 
culture  menée  par  <  )  à  la  droite  <  >  V.  le  lieu  du  /><>i//i  \l 
est  une  quariique  de  Laguerre,  ayant  comme  points 
doubles  les  sommets  du  triangle  rectangle  en  <>  con- 
jugué à  lu  conique  i  S). 

Pour  construire  la  tangente  <'n  M  .1  cette  courbe, 
remarquons  que  !<•  point  de  contact  de  la  normale  ■•  une 
conique  (C)  avec  son  enveloppe  est  1''  centre  du  cercle 
oscillateur  à  cette  conique,  au  pied  de  la  normale. 
Transformons  cette  construction  par  polaires  réci- 
proques. 

\m  <  er<  !'•  osculateur  correspond  une  conique  S  oscu- 
liii  K  c  c  h  \  à  la  conique  1  S  1  ci  ayant  son  foyer  en  (  >. 
ce  «|ui  la  détermine.  La  tangente  en  EVJ  à  la  quariique 
de  Laguerre  est  la  transformée  du  <<.'nirr  «In  on  le  o><  u- 


lateur  précédent  :  c'esl  donc  la  polaire  du  centre  de  i  e 
cercle  par  rapporl  à  la  conique  fondamentale,  c  est- 
à-dire,  d'après  une  propriété  connue,  la  directrice  de 
la  conique    S'  I  correspondanl  au  foyer  <  >. 

Reste  à  construire  celte  droite.  Pour  cela,  remarquons 
que  les  coniques  i  S  >  el  i  >  i  onl  même  cen  Le  osculateur 

en    V.  Soit  1  son  centre.  Chercl s  le  second  foyer  O 

de  i  S' i;  pour  i  ela,  remarquons  que,  si  l'on  désigne  par  N 
le  point  d'intersection  de  la  normale  eu  \  à  S  avecOO', 
on  sait  que,  1K  étant  la  perpendiculaire  abaissée  «lu 
point  I  sur  O  A,  la  droite  M\  esl  perpendiculaire  à  \V 
Cette  remarque  détermine  le  point  IN  ;  avant  le  poini  N  , 
on  connaît  l'axe  local  ON;  la  directrice  cherchée  est 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  -M  sur  (  )\. 

l  ne  transformation  hoinographique  convenable  per- 
mettrait d'étendre  la  construction  précédente. 


[I9c] 

NOTE  D'ARITHMÉTIQUE  ; 

Pau  M.   Paul  NIEWENGLOW5KI. 


Posons 


i 

s  =  i+  - 


et  soit  à  le  plus  petit  multiple  commun  des  nombres 
i,  2,  .  .  . ,  n  —  i .  Je  dis  que  : 

i°  Si  n  n'est  pas  premier,  le  produit  sd  n'est  pas 

divisible  par  n  ; 

2"    Si  n  est  premier  et  supérieur  à  3,   le  produit  Su 
esl  divisible  par  n'-. 


I  , 

i°  Soienl  -/.  b /  les  nombres  premiers  inféi  ieurs 

m  //.  ti  x,  B /  1rs  plus  grands  exposants  tels  qu  <>n 

ait  o*<n,  b$<    n /'<'//:<  m    i 

,/      ,/*/,,<../' 
ei  .  par  suite,  le  produit 

sd=:a*bï...O  (1  +  1+...+  - 

i        ■  /<  —  i 

peut  s'écrire,  si  l'on  isole  le  term< 

sd  -   /-,'' .../'•   malt,  a 

(  '.<•  produit  n'est  <I<>im  pas  divisible  par  a,  et  il  en  est  de 
mi  me  pour  <  bacun  <l<s  nombres  premiers  iuféi  ieurs  à  n. 
I  >  ■  »  1 1  «  -  si  //  est  un  nombre  composé,  sa  n  esl  pas  <li\i- 
sible  par  n. 

2°  On  sait  que,  ^i  //  esl  premier,  toute  fonction 
symétrique  entière,  à  coefficients  entiers,  des  nombres 
i ,  i.  3,  ...,//  —  i  est  multiple  de  /z,  si  son  degré  n'est 
pas  'li\  isible  par  n  —  i .  Donc,  en  posant 

I'  _  i .  ■ .  ;...'//  —  n. 
si  n  >>  j,  on  a 

P      — i f-...H i       malt.  n. 

Mais 

>•  !  ! +...+  _!—)     p.-; 

i    //        i  .  (  n  —  1)1/  « 

d'où  en  ajoutant 

I'1 h   — :    -H.  .  .-h ;  )    =    lliult.rt  -+-   P*  — 


ou  encore 


/  i .  '  •"  i 

a.  I    —  inull .  /; 


OU 

i  ds       m  h  h .  n*        "H         ds  =  Mn!, 


C.      II.      I    .      II. 


[M'5h] 
DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  Dl  THÉORÈME  SUR  LA  CON- 
STANCE DU  RAPPORT  ANHARMONIQUE  DES  011  THE  TAN- 
SENTES,  MENÉES  A  UNE  CUBIQUE  PAR  UN  DE  SES  POINTS; 

Par  M.  Osée  MARCUS. 


Considérons  une  cubique  I  ci  deux  points  A  et  B, 
pris  sur  celle  courbe.  La  droite  Al>  rencontre  F  en  un 
troisième  poinl  C.  Par  ce  poinl  on  peut  mener  quatre 
tangentes  à  T  :  soil  O  le  poinl  de  contact  de  l'une  d'elles. 
Une  droite  quelconque  passant  par  A  coupe  la  courbe 
en  deux  autres  points  A' et  A".  Menons  la  sécante  OA'; 
soit  IV  le  troisième  point  d'intersection  de  celle  droite 
avec  I  .  Menons  en  tin  la  droite  lî  IV  et  soil  13"  le  troisième 
point  (l'intersection  de  celte  droite  avec  la  cubique.  Je 
dis  que  les  droites  A  A'  ci  HIV  se  correspondent  par  ho- 
mographie. 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  que,  à  une  droite 
A  A',  issue  de  A,  il  correspond  une  seule  droite  BLV 
issue  île  B,  <t  réciproquement.  Or,  d'un  côté,  les  points 
que  nous  avons  marqués  se  divisent  en  les  trois  groupes 
suivants  de  points  en  ligne  droite  <  \,  V.  V.  B,  B',  B") 
et  ((1,0,0),  où  O  est  compté  deux  fois:  d'autre  part, 
les  deux  groupes  de  trois  points  A.  B,  C  et  (),  V.  B 
sont  respectivement  en  ligne  droite.  Il  résulte  donc 
d'une  propriété  connue  des  groupes  de  trois  points,  en 


M 

li^nr  droite   sur  une  cubique^  « j u< •  les  i r. . i <»  point 
\   .    B    ioiiI  en  ligne  droite.  Donc  :  que  I  on  cou-, 
la  droite   \  \   \    comme  étant  déterminée  par  le  point   \ 
ou  i|u  "îi  l.i  cona  ■  r  i  !  1 1     étant  déterminée  par  !<• 

p'iini  \  .  notre  construction  lui  fail  correspondre  la 
même  sé<  inie  lïlî  B  .  <  'n  iroil  de  même  »  j  •  i  <  • .  récipro- 
quement, n  la  droite  BB  B  notre  construction  fail 
correspondre  la  droite  \  V  \  :  ce  qui  démontre  la 
j<r>'j)<isii  ion. 

(     '  On  voil  facilemenl  nue,  à  une  tan- 

gente à  I  issue  <l«-  \.  il  correspond  une  i  ingénie  issue 
de  B.  Cette  correspondance  étant  homographique,  le 
rapport  anharmonique  esl  conservé.  Nous  avons  donc 
démontré  le  l  béoi  ème  ^ui\  anl  : 

Le  rapport  anharmonique  <!<■  quatre  tangentes  <i 
une  cubique,  issues  d'un  point  (/<■  cette  courbe,  est 
constant  (/m-l  que  ^<>it  le  point  que  I  on  consid*  re  sur 
I,i  courbe. 

Les  considérations  précédentes  permettent  de  dis- 
tinguer les  tangentes  qui  se  correspondent. 


[02k/] 

SI  II  LES  TRAJECTOIRES  IIRTIOGOIUALIS 
D'UNE  FILE  l»K  CERCLES; 

Pai  m.  <..   LEM 


Les  trajectoires  orthogonales  d'une  suite  de  cercles 

soiii    déteri ies  par  l'inl<  gralion   il  une  équaliou  de 

Riccati  ;  de  celle  propriété,  établie  par  MM    Em.  Pi- 
el   De  martres,  on  déduil   la  suivante  :  le  rapport 


(  «<>:  I 

an  harmonique  des  points  où  un  même  cer<  le  île  la  hic 
csi  rencontré  par  quatre  des  trajectoires  De  varie  pas 
miel  que  s"ii  !<■  cercle  considéré.  .!<■  nie  propose  de 
démontrer  géométriquement  ce  dernier  théorème. 

1.  Soit  d'abord  une  file  contenue  dans  un  plan. 
Soient  deux  cercles  consécutifs  < .  el  <  !',  soient  \l  et  M' 
les  points  inBnimenl  voisins  où  une  trajectoire  ortho- 
gonale r  les  rencontre  respectivement.  Les  tangentes 
M///,  M' m  aux  <lcux  cercles  sont  deux  normales  infini- 
ment voisines  de  1";  doue  m  M  =  ///  U  .  aux  infinimenl 
petits  du  second  ordre  près;  par  suite  m  e>t  >m  l'axe 
radical  o  de  C  et  C.  Les  tangentes  en  M  el  M  se  cou- 
pant sur  S,  ces  deux  points  sonl  des  points  correspon- 
dants dans  riiomologie  d'axe  8,  qui  transforme  <  !  en  ( .  . 
Comme  l'homologie  conserve  le  rapport  an  harmonique 
de  quatre  points  d'une  conique,  le  théorème  est  établi. 

La  démonstration  précédente  n'est  pas  rigoureuse, 
niais  il  est  facile  de  la  préciser.  En  effet,  la  différence 
des  longueurs  mM,  m  M!  des  deux  normales  de  T  est 
un  infiniment  petit  du  second  ordre;  la  distance  de  m 
à  l'axe  radie. d  S,  qui  est,  à  un  facteur  fini  près, 

/«.M- — mM'1     ou     (mM       mM       mM    h-mM'), 

est  donc  du  second  ordre.  Soil  U  le  point  où  mM. 
coupe  0}  il  y  aune  tangente  'a.  N  t  (  au  cercle  G'  infini- 
ment voisine  de  ///.M',  et  M,  M'  esi  du  second  ordre 
comme  u,//i.  Mais  il  y  a  homologie  entre  M  el  VI,, 
puisque  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  sur  o; 
donc,  eu  prenant  quatre  points  M,  V  !'.(,)  sur  C 

MNPQ)  =(Mi'N/]  P',Q',). 

En  passant  des  points  M',  aux  points  M',  la  variation 
du  rapport  an  harmonique,  qui  est  fonction  linéaire  des 


■< 

variations  des  paramètres  qui  déunissent  les  points  M  , , 
esl  pai  suite  du  second  ordre. 
I  ii  conséquent  e,  la  ditrérence 

M  \  p  Q     _    MNPQ  M    N    i      !  MNPi 

esl  du  m  «  ond  01  dre,  ce  qui  s'éci  ii 

d  MNP<  i 

MNP -i. 

-J  Dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  rigide,  il 
existe  à  chaque  instant  une  rotation  instantanée;  ici 
nous  pouvons  dire  qu'il  \  a  une  hotnologie  instantanée 
(|iii  transfoi  me  le  cercle  <  !  de  la  lil<-  dans  le  <  en  le  inli  - 
nimenl  voisin  C  :  un  poinl  \l  el  son  transformé  M' 
sont  sur  une  trajectoire  orthogonale  de  la  til»-. 

L  axe  d  homologie  esl  la  corde  il»'  contact  de  C  avec 
son  enveloppe;  le  pôle,  par  lequel  passent  s  la  limite 
les  droites  M  M  .  esl  le  centi  <■  <l«-  <  '.. 

Les  centres  d<  courbure  des  trajectoires  ortho 
nales,  relativement  aux  points  de  ces  trajectoires  situés 
sur  un  même  cercle  I  . .  sonl  sur  l'axe  d'homologie 
correspondant.  En  particulier,  les  points  ou  cet  axe 
coupe  C,  s'ils  sonl  réels,  sonl  points  de  rebrousse- 
ment,  el  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire 
sont  points  d  inflexion  des  trajectoires  correspondantes. 

'A.  Dans  I  espace,  toul  ceci  s  étend  sans  peine  à  une 
fi  h-  flr  sphères.  I .  bomologie  instantanée  qui  transforme 
une  sphèi  «•  en  la  suivante  a  pour  centre  le  centre  de  la 
sphère,  pour  plan  double  le  plan  radi<  al  limite;  chaque 
point  est  déplacé  suivant  la  direction  de  la  trajectoire 
orthogonale.  Enûn  les  axes  de  courbure  de  ces  trajec- 
toires, relatifs  aux  points  de  rencontre  av«  une  même 
sphère,  sonl  situés  dans  le  plan  d'homologie. 


(   "09  ) 

I.  S.  >ii  maintenant  une  suite  de  cercles  dans  l'espace. 
J'appelle  C  el  C'deux  cercles  infinimenl  voisins,  y  I  in- 
tersection de  leurs  plans.  Pour  passer  de  G  à  C,  j'effec- 
tue d'abord  une  rotation  infiniment  petite  autour  d< 
cette  rotation   transforme    <i  en  un  cercle  C",  qui   esl 
dans  le  plan  de  (/;  ensuite  je  Fais  une  bomologie  inû- 
niiiK  ni    petite  qui  change  C/;  en  (.'.  I  n  point  M  de  C 
devient    M.  puis    M';  les  deux  segments   MM'.   M  M 
sont   à  la  limite   perpendiculaires  à  la   tangente  a  <. 
en  M"-,  leur  résultante  MM' esl  donc  à  la  limite  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  M  au  cercle  C  :  c'est  la 
direction  d'une  trajectoire  orthogonale. 

La  rotation  cl  l'homologie  effectuées  ne  changeant 
pas  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  C,  le 
théorème  esl  démontré. 

5.  J'appelle  T  la  transformation,  produit  d'une  rota- 
tion el  d'une  Iiomologie,  qui  (ail  passer  d'un  cercle  < 
au  cercle  suivant  dans  la  tile. 

Lorsque  deux  cercles  consécutifs  de  la  file  sont  sur 
une  même  sphère,  les  tangentes  aux  trajectoires  ortho- 
gonales en  tous  les  points  d'un  cercle  C  forment  évi- 
demment un  cône  circonscrit  à  la  sphère  qui  contient  C, 
etC7;  la  transformation  Test  alors  unehomologie  dans 
l'espace.  La  surface  lieu  des  cercles  de  la  file  les  admet 
comme  lignes  de  courbure  d'un  système;  le  second 
système  est  formé  par  les  trajectoires  orthogonales.  Le 
théorème  démontré  s'énonce  alors  ainsi  : 

Si  une  surface  admet  des  cercles  comme  lignes  de 
courbure  d'un  système,  quatre  li Lines  de  courbure  du 
second  système  coupent  chacun  des  cercles  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 


(     "O    ) 
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GÉNÉRALISATION  Dl  PROBLMI  N  PPAFI 

Par  m    Mai  rii  i    FR1  CHI  l 


Votât  ion  de    M.     Mèrar.         Indiquons  d  abord   la 
notation  que  nous  allons  employer  el  dont  I  idée  est  duo 

à  M.  Mn,i\ . 

Etant   données  //  ! lions  .*,.   ..    ,  xr  de  r  para- 

uici res  '•>, (<>r.  iiniis  poseï  ous 

— (/lu,   r/(o,  .  .  .  </<:, 

I'     '"i '" 

en  désignaul  par  */<•>,  la  différentielle  de  '•>,  el  pai 

I  '     U)| '»,    I 

le  déterminant  fonctionnel  de  .<  , r,   par  rapport 

(  >  1 1  voit  alors  <|u<   la  différentielle  multiple 

,  i  ,  .  .  i     I  »    T\ '",  i        ■ 

a.    .i\c(     le     (Iclci  iinii.iiil     loiirlHiiinrl    - l( 

I  I     '•), ';r  | 

même  i  i <-i i  que  la  différentielle  //r  avec  la  dérivée  i  ,. 

On  démontre   facilement   que,    -«i    r, y,    *<>n\ 

;•    fonctions   «le    //    quantités,    .r, rn   dépendant 

de  '", '■». .  "ii  a 

•^ —        '  ' '/r/ 

si    //         /   .    <    I 

-/         )      ;  .  |  1=0 

si    //  <^  /  . 


(Ml) 

Position  du  problème.  —  Ceci  étani,  nous  voulons 
résoudre  le  problème  ->ui\  anl  : 

Trouver  les  relations  entre  les  quantités  p  u 

i{ ,  ....  /,.  forment  une  combinaison  quelconque  de  r 
des  nombres  i,  ....  n)  et  .»-,.  .  .  .,  ./•„  qui  entraînent 

la  relation 


i     2£  p** ir  Jt  ■''  i ' 


avec        //     r, 


Ou  obtient  le  problème  communément  appelé  pro- 
blème de  Pfàff  pour  /•  =  i . 

Le  problème  ne  se  pose  que  si  .r, rn  ne  sont 

pas  indépendants,  mais  au  contraire  sont  fondions 
de  /'  paramètres  (>),,  ....  u>r.  Montrons  d'abord  que 
l'égalité  i  i  >  ne  peut  avoir  lieu  quel  que  soit  le  sys- 
tème de  fonctions  île  <•>, o>,   </<ti  représentent 

X|, r„,  que  si  tous  les  />  soûl  nuls. 

En  effet,  l'équation  (n  est  équivalente  à  la  suivante 


#i. 


"Di 


-./<•), 


Or  ou    peut,   eu    laissant    aux  crocbets   des  valeurs 

fixes,  donner  aux  quantités     —  des  valeurs  arbitraires 

puisque  les  x  sont,  par  bypollièse,  des  fonctions  abso- 
lument arbitraires  des  u.  Il  faut  doue  que  les  crocbets 

soient  nuls,  e'est-à-diiv  que  Ton  ail 


^      /', ,,  d\   r,; F,-r)  =0  (*i'=I, 


..  n  >. 


en  considérant  .r, vt     ,,  .r,  +i xn  comme 

des  fonctions  arbitraires  de  to2,  ....  ti)r.    Nous  sommes 
ramenés  au  même  problème  où  l  on  a  remplacé  //.  r 


Il 

par   n       i.   r  —  i.    I  n   opérant   successivement    de    la 
même  manit  i  e,  nous  an  i \  en >i  il ii<; 

Y 

qui  <l"it  ivoir  lieu  quelles  <  j  m  •  soient  le-  foni  i  i  «  ■  1 1  s  .1 
qui   i  <    résentenl  les  x  aul  res  que  i      .  Par 

suite  l<  -  /<  sont  né<  ess  liremenl  nuls. 

lution  du  problème  de  Pfajfj  Wns\ 

l'équation    i    n'admet  que  la  solution  banale 

/• 

lorsque  les   i   sont  fonctions  arbitraires  de  '•>, »•>,-, 

<  «  si  à-dire  fonctions  arbitraires  <!<•  /  d'entre  elles. 

(  cas  est  celui  où  toutes  les  n  —r  relation!  indé- 
pendantes qui  doivent  exister  entre  les  x  pour  que  le 
problème  ail  nu  sens  sont  arbitraires,  voyons  ce  qui 
arrive  lorsqu  on  se  donne  un  nombre  déterminé  n  —  q 
de  ces  i  elal  ions  ;  soient 

—       /,    /  j.  .    . .  / -..  i  =  «» 

liremenl .  </  '   //  —  r. 
<     -  relations  indépendantes  sont  résolubles  par  rap- 
port   i  y  des  i  :  on  peut  donc  lea  mettre  sous  la  forme 

... 

Pai  suite,  l'équ  ition  obtenue  en  remplai  anl  .'  . .  .. 
pai   leurs  expressions     I    dans    i    est   une  équation  de 
même  forme  où  n'entrent  que   lea  différentielles  mul- 
tiples de  .r xn.  i  \     cette  équation  devant 

avoir   lieu  quelles  que  soient  lea  // — y — r  relations 
arbitraires  qui  doivent  exister  entre   'v^. '•,.  lea 


coefficients  des  différentielles  multiples  <|ui  \  figurent 
doivent  être  nuls  d'après  ce  qui  précède.  <)n  a  donc 
des  équations  qui  déterminent  d'une  façon  unique 
1rs  j>h       :  dans  lesquels  les  /  son!  supérieurs  à  <•/ 

D(?i, -■■O/y  ■••'■/V/.r,,) 


«. '■~2d1'" '■•'*, '>r  . — ■ — Î77T-    "  -   ■         _=0' 


où   i{ it  sont   inférieurs  à  a  et  où  /    7a>-, 

sont  /■  —  s  des  nombres  /, /,-. 

Les  équations  (3)  et  (.j  >  forment  donc  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation  de  PfafiF  généralisée  (i). 

<  mi  voit  que  cette  solution  dépend  de  q  fonctions  ar- 
bitraires, q  pouvant  prendre  les  valeurs  i //  —  /'. 

El  elle  détermine  </  —  C£__  des  quantités  x,  /»  en  lonc- 
tions  dis  n  —  q  -+-  Cjj —  €>n-a  autres. 

On  pourrait  obtenir  la  solution  générale  en  partant 
des  équations  non  résolues  |  a  i  et  en  appliquant  la  mé- 
thode des  multiplicateurs  à  l'équation  (i)  et  aux  équa- 
tions 

dfji  Xkt,Xk%i    ■  ■  -^/.r-J   =  O, 

qui  son!  conséquences  de  I  a 

Remarque.  —  Dansle  même  ordre  d'idées, on  pour- 
rail  être  amené  à  généraliser  la  théorie  des  transfor- 
mations de  contact  en  cherchant  à  déterminer  des  fonc- 
tions X|,  ....  X.,1,  l\ r,  ....  V, ,r,  ...  des  variables 

x,,  •..,  J"„,  /'i,...,rt  Pi,       1,1  •  •  •  <pii  satisfassent  à 

l'égalité 

2P/« ird(Xi, Xlr)  =^ipiu..  „jr  d(xit r,-,). 

On  aura  une  solution  évidente  (qui  correspond  aux 
transformations  prolongées  de   Lie  i  en  prenant  pour 

X, ,  .  .  . ,  X„  des  fonctions  de  ./  , <•„  qui  définissent 

Ann.  de  Matliemat.,  4'  série,  t.  V.  (  Mars  njoS.)  s 


(  "  I 

une  transformation  réversible  quelconque.  Car  alors 
les  I'  seront  <lrs  Ponctions  bien  déterminées  des  i  el 
deso,  linéaires  el  homogènes  par  rapport  aux  />  : 

-*'  D(\      ....  X/r) 

Mais  il  semble  que  l'on  doive  chercher  dans  une 
autre  voie  une  véritable  généralisation  <!<•  la  théorie 
complète  de  Lie  (en  faisant  intervenir  des  considéra- 
tions <!<'  ralcul  fonctionnel  . 


[L517ea] 

POLYGONES  GAUCHES  II  PONCELET. 

EXTENSION  III  THKOIOK  DE  GAYLB1   \  L'ESPACE; 

Pai   M.  '..   FONTENÉ. 


I.  Caylèj  a  donné  sous  une  forme  remarquable  les 
conditions  de  fermeture  <l<".  polygones  <l<-  Poncelet. 
I  .r  pol\  .:•  »ne  de  "  côtés  de>  anl  et  re 

circonsci ii  .«  la  coniqui    S 
inscrit         .1  la  conique  S 

et  les  invariants  relatifs  à  ces  deux  coniques  étant   ">.  't. 

h' .  8',  si  la  rai  nu-  carrée  «lu  polynôme 

"A      <<■/>■      8  A 

«1i—.  1  iminaiil  '!<•  la  forme  S       hS  ■  es! 

\       l;A   •  <:/,-  ■  \>h    ■  .... 

unditions  au  fermeture  sont  respectivement,  pour 


III 


n  =  3,  5,  ;. 

i 

i 

C 
D 

1» 

1 

=  °, 

c 

H 

l. 

1» 
i; 
F 

l. 

I 

G 

ei ,  poui   //  =  4? 

..  s.   . 

D  -  o, 

1» 
E 

E 
F 

=  0, 

D 
E 
F 

l 

F 

G 

F 

G 
II 

Cayley  a  donné  ce  théorème  en  i853  dans  les  Pliilo- 
sophicnl  Magazine  :  il  la  déduit  de  la  Théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Il  a  donné  en  ic8(3i,  dans  le  Phi- 
losophical  Transactions,  une  démonstration  simplifiée 
qui  a  été  reproduite  dans  The  matheinatical  Paper  s  of 
(  \i)ley  (i.  IV,  p.  292).  .M.  Lelieuvre  a  donné,  en  1900, 
une  démonstration  du  théorème  de  Cayley,  dans  l  En- 
seignement mathématique. 

2.  Extension  m  théorème  de  Cayley  au  cas  de 
l'espace.  —  Etant  données  une  quadrique  réglée  S  et 
une  biquadratique  gauche  C  tracée stu  S,  il  est  géné- 
ralement impossible  d'obtenir  un  contour  gauche  de 
ip  côtés,  dont  les  côtés  soient  portés  par  des  généra- 
trices de  S  et  dont  les  sommets  soient  sur  C'5  si  un  tel 
contour  existe,  il  en  existe  une  infinité. 

Soit  S'  une  quadrique  quelconque  passant  par  C,  et 
désignons  par  0.  8,  ^,  8',  0  les  invariants  relatifs  aux 
deux  quadrique  s  S  et  S';  la  racine  carrée  du  poly- 
nôme 

étant 

A  -+-  B/j  —  Ch*-h  DA3+  E/r  -  .  ... 


les  conditions  de  fermeture  du  polygone  <"tit  respec- 


tivementf  /><>ur  >/<       j .  <>.  8,  . 

D 

D 


D     l 

I      I 


I      l      <, 
F     G     II 


'A.  Min  de  dégager  la  démonstration,  je  montrerai 
d'abord  que,  si  les  conditions  indiquées  sonl  satisfaites 
pour  une  certaine  quadrique  S'  passant  par  la  l>i<|ii  i- 
dralique  C  elles  le  sonl  pour  toutes.  Le  discriminant 
de  la  forme  AS       S  esl 

<:/.-  h  e/ 

si  l'on  remplace  la  forme  S'  par  la  forme  rwS  S  .  on 
considère  la  forme /r  S -H  (mS  N  ou  (/  m  S-t-S', 
dont  U-  discriminant  esl 


'.       m     —  cp  (k  ■+■  m  )5-h.  . . , 


ou 


8  /t*-j-(8-j-4/»8)Ar*-i-(«j       ;  m  8  -  -  6  m'ï  -L       .... 
de  sorte  que  l'on  a,  pour  la  nouvelle  quadrique  S'4, 

Si 

8]      'i   -  j  //(  8, 

°i  = 

8',  =  8'  --    '"  6         /"-  -  ■  ' •  8. 

\  n  nio\  en  d  «  ■  .s  relal  ions 

\     =  o,  .  m:      8, 

tAC       B»  j  \l>       iBC 

•  \l.       iBD      <.  \l        BE      CD 


el   en    supposant,   | »' >u r   simplifier,    S       i,   on    trouve 
lement 


A|=   \.         B,      B       im,        C,       <:  +  Bn  -4-  m», 


et  ensuite 


(    "7    , 
I»,      l>. 

I  :E-        1»//'. 

F,=  F-îEm+     Dm», 
Gi=G  —  3Fm+  3Em*- 


\)/»K 


Dès  lors,  pour  ip  =  8  par  exemple,  la  condition 


Ui 

E, 

F 

E, 

F, 

G 

Fi 

G, 

II 

se  ramène  facilement  à  la  même  condition  sans  indice. 
A  la  dernière  ligne  on  ajoute  la  précédente  multipliée 
par  im  et  la  première  multipliée  par  m-;  à  la  seconde 
ligne  on  ajoute  la  première  multipliée  par  m  :  cela 
donne 

D     E  —  D  m      F  —  j.  E  /»  —  D  m'1 

E      F-Em     G  — aFm  +  Em» 

F     G  —  F  m     H-2Gm  +  Fm! 

On  achève  en  opérant  de  même  sur  les  colonnes. 

Cela  permet  de  supposer  que  la  quadrique  S'  est  l'un 
des  quatre  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  la 
biquadratique  G';  on  a  alors 


4.  La  démonstration  est  maintenant  facile.  Les  deux 
quadriques  S  et  S'  seront  dans  les  conditions  requises 
si  l'un  des  quatre  cônes  passant  par  la  biquadratique, 
et  le  cône  du  même  sommel  circonscrit  à  S  admettent 
des  angles  polyèdres  de  ip  côtés  circonscrits  au  second 
et  inscrits  au  premier;  cela  démontre  la  première  partie 
du  théorème.  Pour  la  seconde  partie,  la  quadrique  S' 
étant  supposée  être  l'un  des  quatre  cônes  en  question, 


M  8 

soient  les  équations  des  deux  quadriques  mises  tous  la 
forme 

A  y*     *    c  »•     •-  /-' 

|r>  équations  des  deux  cônes  sont  alors 

a  i  •■  ■  i  -- 

et,  si  l<s  cinq  invariants  relatifs  aux  deux  quadriques 
sonl  8,  8,  o,  0 .  <-.  les  quatre  invariants  relatifs  aux 
deux  «oiio  s,,ni  8,  B,  cp,  0  .  Dès  lors  les  constantes  \. 
B,  C,  ...  sont  les  mêmes  pour  les  deux  cônes  el  pour 
les  deux  quadriques.  I  ronc.  .  . . 

;i.  Si  l'on  annule  le  discriminant  delà  for  me  /,  S  -+-  S', 
ce  qui  donne  l'équation 

S  /.  •      8  / 

et  si  l'on  désigne  par  a,  h.  c,  </  1rs  racines  de  cette 
équation,  en  supposant  8  =  î,  les  invariants  o,  op,  '>  ,  8 
sonl  <li  s  degrés  i,  a,  3,  4  l)ar  rapport  à  ces  racines,  el 
les  quantités  A.  H.  (..  I).  E,  ...  sont  des  degrés  o,  i, 
2,  3,   i .  ...  :  1rs  degrés  des  conditions 

i»  -.o,        DP '  -  i-:-  —  o, 

sont  dont   3,  3    -  5,  . . .  ou  u-  —  î ,  3-  —  i />-  —  i 

pai  rapport  aux  racines  '/.  o,  <■.  d. 

(».   Exemples.        On  a 

B       »,       c     <*!=£. 

et    la   condition    I)       o,    ou    aBC  :     V.    relative  au 


lig 
cas  > f>  =  j,  devient 

(ïp       |  8<  8*  —  j  v;  i  h  88» 8'=  o. 

On  vérifie  aisément  cette  condition  en  prenant  comme 
tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  aul  res 
que  I)A  et  13C  forment  un  contour  quadrangulaire  situé 

sur  S  et  inscrit  à  S'. 

La  quadrique  S    étant  donnée,  et  un  contour  qua- 
drangulaire  étant  tracé  sur  cette  surface,  il  est  digne  de 
remarque    que   tonte  quadrique   S',   simplement  assu- 
jettie à  passer  par  les  quatre  sommets  de  ce  contour, 
donne  lieu  à  nue  condition  invariante.  On  peut  écrire 

(  a/>  =  î  i  (d-h  a  —  b  —  <•)    : . . .  x  . .  . 

On  a  encore 

(a/>  =  6)    {^d —  a  ±  <Jd —  b  ±  \Jd —  c)  x. .  .  =  o, 

\  [  i  a  —  b  —  c  —  d  )- 
(a/>=8) 

'     ±  4  \f(c  —  a\(c  —  b)[d—a){d—b\]x...  =  o. 

Cette  dernière  condition,  rendue  entière,  est  du 
degré  4  X  3  ou  12,  tandis  que  la  condition  par  un  dé- 
terminant est  du  degré  i5;  le  premier  membre  de 
celle-ci  renferme,  en  effet,  un  facteur  étranger  qui  est 
le  premier  membre  de  la  condition  relative  au  cas 
ip  =  /\. 

La  forme  des  relations  précédentes  est  en  harmonie 
avec  le  faitque  la  quadrique  S'  est  l'une  quelconque  des 
quadriques  passant  par  la  biquadratique  C;  on  peut 
en  effet,  dans  ces  relations,  augmenter  les  quantités  a, 
Z>,  c,  d  d'une  constante  arbitraire  —  m. 

7.  Autre  énonce  du  théorème.  —  On  a  d'abord  un 
théorème  corrélatif  en  prenant  une  quadrique  réglée  S' 
et  une  biquadratique  tangentielle  Cdonl  les  plans  oscu- 


I  I 

laleurs  soienl  tangents  à  S  :  on  considère  alors  an  con- 
tour dont  I'  toienl  poi  lés  par  des  ù  es 
de  S  el  donl  les  plans  des  angles  soienl  osculateura     I 
(  )n  i.iii  intervenir  une  quadrique  quelconque  S  ad  met- 
tan  I  pour  | •  I -i 1 1 ->  tangents  !<••*  pians  osculateurs  d<    I 

imme  deux  quadriques  réglées  sonl  polaires,  réci- 
proques  l'une  de!  autre  (par  rapport  ;•  liuil  quadriques  . 
on  i  en<  "i  e  ce  théorème  : 

Etant  données  deux  quadriques  réglées  S  el  V.  // 
ralement  impossible  d'obtenir  un  contour 
gauche  de  > />  côtés  situé  sur  S  et  ayant  v*  sommets 
sur  S.  nu  un  contoui  gauche  de  \p  côtés  situé  tui  S 
et  ii\(ini  les  plans  de  ses  angles  tangents  </  S5  s  il 
existe  nu  contour  de  l'une  <>ii  de  l'autre  nature }  il 
existe  une  infinité  <lc  contours  de  I  une  el  de  I  nuire 
nature. 

Dans  ce  dernier  < wv.  In  même  chose  n  lieu  en  rem- 
plaçant la  quadrique  S' par  une  quadrique  quelconque 
du  faisceau  ponctuel  déterminé  par  S  et  S  .  01  la  qua- 
drique S  /'<//•  une  quadrique  quelconque  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  pat  S  el  S  , 

Les  conditions  de  fermeture  pour  ■>/>—  \,  6,  8,... 
sont  celles  du  n°  -. 

8.  I  .<  fail  que  "ou  peul  substituer  indifféremment  à 
la  quadrique  S'  une  quadrique. . .,  ou  s  la  quadrique  S 
une  quadrique. ...  correspond  à  des  faits  de  calcul  dont 
le  mécanisme  esl  faciles  saisir. 

Les  équations  ponctuelles  des  quadriques  étant 

S  —  ".         S1  =  o, 
le  dis<  1  un  inanl  de  la  forme 

/  >  -+-  S' 


est 

S  /.  '•  -H  6  k*  -+- . . .  ; 

les  équations  tangentiellea  des  deux  quadriques,  i  « -1 1  **s 
qu'on  les  déduit  régulièrement  de  leurs  équations  ponc- 
tuelles, étant 

X   =5  (),  s' 

le  discriminant  de  la  forme 

est,  avec  des  notalions  qui  se  comprennent  aisément, 

OU 

g'».  /■.  ^_  8'j  o .  /'  -+-  88' ç .  /-  —  8"  S'.  f  •+■  S», 

et  le  produit  par  88'  est 

S. 8  *.  <*-+-  9 .86  '.  ** -H  © . o* o  *.  I* -+-  8  . o' S  .  «  -h  o  .  ô* ; 
le  discriminant  de  la  forme 


KD 


multipliée  par  oo',  est  donc 

8** h-  ftjt»-4-<p*»-+-  S'A  —  8', 

c'est-à-dire  le  cl i s t  ■riminanl  de  la  forme  AS  -h  S 

Sur  des    formes   réduites,    les  équations  ponctuelles 
des  deux  quadriques  S  et  S'  étant 

(S  ax*  +  by*  +  cz*-hdt*=o) 

(  S'  )  a'  x*  + =  o, 

leurs  équations  tangentielles,  après  division  par  o  et  S' 


.  i 

• 

comme 

«  I-dessus,  ^  «  »  ■  •  i 

(S 

i 

" 

'  : 

(2 

\           r. 

.  =  0 

»   ■ 

el  1<>  racines  «lu  discriminaul  de  la  forme  kS  \-S  ou 
de  la  foi  me  /.  ï  +  ï    sont 

a'  \ 

,         ...        OU  rrj         •  •  •  ; 

ri  \ 

<|iic  l'on  remplace  .s  par  wS-f-S',  ou  -  par  m Hf  «+- .22, 
ces  racinea  augmentent  de  •  ///.  et  les  conditions  de 
fermeture  continuent  à  être  satisfaites  si  elles  l'étaient 
primitivement. 

JSutc.  Dans  le  Volume  des  Vouvelles  innales 
pour  19"  i  (p.  1  '•  I  .  j'ai  indiqué  comme  probable 
une  extension  du  théorème  <1<-^  polygones  <\<-  Ponceletà 
l'espace,  pour  des  polyèdres  de  genre  un.  J';ii  réussi  à 
démontrer  complètement  !<•  tbéorème  pour  p  -3, 
y  =  >  [Bulletin  de  la  Société  mathématique).  Pour 
j)  —  .{,  g  =  j.  avec  l<-s  notations  «  1  «  -  la  Note  actuelle,  I  a 
(  ondition  est 

b        r  —  <l  —  a  - 

la  condition 

A  .  il      ■      ri 

<  -1  relative  au  cas  singulier  où,  I»  "^  sommets  du  polyèdre 
ufondant  deux  a  deux,  ce  polyèdre  se  transforme 
en  un  |K>lyèdre  1  8  sommets,  N  racea,  16  .mies,  qu 
précisément  le  polyèdre  signalé  par  M.  Bricard.  Cette 
dernière  condition  est  en  même  temps  celle  que  I  on  1 
obtenue  1  i-dessus  pour  ip  •      1 


minioi.im'iiii. 


Leçons  bub  les  fonctions  di  variables  réelles  ei 

LES    DÉVELOPPEMENTS    IN    SÉRIES    Dl     POLTJNOMES,     profes- 

sées  à  l'Ecole  Normale  supérieure;  par  M.  E.  Borel, 
rédigées  par  M.  Fréchet  et  augmentées  de  Noies  de 
MM.    Painlevé   el   Lebesgue.   —    1    vol.    grand   in -8° 

de  \-160  pages.  Paris,  Gautlner-\  illars,    iqo5.   Prix  : 

i"..)0. 

Ce  Volume  fait  partie  de  la  collection  de  monographies  sur 
la  Théorie  tirs  fonction*  publiée  sous  la  direction  de  M.  Bo- 
rel.  Gomme  les  autres,  il  esi  complet  eu  lui-même  et  n'exige 
pas  forcémeni  de  retoui  sur  le-  Volumes  précédents.  C'est 
ainsi  qu'il  tlelmte  tu  présentant  la  Théorie  des  ensembles, 
-u  ri  m  ut  au  |  mi  nt  «le  vue  de  son  utilité  pour  ce  qui  suii  ra,  bien 
que  cette  théorie  ail  déjà  été  exposée  dans  les  Leçons  sur  la 
Théorie  des  fonctions.  Le  premier  Chapitre  semble,  au  pre- 
mier abord,  un  peu  aride,  mai-  on  voit  rapidement  que  les 
travaux  modernes  relatif-  à  la  Théorie  île-  fonctions  oni 
impérieusement  exigé  des  perfectionnements  et  des  créations 
successives  il. m-  la  Théorie  des  ensembles  qui,  d'ailleurs,  ae 
s'en  sépare  plus  guère.  Ainsi,  quant  aux  nouveautés  intéres- 
santes i'i  en  dehors  'If-  travaux  de  M.  Borel  lui-même,  nous 

signalerons  particulière m  uneèxtension  de  l'idée  de  mesure 

d'un  ensemble,  due  à  M.  Lebesgue,  et,  quelques  pages  plus  loin, 
celle  de  catégorie  d'un  ensemble  due  a  M.  Baire. 

En  abordant  la  notion  de  continuité,  non-  trouvons  d'abord 
la  définition  de  l'oscillation  d'une  fonction,  puis  la  fonction 
continue  elle-même  définie  en  un  point  par  ce  fait  que  son 
oscillation  est  nulle  en  ce  point,  l'idée  de  la  mesure  d'une 
discontinuité  et  celle  de  fonction  ponctuellement  discontinue. 

Le  Chapitre  -e  termine  par  un  résumé  de-  travaux  de  M.  Le- 
besgue sur  le-  fonctions  intégrables. 

I.e  Chapitre  III  étudie  de  façon  tout  à  lait  générale  les 
séries  de  fonctions  réelles  el   rappelle  d'abord  le-  travaux  de 


MM.  Osg I   .1    Irzela.    Le    point    important    esl    surtout  de 

- . i % ■  •  1 1  si  1 1 1 1 <  -.  m.  d(  fon<  lions  i  ontinues  représente  toujours 
une  fonction  continue  ;  il  n'en  es!  rien,  sauf  d'abord  le  cas  de 
corn  ■  •  me     mais,   ainsi   qui     M     Bendîxson    l'a 

montré,  ce  n'esl  pas  là  une  condition  nécessaire. 

I  idition    i   la    fois   nécessaire   ei    suffisante   est    due   •• 

M.  \i/«l.i  qui  esl  ainsi  amené  .1  introduire  une  nouvelle  no- 
tion :  celle   '!<•  convergence  quasi-uniforme.   Noua   voyons 

ensuite  rapidemenl  l'intégration  des  - ave<    les  nouveaux 

perfectionnements  dus  à  M .  Lebesgue. 

Toutes   ces   sidérations    vont    trouver    leur    application 

dans  le  Chapitre  IN  où  nous  abordons  l'étude  des  sériel  de 
polynômes  comme  si  ries  formées  de  fonctions  continues  1  ■  •  «  t 

simples.    Les  premières  méthodes  proposées  1 obtenu   de 

tels  développements  reposent,  -  *  ■  1  fond,  -m  la  considération 
de  fonctions  analytiques  de  deux  variables  pouvanl  se  réduire 
pour  une  valeur  bien  déterminée,  mais  exi  eplionnelle,  de  I  une 
des  variables  .1  une  fonction  de  l'autre  non  1 imenl  analy- 
tique.   Si    la  première   variable   ne  prend   pas  exactement    la 

valeui  1  icepti die  en  question  mais  -  en  approi  h< mra 

un  développement   analytique   représentant    une  fonction  qui 
peut   ne   pas   l'être,   non   |>.i-.   bien  entendu,  <l<-  façon  1 
1.  h-.  .  mais  avec    l'approximation  qu'on  voudra.  Tels  sont,  au 
fond,  les  m<  thodes  de  vVeierstrass  et  de  M.  Pi<  ard. 

I»  autres  démonstrations  sont  fondées  sur  la  proprii  té  d  ap- 
procher, autant  qu'on  le  veut,  d'une  ligne  tinue  au  moyen 

de     .-iii-»iii  —   polygonaux,    ou    bien    sui    l'emploi   des   séries 

tri§ métriques,  méthodes  qui  ont   l'avantage  de  présentei 

un  caractère  assez  élémentaire.  Ces  résultats  s'étendent  faci- 
lement aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  et   M    Borel  rap 
pelle  ensuite  les  travaux  de  M.   Painlevé  sur  la  r<  présentation 
des   fonctions   par  des   polynômes  lorsque  ces  fonctions  ad 
mettent  des  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  et  que  l'on  veut 
représentei   ■>  la  fois  la  fonction  et   ses  dérivées  pai   une  série 
de  polynômes  et  les  di  rivées  de  celle-ci  prises  terme  ■<  terme. 
I..   1.  sultat  esl  simple  et  revient  ■>  repi   s<  utei  d'abord  ' 
puis    .1    remontei    •>    /  x)   pai    des   intégrations    successives. 
M    Borel  exposi    ensuite   un  procédé  de  développement  dont 
l'idée,  i'  ■  rois,  lui  appartient  en  propre,  et  dans  lequ<  I  •  haque 
terme  esl  de  la  nature  du  terme  d'une  série  trigonomi  trique 
augmenté   d'un    polynôme.    Nous   abordons  ensuite   on   sujet 
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prodigieusement    intéressant.     Les     procédés     | idents     Di 

sont   il-  pas  d'une  science  un  peu  oiseuse?  •  ne  I lion  conti 

mu  ne  peut-elle  |>;i>-  être  représentée  avec  l'approximation 
qu'on  veut,   sous  forme   d'un    polynôme,   en  employant   tout 

simplement  la  formule  d'interpolati le  Lagrange?  M.  Borel 

montre  qu'il  n'en  est  rien  et  donne  un  fort  bel  exemple  d'un 

c;i^  où  la  formule  de  Lagrange  don les  approximations  de 

moins  en  moins  satisfaisantes;  il  rappelle  aussi  des  conclusions 
analogues  dues  à  MM.  Mittag-Leffler  et  Runge  <-i  essaie  <!<■ 
donner  \t\\>'  théorie  générale  de  l'interpolation  non  soumise 
aux  inconvénients  précédents. 

1  >  ;  »  1 1  ~-  le  Chapitre  \  et  dernier,  nous  étudions  la  représenta- 
tion des  fonctions  discontinues,  théorie  presque  entièrement 
dominée  par  les  belles  recherches  de  M.  I!.  Bairequi  prouvent 
que  la  continuité  n'esl  |>;i-  nue  condition  nécessaire,  quant 
au  développement  en  série  de  polynômes,  et  qui  iliiini~~.Mii 
nettement  la  nature  des  discontinuités  des  fonctions  -u -<«| >- 
tibles  d'admettre  de  semblables  développements. 

L'Ouvrage  comprend  ensuite  une  Note  fort   importante  de 

M.  P.  Painlevé  ou  il  -  ;i u i i  aussi  d'un  mode  de  développe ni 

en  séries  de  polynomesi  mais  en  se  plaçant  exclusivement  au 
point  de  vue  des  fonctions  analytiques.  C'est  le  problème 
intéressant  résumé  déjà  |>;n  M.  Hadamard  dans  son  <>u\i 
La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique  •  Col- 
lection Scientia).  Il  s'agit,  en  effet,  de  développements  qui  ne 
sont  plus  astreints,  comme  les  séries  de  Taylor,  à  convergei 
dans  des  cercles,  mais  peuvent  converger  dans  tout  le  plan, 
sauf  peut-être  sur  un  certain  systè le  demi-droites  for- 
mant étoile.  La  méthode  '!<•  M.  Painlevé  revient  aussi,  au  fond, 
à  considérer  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables 
que  I  "ii  développe  d'abord  par  rapport  à  l'une  d'elles.  Si  l'on 
donne  à  celle-ci  la  valeur  particulière  i.  nous  avons  un  déve 
loppemenl  par  rapport  aux  autres  variables,  somme  des  coef- 
ficients de  la  série  primitive,  développement  admettant  d'ail- 
leurs  des  transformations  dans  l<-  détail  desquelles  il  ~-<  i .i î t 
trop  long  d'entrer  ici,  transformations  jouant  un  rôle  fonda- 
mental dans  les  recherches  de  M.  Painlevé  et  qui  dépendent 
elles-mêmes  de  transformations  conformes. 

Vprès  cette  savante  Note,  nous  en  trouvons  une  seconde 
dans  laquelle  M.  Lebesgue  revient  sur  la  démonstration  des 
résultats  fondamentaux  dus  à   M.  Baire,  et  une  troisième  de 


M.  Borel,  i  ii  laquelle  l'auteui  i  tudie  la  i  lassification  detj 

lions  discontinues,  proposée  e i<   pai    M,  Baire,  el  ntre 

li    fécondité   de   celte   nouvelle  notion  en    rappelant   .|n>-  cet 
classes   contiennent    bien    chacune    iflcctivenienl    une    infinité 
de  fonctions  définies  dans  la  i  lasse  n  par  une  ^«- 1  i«-  de  polj 
nomes  />  l.  Buhl  (Montpeltti 


CERTIFICATS  »K  MÉCANIQUE. 


Grenoble. 


I.i'iti  i  m:  i>iiiii.  —  /  ne  plaque  P  circulaire,  infiniment 
mince,  homogène,  est  mobile  autour  de  ton  centre  0  gui 
i  %t  i'i  '  ■  , 

Une  tphère  nom  -  •<■  S  de  centn  G,  est  percée  situant 
un  diamètre  par  un  canal  de  section  infiniment  pi  tite. 

Un  axe  fixe  OZ,  issu  de  0,  traverse  ce  canal  :  S  peut 
tourner  autour  •!<  OZ,  el  glisser  le  long  d* 
De  plut  >  est  assujettie  à  rester  en  contact  avec  le  plan 
de  P. 

/  s  seules  forces  agissant  sur  le  système  proviennent 
dt  i  liaisons,  il  n  i  a  pas  de  frottement,  P  et  S  ont  même 
massi   m  et  m*  me  i  aj  on  a. 

i  Forme/'  les  équations  déterminant  le  mouvement  du 
sj  ttème. 

En  appelant  OZj  l'axe  normal  à  la  plaqué  dit 
du  côté  '/-    x.  étudier  comment  varie,  au  cours  du  mou- 
vement, l'angle  8  OZ  et  02,%.  On  supposera  qu'à 

/   instant  initial  on   ait   -in'l    .     ...    ,  /  — -  ,,. 

il/ 

Comment  doit-on  choisir  les  autres  donnée*  iniii 
pour  que  '  !  <!•  nu  ut  e  immobile  ;  que  sont  alors  les  réacl 

Épmbuvi  pratique.  Un  solide  pesant  S  a\  massi  m  est 
limité  par  un  ellipsoïde  dont  U  <U 

suppose  a       b 

un   fixe,  sur  une  même  horizontale  a.  les  sommets  \,  B 


(  '•;  ) 

correspondant  respectivement  à  l'axe  majeur  et  à  i 
moyen . 

Calculer  le  moment  d'inertie  de  S  relativement  à  a  et 
lu  longueur  du  pendule  simple  y  nchrone  du  pendule 
composé  ainsi  constitué. 

(hi  imprime  à  S.  supposé  immobile  dans  la  position 
d'équilibre  stable,  une  percussion  un  dirigée  suivant 
l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde  .  déterminer  v  de  façon  que 
l'angle  d'écart  maximum  '/ne  peut  faire  S  avec  sa  posi- 
tion initiale  ait  une  valeur  donnée  '»„.  Calculer  la  oit 
de  rotation  de  S  immédiatement  après  la  percussion, 

Applications  numériques  {unités  C.G.S.)  :  /n  =  3oo*; 
a  =  4c,n,  b  =  Vm,  c  =  ■?:"'  ;  80  =  6o€     §  =  98  i"". 

(Juillet  [904O 

Éprei  vk  écrite.  —  Deux  i>nints  matériels  M,  M'  de  même 
niasse  m  se  meuvent  respectivement  dans  deux  plans  P,  P' 
parallèles  entre  eux  et  parfaitement  polis.  Ces  points 
agissent  l'un  sur  l'autre,  leur  action  mutuel/,:  est  une  fonc- 
tion connue  de  leur  distance.  Déterminer  le  mouvement 
des  deux  points. 

Etudier  ce  mouvement  dans  le  cas  particulier  où  l'action 
mutuelle  est  une  attraction  inversement  proportionnelle 
au  cube  de  la  elistance,  les  vitesses  initiales  des  deux  points 
étant  perpendiculaires  à  la  droite  </ui  les  joint ,  égales  en 
grandeur,  mais  de  directions  opposées. 

Soient  Gx,  Gy,  Gz  désaxes  rectangulaires  de  directions 
fixes  menés  par  le  centre  de  gravité  G,  le  planxGy  étant 
parallèle  à  P;  soit  .M  1  la  projection  de  M  sur  xGy. 

On  déterminera  la  position  des  points  : 

1     Par  celle  du  centre  de  gravité; 

20  Par   les   coordonnées  polaires  /•,  0  de    M,.    G*  étant 

polaire. 
Appeler   >a  la  distance  d<s  plans  P,  P'. 

On  suppose  que  la  valeur  absolue  de  l'attraction,  il<i/is 
la  deuxième  partie  du  problème,  est  s mk-,  lorsque  les 
deux  points  sont  à  l'unité  de  distance. 

Soi  1  rioN. 
A   l'aide  du  théorème  des  quantités  de  mouvement  proje- 


I 

on  montre  que  G  se  meut  d'un  vemenl  recliligne  <-i 

uniforme.    I  ■  >  -  sool    animés  d'un  mouvemeni  de 

translation  uniforme,  les  équations  du  mouvement,  rapporté   > 
-  ml  les  m   mes  qui  lienl  fixes.  I  •  i  b<  ■>- 

rème  des  moments  pai  rapport  ■<  l'axe  G  s  el  celui  des  I 
\  \.  -  donnent  deux  intégrales  premières  permettant  d'i  ipri 
mei  l>-  temps  /  et  l'angle  Q  en  fonction  de  r  pai  des  inti  gralcs 
définies. 

Dans  I  i  se  :onde  partie  du  problème,  la  discussi lemandée 

ni  celli  d'un  1 1  inome  bii  ai  i  é  en  r  dont  on  connatl 
déjà  deux  racines,  r,  el       /■  .  r,  étani  la  valeur  initiale  de  r. 

Épbi  i  m:  pratiqi  i  .        Soit  Oxye  un  trièdre  trirectangU 

tant  i  •  nu  al  et  il-  le  haut. 

Un  solide  pesant  S  peut  tourner  autour  de  I  •  i  et  glisn  i 
le  long  de  cet  axe.  De  plus,  un  point  \  de  s  doit  rester  à 
ii/i,-  distance  constante  d'unpoint  fixi   B,  (  es  liaisons  sont 
frottement. 
S    atteint   une  position  d'équilibre  stable   lorsque   son 
centre  de  graviU    est  aussi  bas  que  le  permettent  les  liai- 
sons.  On  admet  que  Ox  passe  par  la  positi  ■      xpon- 
dante  de    \.    I                 B   est  situé  dans  le  /</<//-     i  i 
6,  j        ".   i       h .   < >n   di  signe  / 
la  distance  constante  de   \  à  Os,  par  m  In  masse  de  S, 
/•-//■  I  s, ,n  moment  d'inertie  relativement  à  '  '  ■;  : 

i     0  n  fait  tourner  S  d'un  angle  8  autour  û  par- 

tir de  la  /Hisiiimi  d'équilibre).  Evaluer  le  gl  tsemeri 

■  mltini,  c'est-à-dire  I"  cote  z  <lu  point  \  après  la 
rotation  ; 

Pour   maintenir  S  en  équilibre  dans  cette  position, 

m  agir  sur  lui  un  couple  <l<>nt  l'axt  est  parallèle 
■  i  «  i  z.  Calculer  le  moment  u  de  ce  couple} 

Trouver  la  durét  I  </<  i  oscillations  infiniment  petites 
ilu  solidi  iiuimii  ih  la  position  d'équilibre  stable. 

[pplication  numériq 

a=  Ie",  b  I  'angli    0  -  tt  d  i  un 

cerclt    homogi  n.    ,l,    i      ,l.  /  a  |  "//.  de  m 
enfin  Os  est  un  diamètre  de  v     l  é  ration  de   I"  pé- 

ri unités  i   ,  G   S         I  o£  i . 


Siii.i  TI0N. 

Ii  première  partie  du  problème  précédent   n'offre  aucune 
difficulté;  la  seconde  se  traite  à  l'aide  du  principe  des  vil 
virtuelles,  la  troisième  par  la  méthode  classique. 

(  oir,  à  ce  sujet,  ta  théorie  de  la  balance  bifilaire,  <  1  ;i  1 1 -  les 
Leçons  sur  l'Electricité  et  le  Magnétisme  (t.  II),  >\>- 
MM.  Mascari  el  Joubçrl.  i  Novembre  \>,<>\. 

Lille. 

Êpreuvr  kciutk.  —  I.  application  du  théorème  de  Co- 
riolis  aux  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre, 
eu  égard  à  la  rotation  de  la  Terre. 

II.  Mouvement  apparent  du  pendule  sphérique.  Cas  par* 
ticulier  de  l'expérience  de  Foucault. 

Épreuve  pratique. —  I.  Un  trièdre  Oxyz  est  animé  d'un 

«v 

-C, 

c, 


mouvement  quelconque.  Un  point  matériel  lancé  à  l'in- 
stant t  d'une  position  .M  avec  une  vitesse  relative  \  décri- 
rait, sous  l'action  d'un  certain  milieu,  une  trajectoire 
apparente  G]  et,  sous  l'action  d'un  autre  milieu,  une  tra- 
jectoire apparente  Cj,  G|  et  Cj  étant  tangentes  <i  \  en  M. 
Soient  M,  et  M:  les  positions  qu'aurait  occupées  d<ms  les 
deux  cas  le  mobile  à  l'instant  t-rlt.   Calculer  la   limite 

du  vecteur  <p  =  -= —  quand  A/  tend  vers  zéro,  et  démon- 
te* 
trer  que  ce  vecteur  est  indépendant  du  mouvement  des 
de  coordonnées. 


Ann.  de  Mathémat .,  .'('  série,  t.  V.  (Mars  i<j.>5.) 


(  '  I 

II.   /  //  disque  circulaire  homogène  infiniment  mince  de 
mus*!-  m  et  de  rayon  H  u  meut  dans  *"it  plan.  A  un  ins 
tant  donné,  le  centre  instantam  tl>  rotation  est  un  point  \ 
</<•  lu  circonférence  du  disque. 

I',i  usquement,  par  une  percussion,  on  fixe  un  j>"int  B  de 
lacirconj  !  I que  l'arc  \\'<  toit  le  tiers  de  la  circon 

férence.  On  demande  le  nouveau  régime  dei  vitesses  det 
point»  du  disque  après  cette  percussion. 

I  Norembre  i  g 

Marseille. 

Éprbuvi   l'i.m.        Dam  un  plan  vertical,  on  donne  mu 
droite  fixe  Ox  inclinée  d'un  angU  i  tur  l'horizontale. 


s       -,//,'  droite  glisse  sans  frottement  um-  plaque   \l;i 
dont   />■    bord  supérieur    \\'<   est    horizontal,    et  dont   le 
bord  \{  I  s'appuie  sur  0  r. 

/     point  \  est  relié  au  point  fixe  0  par  un  fil  élastique 
dont  on  néglige  I"  masse  et  qui  s'allonge  proportionnel- 
lement "  la  tension.  Il  doublerait  de  longueur  tous  l'ac- 
d'un  poids  <  -<il  >i  celui  de  I<<  plaque. 
S    i  /<■  bord  \  B  de  la  plaque  est  placé  un  point  E  pesant 
dont  i<  /■"ïil^  ■  à  celui  de  la  plaque.  Ce  poids  peut 

as  frottement  tui    \.h. 
Etudie/    le   mouvement  d  lèmt    en  suppo     nt  que 

-  initiales  sont  nulles  et  que  le  /il  OA  a  primiti- 
i         •.  i  sa  Ion  _'/'  ur  naturelle. 

i.  bord  W>  de  la  plaqut  était  dépoli,  que  devrait 
>'//'  /■  coefficient  de  frottement  />"in  que  le  point  I-  ne 
t*liss<  pas  tur  \  B  ' 


(  '•">'  ) 


Solution. 

Le   point   E  décrit  une  verticale.  Suit  \  la  pression  de  ta 

plaque  sur  le  point  E,  soit  OA  =  x,  soient  //■  la  masse  de  la 

plaque  el  a  la  longueur  primitive  du  fil,  on  ;i  en  projection 

-m  I  >./■ 

t /-  /*  *y d 

m  — —  =  mg  sin  a  -f-  N  sin  a  —  m  g > 

dt-  a 

et  en  projection  verticale 

d-.r 
m  -jjj  sin  a  =  m:;  —  N. 


On  tire  de  là 

d-.r  g 


\x  —  ail  -+-  i  sin  a)]  =  o. 


dt-         (i-+-sinïa)a 
D'où,  en  tenant  compte  des  valeurs  initiales. 

x  =  a  (  i  -f-  2  si  n  a  )  —  %a  sin  20  cos  (  I  / ^ /  ) . 

\V  a<H-sin*a)  / 

on  a  un  mouvement  oscillatoire. 

S'il  y  a  frottement  et  si  E  est  fixe  sur  la  plaque,  le  point  et 
la  plaque  ne  font  qu'un  corps  et  l'on  a 

d1  x  .  x  —  a 


a-^=a*sina-*_-, 

ce  qui  détermine  x. 

L'équilibre  relatif  de  E  s'obtient  en  ajoutant  la  fore*  d'en- 

(/-  /• 
traînemenl  dont  la  projection  m  —?—  osa  doit  faire  équilibre 

au  frottement  N/.  On  trouve  N  comme  plus  baut,  et  N/ s'ex- 
prime en  fonction  de  x.  Il  faut  que  f  soit  au  moins  égal  au 
maximum  de  la  valeur  trouvi  e. 

Épreuve  pratique.  —  En  deux  points  fixes  \  et  •'-  situés 
sa/-  une  même  verticale  sont  articulées  des  tiges  \l;. 
CB,  CD. 


En  B  et  D  sont  articulées  des  tiges  BD    Bl     DE 

I  .  k  ,1,  //./■  ,1,  rnù  ii  \  s'i/ii  articuli  <  i  c/i  I 
/  ./    figure    VBCD   est   un   carré,   lu    //.  >>■    BDE  Ml  un 
triangle  ■  quilatéral. 


En  E  "ii  suspend  un  poids  P  de  1000  •,  trouve»   lex  ten 

M',/l   S      ,/,-V       //-,     N   . 

'///  calculera  et  Von  graphiquera, 

Novembi  «■  i  g 

Nancy. 

Éprbuvi  écrite.  —  Soit  S  un  solide  rigidt  fornu  par  un 
cône  homogène  d<  hauteur  h  Bo  égale  au  diamètre  de 
$a  base,  et  par  um  demi-sphère  homogène  limitée  à  cette 
bast  .  ht  densité  </<■  la  demi-sphère  étant  la  moitit  de  celle 
du  cône. 

I  tomme t  0  du  cône  étant  tupposi  fixe,  combien 
faut-il  imprimer  de  tours  pat  seconde  à  Vaxe  du  solide  S 
placé  horizontalement  pour  '/in-  la  nutation,  dans  le 
mouvement  de  ce  solide  abandonné  à  l'action  dt 
poids,  'lit  une  amplitude  de  lo'  '  Quelle  est  alors  la  pé- 
riodt  de  la  nutation?  Quelle  est  la  vitesse  de  précession 
au  ■  tmmencement  et  à  la  fin  de  chaque  période  ?  Quelle 
i  /■■///!•  ,h  la  courbe  décrue  par  la  projection  du 
<■,  1,1 1  e  de  - 1  a\  itt  du  solide  s  passant  pa 

(Juillet   l 'i" 


Éprruvi    écrite.        Un  point  matériel  pesant  est  assu- 
jetti 'i   ne  pas  quitter  la  circonfèrenct  d'un  cercli    verti- 
cal  de   rayon  égal  à  ">'".  "■■•.  qui  tourne  d  un  mouvement 
uniforme  autour  de  son  diamètre  vertical*  Os  en  faisant 
un  pat  mi  a  ute. 


(  i3 
On  abandonne  le  point  matériel  à  midi,  sons  vit* 
initiale,  en  un  point  donné  \„  du  cercle  vertical}  soit  'k, 
l'angle  que  fait  le  rayon  OA<j  avec  la  nadirale  <>c  Étu- 
dier le  mouvement  du  />"i/i/  matériel  pour  toutes  les 
valeurs  de  §o comprises  entre  ~'<  et  760.  Calculer  en  parti- 
culier la  position  qu'il  occupe  à  6h  du  soir. 

1  Novembre  tgo  [. 

Paris. 

Épreuve  écritb.  —  Un  cerceau  C  homogène  et  pest mt 
glisse  sans  frottement  dans  un  pi  un  vertical  xi  »  y  sur  une 
droite  fixe  Ox,  inclinée  de  [5°  sur  la  verticale.  1  l'inté- 
rieur de  C  glisse  sans  frottement  un  antre  cerceau  Y, 
homogène,  pesant  et  de  même  /nasse  que  le  premier }  mais 
de  rayon  deux  fois  moindre. 

i°  Etudier  le  mouvement  du  système  abandonné  sans 
vitesse  dans  le  plan  vertical  xOy,  en  une  position  ,,ii  les 
points  de  contact  de  <!  avec  "  »  v  et  avec  Y  coïncident.  Cal- 
culer les  réactions  de  C  sur  Ox  et  sur  Y. 

2"  Traiter  la  même  question  en  supposant  que  Y.  au 
lieu  de  glisser  sans  frottement,  engrène  sur  C  de  manière 
à  rouler  sans  glisser. 

Épreuve  pratique.  —  Un  ellipsoïde  de  révolution,  dont 
l'axe  de  révolution  est  vertical  et  a  une  longueur  de  4or"'. 
et  dont  l'équateur  a  un  rayon  île  iocm,  renferme  une 
masse  gazeuse  de  ioç,  pesante  et  en  équilibre  isotherme. 
On  admet  que.  en  c/iaque  point,  la  densité  du  çaz  est 
égale  à  la  pression  mesurée  en  unités  C.G.S. 

Démontrer  que  les  pressions  exercées  par  le  ±raz  sur  les 
parois  1  supposés  solides  i  du  demi-ellipsoïde  situé  au-des- 
sous du  plan  de  l'équateur  ont  une  résultante  uni/pu-  ,-t 
calculer  cette  résultante  unique  en  dynes.  L'accéléra- 
tion g  de  la  pesanteur  sera  prise  égale  à  «»8o. 

(Octobre  190  \. 

Poitiers. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Deux  côtés  d'un  triangle  glissent 
sur  deux  circonférences  fixes;  montrer  pue  h-  troisième 
côté  enveloppe  également  une  circonférence. 


II.    /  ne  barre   homogène   pesante   dont   une   extrémité 
t'appuie    et  peut  tant    frottement    tur   un   />/tin 

incliné  est  abandonner,  sans  \  1 1 1  b.si    imtialk,  "  /  action  de 


/>i  pesanteur;  étudier  son  mouvement.  /!<inti"ii  <lu  plan. 
Votationt  : 

x.  angle  aigu   du  plan   incliné  avec  l'horizon;  on  défi- 
nira   la    position    de   lu    barre    en   donnant   U  i    i 
don  •   l'extrémité   \  qui  appartient  au  plan 

incliné,  l'angle © que  fait  \Yiavecsa  projection   \b  sui 
plan  et  l'angle  ta  de  h,b  avec  lu  ligne  de  plus  grande 
penti  du  plan  ilni^,   vert  le  bas; 

•  I.  longueur  de  la  barre; 

<»./.  horizontale  du  plan; 

•  _  //.   <A   /J u^  grande  pente  dii  igét   vers  lt  bas; 
normale  au  />/<in  vert  lt   haut  {trièdrt  diret 

Epreuve  pratique.  Déterminer  l'ellipsoïde  principal 
d'inertie  qui  correspond  à  un  tétraèdre  homogène.  Mo- 
m  i  ni  s  principau  v,  (Problèmi  m  \ii  i  m  m  :  En  dét  omposanl 
I,  i.  n  ,i,  ,i i ,  ,  n  volumet  ■  U  mentait  <  \  par  dét  plant  parai' 
lèlet  à  l  un.  des  faces,  "u  calculera  le  moment  d'inertie 
du  tétraèdn  /<<//  rapport  à  un  /'/un  quelconqut  passant 
par  le  quatrième  sommet.  (Juillet  ig 


I  1  1. 1  1  \  1    écrite.        I  •  l  m  porte  ra  (angulaire  ho  moi 
par  deux  gondt  à  un  axe   faisant  un   un. 

lui    fait   faire   un  hhl  U     :  a\  1 1    le 
plan  vertical  passant  pat  l'axe  et  on  l'abandonm  à  elle- 


(   i3S 
même.  Trouver  le  moût  emt  ni  et  lei  pressions  sui  h  i  gonds. 
Oscillations  infiniment  petites,  leur  période. 

II.  On  considère  une  figure  plane  invariable  I  .  mobile 
dans  un  f>l<tn  et  un  point  fixe  \  de  ce  plan.  Quel  est  le 
lieu  des  points  M  de  la  figure  F  pour  lesquels  U  rayon 
vecteui  \M  balaie  dans  un  temps  déterminé  ■'  t\  une 
aire  donnée  '.' 

Epreuve  pratique.  —  Un  pendule  simple  oscille  dan s  un 
milieu  raréfié;  la  résistance  très  petite  comprend  un 
terme  proportionnel  à  la  vitesse  et  un  terme  propor- 
tionnel au  carré  de  la  vitesse.  On  demande  l'expression 
approchée   du   mouvement  //uns  une  oscillation   complète 

i  montée,   dese, ut,-  |  eu   Supposant  que    ees  dcu.e  termes  sont 

<les  infiniment  petits  du   premier  ordre  ainsi  q w    l'am- 
plitude de  l'oscillation. 

Nota.  —  Pousser  l'approximation  jusqu'au  troisième 
ordre.  \..\  embre  1904.) 

Toulouse. 
Epreuve  écrite.  —  I.  Un  cercle  non  homogène,  pesant, 

situé  dans   un  plan    vertical,    peut   rouler  sur   une    droite 

horizontale  de  ee  /dan,  assez  rugueuse  pour  empêcher  tout 
glissement. 

Trouver  le  mouvement  du  cercle. 

Calculer  les  composantes  de  la  réaction  de  la  droite. 

II.  Deux  points  matériels  non  pesants,  de  masses  •  gales, 
sont  nodules  sans  frottement  sur  une  circonférence  fixe  et 
se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver 
leur  mouvement. 

Épreuve  pratique.  —  Un  parallélépipède  rectangle,  ho- 
mogène, [osant,   est  mobile  autour  de  sa  /dus  petite   arête 

supposée  horizontale  et  fixe. 
Les  longueurs  des  trois  arêtes  sont  respectivement 

0  ,8,     i'"',t'>.     o'".  1 


I 

Calvulei  d  oscillation 

f  ndule  thui %  /.    vide. 
I  lion  de  la  peianteui  •  -/  de  9°*,  81  /*<//   leconde. 

\    icmbre  1904 


CERTIFICATS  II  lATHEMATIQUES  PREPARATOIRES 

\l\  SCIENCES  PHYSIQUES  II  INDUSTRIELLES. 


Toulouse 


Épreuvi   écrite.        Un  tambour  léger  de  0   ,  a5  de  rayon 
est  monté  sur  un  axe  horizontal  qui  peut  tourner  lii>>< 
ment  sut  lui  mime. 

Su/  ..  tambour  est  enroulé  un  fil  inextensible  dont  l'une 
des  extrémités    V  est  attachée  au  tambour.   I  n  poids  de 


hé 


■  VextrémiU    V>  d'un  bras  rigid    B  B  dt 
,/>  longueur  m<>nt<   d'équerre  sur  l'axe  horizontal  et 
mi  ni  1  -.//.s  avec  lui. 

ige  le  /"«/-/s  du  tambour,  il"  fil  et  du  In *as. 
1     /  in. h.  1    let  petites  oscillations  <lu  système  quand  <m 
;ans  choc,  à   l'extrémité  libr*    \  du   /il  un  tris 

prlit  poidi  'i 

/'      rminet    les   positions  d'équilibre  du   tystinu 
supposant  que  le  poid  hé  en    \  soit  quelconqi 

non  plut    tris  petit.    <  ondition    ■!,    possibilité    de  I  équi- 

h  une  valeui  2  i/u  poids  a  pour 

laque  IL    le  tystème,   lâché  tans  •  ln><\   tend,  tans  <■-<  ill>  / . 

I  l'équilibre.    Trouve»    à    \     pris 


(  ■■•:  i 

l'angle,  avec  la   verticale  inférieure,  du  bras  B  B  dam 
cette  position  d'équilibre, 

i     Montrer  qu'en  accrochant  sans  cime  en  A  "//  poù 
le  système  prendra  un  mouvement  continu  de  rotation  et 
déterminer  les  vitesses  angulaires  successives  à  chaque  pas 
sage  </ii  bras  B'B  par  la  verticale  inférieure. 

Éprbi  vi:  pratique. —  On  a  donné  à  une  certaine  variable  > 
les  vah  urs  successives 

o,     i.    ■>.     ;,    4)     ■• 

et  l'on  a  obtenu,  pour  une  ^fonction  y  de  cette  variable,  les 
vah \urs  correspondantes 

o,     io'>.     2  V.',      (3g,     668,     g  '<  •  ■ 

i"  Vérifier,  par  l'examen  des  différences,  que  la  fonc- 
tion y  peut  être  convenablement  représentée  par  la  for- 
mule 

y  —  a  ./■       b 

Tirer  le  parti  le  plus  avantageux  des  observations  ci- 
dessus  pour  la  détermination  des  constantes  a  et  b. 

I  Novembre  igo  i.  i 

Lille. 

Épreuve  écrite.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires I  ».'-.  I  >  v.  on  considère  la  courbe  l  1"    représentée  par 

l'équation 

x*  =  ay*, 

a  désignant  une  constante. 

i°  Indiquer  le  nombre  des  normales  que  l'on  peut  me- 
ner a  la  courbe  d'un  point  de  <  \x. 

•.>."  M  désignant  un  point  <!••  la  courbe  et  M   le  point  sy 
métrique  par  rapport  a  <  >./•,  trouver  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection ,!•■  la  tangente  en  M  avec  le  rayon  vecteur  ,,xl 
quand  M  décrit  i  V). 

.    Calculer    l'aire    comprise    entre    l'arc    <>M    de    la 
courbe  (T)  et   la   corde   <»M.   ainsi  que   les   volumes     S 
et  I  NN     engendrés  par  la  rotation  <l<-  cette  aire  respective- 


I 

tu,  ni  autour  de  »  »  i    ,  /  J,    <  •  1     </././  miner  le  point  M  </<■ 
/»•//»•  iorte  ifiii     \     ■  '    w      où  nt  ■  -  au  t. 

,     L«  volume     \     étant  supposi    rempli  d'unt    matière 

pesante    dont    lu   densiti    en   chaque    point  est ■ » 

;    représentant  une   constante,   calculer   la   masse   totale 
renft  rmt  ■   à  Vintt  rieur  de  ce  volume. 

ver  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille 
des  courbt  tngendrèi  par  l  ')  quand  le  paramètre  a 
•  arie. 

I  PB)  i  \  i.  pratique.  I  ■  Théorèmi  des  m<  menti  det  quan- 
tités de  mouvements.  Equation  du  mouvement  d'un  solide 
mobile  sans  frottement  autour  d'un  an    fi  \  •  . 

II.   Deux  pendules  simples  A.0  <i  A  0'  sont  dispost 
manière  qu'au  repos  les  deux  très  petites  masses  0  et  0', 


A     A' 


i"*tS 


oœo. 


..  o; 

0T2S 


supposées  sphériques,  soient  tangentes,  et  qut  leur  lignt 
,1,  -  centres  00'  soit  horizontale.  On  écarU  U  penduh  0  \  ' 
ih-  manièru  à  le  placer  horizontalement  en  \.'0\,  dant  i< 
plan  \  VO,  puis  <>u  l'abandonne  à  lui-même  tans  vitesst 
initiale.  Il  se  produit  alors  un  choc,  après  lequel  les  deux 
sphères  0  et  0  t'élèvent  à  des  hauteurs  h  et  h  au-dessus 
,/,-  l'horizontale  00'.  On  demande  de  calcule!  ces  deua 
hauteurs  h  et  h',  en  supposant  que  U  s  deu  t  tpht  res  O  et  0 
soient  parfaiti  ment  t  lastiques. 

Données  :  la  longueur  du  pendule   V O'  est  d*    i      l5;  les 
poids   des   sphères   0   et   0     tont   respectivement   >l< 

\    \  .-in  l > i  •■   i  g 


(   i3g 

Paris. 
Epreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnée  la  chalnt  tte 

(a  constante  positive)  qui  coupe  l'axe  Oy  au  point  \.  on 
prend  sur  cette  courbe  un  point  M.  d'abscisse  x  et  Von 
abaisse  de  ce  point  lu  perpendiculaire  Ml'  sur  Ox;  pins 
on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  «  >'\ 

Calculer  : 

i"  Le  volume  engendré  pur  l'aire  OAMP; 

!    Luire  engendrée  par  l'arc  A.M. 

II.  L'expression 

i  —  e3  i   ,            eJ       , 
— —  d.r  h dy 

i  i  -+-  .c-  i-  i  -+■ ./ •- 

est-elle  une  différentielle  totale? 

En  supposant  que  x  et  y  désignent  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d'un  point  du  plan,  calculer  l'intégrale 


I 


'./(  1  —  e?)   ,  e.y 

— — —  dx  -\ dy 

(i-hx*)*  1-+-X*    J 


le  long  d'une  courbe  allant  du  point  x  =  o.  y  =  o  au  point 
x  =  2,  y  =  4. 

III.  Intégrer  l'équation  différentielle 

d-y  dy       ,     _ 

d.r-  '  dx  *  ~ 

où  /.   est  une  constante  donnée. 

Quelles  sont  les  différentes  formes  de  l'intégrale  géné- 
rale suivant  les  valeurs  de  /'.' 
Examiner  en  particulier  les  cas 

k  =  i ,         /.  =  2 .         A  =  —  3 . 


Epreuve  pratique.       I.   Un  point  pétant  M  est  attiré  pa r 
un  point  fixe  ^  proportionnellement  à  la  distance.  Quand 
/-■  point  M  est  fini ■■•'■  en  <  '  "  b/i«  distam  ■    \'  >      <i  au-d*  i 
I0K4  rfu  point  \,  l'attraction  de  \  »ur  /»•  point  M  0*1  égale 
et  opposée  au  poids  du  point. 


v 


Trouver  le  mouvement  du  point  M.  <•//  tupposant  qu'il 
soit  abandonné  sans  vitesse  au  point  \.  Quelle  est  la  durée 
de  l'oscillation  du  point  M?  Quelle  est  sa  vitesse  quand  il 
arrive  en  <  >  ? 

\i'i-i.i<  \iio\  n'um  brique.  —  £"n  employant  le  système  C.G  S 

0/1    JMl 

II.   Calculer  les  intégrales  d\  finies 

- 


i  m  _  •./■  ///-. 


'/  o,oi  près. 


I  >!  r 

Octobre  1904. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1929. 


t  donnés  deux  points  fixes  F,  \  et  une  droite  a  : 
1     ''  /,  v  paraboles  dt  I    7"'  passent 

t.  Lieu  d<  h      '■    qui  /   ignent  \  aux  points 

pai  aboies  •  oupent  A. 


(  i4i  ) 

(ht  considère  les  cercle»  passant  par  F  et  tans, 
à  A.  Enveloppe  des  <ln>it<-s  qui  joignent  les  /'"int-  ,1.  ■ 
tact  de  a  aux  points  de  contact  '1rs  tangentes  issw     de   \. 

!  Alpha.) 

SOLl  TIIIN 

Par   M.    \.-  11.   <  lOUVEB  I . 

1.   Prenons  pour  axes  de  coordonnées  AI"  el  la  perpendicu 
laire  à  cette  droite  menée  par  A  :  soit   W  —  a. 

La  directrice  d'une  des  paraboles  considérées  sera  tangente 
au  cercle  de  centre  \  el  dé  rayon  a  ;  ce  sera  donc 

./■  cos  0       Y  sin  0  —  h  =  o. 
el  la  parabole  II  aura  pour  équation 

i  ./■  —  a)--v-  y-  =  (x  cos 6  -r-  y  siuO  — 
OU 

(x  sin8  — y  cos 8  )-  4-  2 ai  cos f)  —  i  la;  ■+-  2a  sin  Or  —  o. 

Soient  y=(.rvu\r  droite  AM  el  y  —  mx-z-n  la  droite  A. 
Exprimons  que  ces  deux  droites  se  coupent  sur  II.  Leur  point 
de  rencontre  est 

it  nt 


y 


t  —  ///  /  —  m 

En  écrivant  que  ce  point  est  sur  II.  nous  obtenons 

(i)    »(sin6  —  *cos8)*-H2a(cos6  —  i-+- tsinô)(f  -    m)=o. 

Le  pôle  de  AM  est  à  la  rencontre  de  la  tangente  à  11  en  A  el 
du  diamètre  correspondant  à  là  direction  /. 
Ces  deux  droites  ont  respectivemenl  pour  équation 


(2)  y-  tang 

(3) 


2 

[  |  ./■  sin8  —  y  cos8  1 1  sin8      t  cos8  i 


(  +  a(cos8  +  tsin8 —  i)  =  o. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  en  éliminant  'i  el  t  entre  les 
équations  1 1 1,  ■  •  La  relation  i  1 1  peu!  s'éerire,  ''n  tenant 
compte  de  (3), 

(Y)     /i(*in6  —  £cos8) —  2(2? cos 9 — j>in')n  /  -     m)  =  o. 


.,.' 


■■Il     II!-' 


a-1  —  y* 


a  -  r-  y 
Les  i  elations    i')  el    3    de>  iennenl 

/<[  a  ■  '■'  —  v!  ']-■.»  t       ni     -  o 

ei 

'    ':— .r1  ']  -  aa<  fay      .>  -  i 

ou  bien 

\nxy    ■    :>  m  )  >,  .r'   -   \-  >  -     \n    X  |  '■  •         '  =  O, 

-   \ay        u:      v-  —  > ii  r  it  —  o. 
Le  lieu  chei  i  hé  esl  donc 

—  y*  —  i  a  x)[nx  ■+■  m  i  .'- 

—  ir — <m|/*(./-j  —  _>  -  ' 


i  r~-       i-       //i./'2    -%xy — m  y* —  "ini.r    ■     ■-/>         an 

donc  1  i  i  \  perbole  équilati  i  e 

m    '': — y"1»  —  'i.rv  —  -j.nm.r--  lay      an 

II.   Pour  traiter  la  seconde  partie,  je  prends  comme  axes  I  i 


*</"/) 


droite   a  -i   FO  perpendiculaire  -i  a.   Le  centre  u  d'une  des 
circonférences  V  décril  une  parabole  de  foyei    I    •  i  de  direc- 


(  i43 

trice  A;  ses  coordonnées  soni  donc,  en  posanl  FO  =  d, 

a  '/ 
Les  coordonnées  d'un  poini  C  de  r  sont 


,,,/ 


(l  H-  cosG  i. 


v       B       rf»-»-8«   .    n       i  </-      B«)sin6  -j-îrfS 


el  la  tangente  en  C  a  pour  équation 

x  cos8  -\-  y  sinO  =  X  cos8  -+-  Y  sin 0 

_  i  <!'-  -  p»)(i-t-cos8)-!-  2</3sin8 
■ici 

J'exprime  qu'elle  passe  au  point  \i  />.  g  i  : 
adl  />cos8-+-  tfsinO)  =  (rf*  h  B»  n  i  +  'cosO)  -4-2rfBsin8 

6 

ou,  en  posant  tanp-  =  £, 

(  ',  »  [}'+<£/>**  +  id$t  —  idqt  —  d*—pd  =  o. 

La  droite  BC  a  pour  équation 

y —  3=a"tang-  ou  y — tx — S  =  o. 

La  relation  (4)  entre  les  paramètres  B  el  t  i ttre  que  cette 

droite  enveloppe  une  conique.  L'équation  ponctuelle  «le  cette 
conique  s'obtieni  aisément.  C'est 

(rf  —  />)(#*—  y1)  —  iqxy 

-T-ld(  p  —  d)x  -H  a rfgrj'  -+-  <:/(  /><Y  —  /)2  —  q •  )  =  o, 

li\ perbole  équilatère. 

Remarque.  — ■  On  aurait  pu  se  dispenser  de  chercher  l'en- 
veloppe de  BC  par  le  calcul.  Transformons,  en  effet,  la  figure 
par  polaires  réciproques  en  prenant  pour  cercle  directeur  le 
cercle  de  centre  F  et  de  r,i\ on  F<  ». 


I  i  polaire  récii iue  de  la  circonférenc*    >•>  esl  une-  para 

bole  il  de  foyei  I  passant  en  0,  pôle  de  a.  \u  point  ii\-  \ 
correspond  une  certaine  droite  A,  ii\<-.  La  polaire  de  l!  passe 
en  0;  c  es!  la  tan  _■  m<-  en  0  .i  il. 

V  l.i  droite   \< .  correspond  un  point   I  de  II  situé  .i  l'intei 
section  '!<•  Aj  avec  la  polaire  de  G;   mais  cette  polaire  esl   la 
tangente  .i  il  en  ce  point.  Le  pôle  de  BC  esl  donc  .i  l'inti 
lion  l    des  tangentes  .i  II  en  0  et  en  I,  i  e  dernier  point  étant 

un  de  ceux  où  II  i tre  A;.   La  recherche  de  l'enveloppe 

de  BC  revient  donc  ■>  la  re<  berche  du  lieu  de  I  qui  fajt  l'objet 
•  |i   la  premièi  <■  partie  'l>'  ce  problème. 


QUESTIONS. 


-Jul  I    Sur  la  normale  au  point  m  d'une  ellipse  de  centi 
el  extérieurement    •<  cette  courbe,  ""    porte  le  segment   ////' 
égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  <|ni  aboutit  m  m. 

Démontrer  que  les  droites  pm,  po  sont  également  inclini  es 
-m  les  tangentes  ■>  1"*-1  li | ►—*-  issues  de  /*.  Mwmh  im- 

-2i)\-2     Le    polyèdre  homogène  à   un   seul   côté   de    Môbius 
.i  *i\    sommets    pentaèdres    V     B,    C,   I».   E,  I'.  el    dix    : 

1 1  i.ni^:  nl.ili  es, 

BCD,     CDE,     DE1  .     El  B,     l  B< 

\u>.     \i>r.     \i«:.     \>:\:.     \i:i;. 

en  mettant  pat   exemple  en  évidence  l'angle  pentaèdre  en   \. 
li  quadrique  qui  touche  les  plans  des  faces  autres  '|n<-  I  l  l>. 
et   celle  qui  touche  les  plans  des  Faces  autres  que  EFB,  ont 
leurs  points  de  contact  avec  le  plan  iDB  en  ligne  droite  ai 
|nii-i|u  elles  tou<  benl  cinq  mêmes  pl.ni>  issus  de  V  :  démontrer 

que  le  conjugué  harn ique  de  \  par  rapport  •■  ces  points  de 

i  onta<  L  est  sur  DB.    «  >n  peut  i  emplacei    \  pat  I 

■  ..    FûNTJ  NI 


(  '45) 
[L'ia] 


SDR  LA  THÉORIE  IMS  CONIQUES; 

Pah  M.  Il  \I>\M  VRD. 


1.  Les  propriétés  fonda  mentales,  telles  que  les  consi- 
dère la  Géométrie  élémentaire,  se  divisent  en  deux 
catégories  très  distinctes.  Les  unes  son!  locales,  le> 
autres  projeeth  es. 

Le  passage  des  unes  aux:  autres  me  parait  laisser 
encore  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Pour  passer,  par  exemple,  de  la  définition  focale  de 
l'ellipse  à  celle-ci  :  «  l'ellipse  est  la  projection  orthogo- 
nale d'un  cercle  »,  l'élégante  démonstration  de  Cour- 
celles  ne  laisse  pas  d'être  assez  artificielle  el  «le  faire 
apparaître  ces  deux  définitions  comme  assez,  éloignées 
l'une  de  l'autre.  Le  théorème  de  Dandehn  appliqué  au 
cylindre  conduit,  il  est  vrai,  à  la  même  conclusion 
d'une  manière  assez  intuitive.  Encore  peut-on  désirer 
une  démonstration  directe  et  déduite  de  considéra- 
tions de  Géométrie  plane  :  «  l'ellipse  est  un  cercle 
diiiii  les  ordonnées  ont  été  réduites  dans  un  rapport 
constant  ». 

Comme  on  va  le  voir,  il  suffit,  pour  arriver  à  ce 
résultat,  de  considérer  les  tangentes  à  la  courbe  et  non 
plus  les  points. 

Alors,  en  effet,  on  a  immédiatement  ce  théo- 
rème : 

Si  deux  tangentes  menées,  l'une  à  l'ellipse,  l'autre 
Ami.  île  Mathémat.f  \  série,  t.  \.  l  \\nl  igo5.)  10 


1 1" 

.m  cercle  principal,  te  coupent    e/iï)  sur  l'axe  focal, 
If  rapport  des  segments  il,  il(  |  fie,  \  \  qu'elles  înter- 

i  i«.  i. 


A     F  i       0        ni      F'    A 


cepteni  sur  une  ordonnée  quelconque  est  constant  et 


égal  à  - 


Soient,  en  effet,  u.,  uJ  les  projections  des  foyers  I  . 
F    mu    i.i  tangente  à  l'ellipse,  c'est-à-dire  les  inlei 
lions  de  celte  tangente  avec  !<•  cer<  !<■  principal.  '  >n  a, 
pu  des  triangles  semblables  évidents, 


i  l 


/r- 


i       i  Tu.Ti 


M. us.  m  \|,  <  si  le  poinl  de  contact  <!<•  la  tangent*   au 
«  ercle,  <>u  a  de  même 

TV,1  a' 


d'où .  par  <li\  ision, 


n  ni, 


I    i     I    ,•         I  M,    . 

.Si  maintenant  on  considère  deux  tangentes  à  l'ellipse 
et  que,  par  lis  points  II  où  elles  coupent  I  ,i\<  foi  il, 
■  .u  n i«  1 1 •  •  des  tangentes  .tu  cercle  principal,  inclinées 
sur   I  axe   respeclivemenl   dans  l<-   même  mus  que  les 

entes  données,  l<i  droite  (/ni  joint  !<■  i><>mt  de  ren 


I  i;    | 

contre  des  deux  tangentes  au  cercle  h  celui  <le^  tan- 
gentes à  l'ellipse,  est  perpendiculaire  au  grand  a  1 1 
Car  si,  par  le  point  I  |  fig.  ■•  \  où  se  coupenl  les  i  in- 


génies  an    cercle,    on    mène    une    ordonnée,   les    seg- 
ments t'I,  il'  interceptés   sur  elle   par  les  tangentes  à 
l'ellipse  seront  tons  deux  égaux  à  —  •/!,;  et,  comme  ils 
sont  de  même  sens,  leurs  extrémités  coïncident. 
Passant  à  la  limite,  on  voit  l>icn  que  : 

i°  Deux  points  pris,  l'un  sur  l'ellipse,  l'autre  sur 

le  cercle  et   tels  que    les    tangentes   en    ces  points    U 
coupent  sur  l'axe,  ont  même  abscisse; 

2°  Leurs  ordonnées  sont  dans  le  rapport  constant  -• 

C'est  la  démonstration  demandée. 

2.  Rien  n'empêcherait  d'ailleurs  de  présenter  ce 
même  raisonnement  si  Ton  voulait  partir  de  la  défini- 
tion de  L'ellipse  comme  figure  liomograph-ique  d'un 
cercle.  11  serait  alors  acquis  que  les  tangentes  aux  points 
correspondants  se  coupenl  sur  l'axe  et  ont  leurs  coeffi- 
cients angulaires  dans  le  rapport-;  on  aurait  succes- 
sivement les  conséquences  suivantes  : 

Le  produit  des  perpendiculaires  menées  à  une  liin- 
genle  à  l'ellipse  pur  les  points  ;j.,  u.'  où  elle  coupe  le 
cercle,  et  limitées  à  leurs  intersections  I  ,  \  avec 
l'axe,  est  constant  et  égal  a  />-'. 


I    >r 
Les  points  I.  F    sont   symétriques  par  rapport  nu 
centre  <  >  de  la  courbe. 

/A  ^>n/  fixes  i  la  puissant  e  de  <  hacun  d'eux  par  rap- 
porl   ni  «ci  i  le  étant  égale  à  / 

<  > 1 1  retomberait  donc  sur  l'ellipse,  définie  comme 
podaire  négative  d'un  cercle  par  rapport  à  uu  point 
intérieur. 

La  seule  question  nouvelle  à  résoudre  sérail  la 
recherche  'lu  point  <l<'  contact  M  de  la  tangente  ainsi 
obtenue.  La  méthode  employée  i  cet  effet  dans  la 
théorie  des  podaires  négatives  montre  immédiatement 
que  la  droite  Ou  passe  par  le  milieu  de  MF  et  que,  pai 
conséquent,  cette  dernière  droite  est  parallèle  i  Ou  . 

Si  l'on  voulait  partir  uniquement  «lu  lait  que  le 
point  M  esl  sur  la  même  ordonnée  que  M,,  la  même 
conclusion  (l  i  ressortirait  aisément  de  triangles  sem- 
blables déduits  de  l'égalité 

TO.T/n  =  T>.  I 

///  étant  la  projection  de  M  sur  I  axe  i  fig.  i  |. 

La  conclusion  en  question  entraine  d'ailleurs  immé- 
diatement la  définition  focale  ordinaire  <1«'  I  ellipse. 

•\.  L'hyperbole  possède,  elle  aussi,  une  propriété 
manifestement  < I •  slinée  à  jouer  dans  •*.•  théorie  le  même 
rôle  que  les  propriétés  précédentes  dans  La  théorie  de 
l'ellipse.  C'est  le  théorème  h'  simple  . 

L  ait  g  du  parallélogramme  oui  a  un  sommet  en 
un  point  d'une  hyperbole  et  deux  côtés  suivant  les 
asymptotes,  est  constante. 

I  ■  ne  proposition  esl  de  celles  qui  ont  leui  plat  c  mai  - 


l    ■  Qclusion    esl    imm  diali     si    l'on    considère   c c 

connue  la  t  tu:- •■  n-  des  pôles  et   polaires  dana  ce  cercle. 


i  (9  ) 
quée  dans  toul  enseignemenl  géométrique  îles  coniques. 
Elle  n "\  a  pourtant  pas  figuré  jusqu'ici.  La  raison  < •  1 1  esl 
dans  l'absence  de  démonstration  élémentaire.  <  >n  n'éta- 
blit babituellemenl  le  théorème  dont  il  s'agit  que  par  des 
calculs  de  Géométrie  analytique  plus  ou  moins  dégu 

On  arrive  au  contraire  à  une  démonstration  géomé- 
trique simple  (qui  pourra  sans  doute  être  simplifiée 
encore)  en  faisant,  pour  L'hyperbole  comme  pour  l'el- 
lipse, ce  qui  esl  fait  classiquement  pour  la  parabole, 
et  s'adressant  aux  tangentes  de  la  courbe. 

Il  suffi t  de  partir  du  théorème  do  Poncelet  sur  les 
rayons  vecteurs  qui  vont  d'un  foyer  aux  points  de  con- 
tact de  deux  tangentes  et  à  leur  point  d'intersection. 
Ce  théorème  s'applique  aux  asymptotes,  les  rayons 
vecteurs  des  points  de  contait  étant  remplacés  par  les 
parallèles  Fa:,  F.r'  (fîg>  3),  menées  de  Faux  direc- 

Pie.  3. 


lions  asympto tiques.   Il  est  alors  facile  d'établir  que  : 

Le  point  de  contint  M  d'une  tangente  à  V hyper- 
bole divise  en  deux  parties  égales  le  segment  11' 
intercepte  sur  cette  tangente  par  les  asymptotes. 


«  r  si  I  .  I.'  -ont  les  pointa  où  les  asymptotes  -<>ni 
coupées  par  le  rayon  vecteur  FM,  il  résulte  du  théo- 
i  «ni.    cité  que  les  triangles   I  1 .1.    I  I.  I  tonl 

isoscèles.  Chacun  d'eus  a  donc  ses  hauteurs  égales  et , 
comme  les  hauteurs  I  II.  I  II  .  issues  de  I  .  sonl  égales 
entre  elles,  il  en  est  «le  même  des  deux  autres  hau- 
teurs IK.  I  K.  .  ce  qui  démontre  évidemment  !<•  théo- 
rème. 

<  ci  prouvé,  il  suffit  d'établir  que  l'aire  du  triangle  011 
instante  ou,  ce  qui  revienl  au  même,  que  le  pro- 
duit <  )l  —  01  esl  constant . 

Or  ce  produit  esl  égal  à  <  M  .  comme  !<•  montrent 
lf>  triangles  OFI,  '  HT,  qui  sonl  semblables  comme 
équiangl 

<  »n  peut  .nissi  prouver  directement  que  le  triangle  011 
esl  'I  .lire  constante,  en  divisaut  ce  triangle  en  deux 
triangles  partiels  par  une  parallèle  Ou  à  FM.  La  somme 
.le-  deux  hauteurs  i  si  égale  à 

IK        I   K        III        III         >h. 

ei  li  base  commune  Ou  esl  égale  à  a.  le  point  u 
n'étant  autre  <|ue  1 1  projection  «le  I"  mu-  la  tangente. 

I  ..i  encore  on  pourrait  aisément  partir  de  la  nouvelle 
définition  pour  retrouver  la  pi  emi<  i  e 

i .  lu  lin  l'étude  des  |.i  oi  ►  i  ■  i  •  '•  t  <  '•  -  fondamentales  «les  co- 
niques i  son  aboutissement  dans  le  ili- ime  suivant  : 

/  ■  perspective  il  un  cercle  est  une  coniqi 

i      n  est  pas  trop  s  avancer  que  de  «lire  que  1  on  n  .i 

pas  une  i  lée  complète  de  ce  que  «  esl  qn'une  conique 

si  |  on  n'a  pas  connaissance  'le  ce  théorème  dans  toute 

énéi  dite,  <  est-è-dire  poui   un  point  de  vue  et  un 

plan  du  fableau  quelconques. 


I    I .')  I    ) 

C'est  ce  <|ui  a  été  compris  dans  le  nouveau  plan 
d'études  :  on  y  énonce  (implicitement)  le  théorème 
doiii  dous  parlons,  mais  à  titre  de  postulat. 

J'avais  précédemment  essayé,  dans  mes  Leçons  de 
Géométrie,  d'en  donner  une  démonstration  élémen- 
taire. En  voici  une  incomparablement  plus  simple    : 

On  commence  par  démontrer  que  la  projection 
oblique  d'une  conique  est  une  conique  de  même 
espèce. 

Pour  L'hyperbole,  c'est  une  couséquence  immédiate 
de  la  définition  aréolaire  considérée  pins  haut.  Pour 
l'ellipse,  cela  résulte  aisément  de  ce  qu'il  existe  une 
ellipse  ayant  deux  demi- diamètres  conjugués  donnés 
en  grandeur  et  position  (ellipse  qu'on  apprend  classi- 
quement à  construire).  On  l'obtient  enfin  pour  la  para- 
bole, en  considérant  l'équation  de  celle  courbe  rap- 
portée à  un  diamètre  et  à  nue  tangente,  on  encore  eu 
envisageant  la  parabole  comme  un  cas  limite  d  ellipse 
OU  d'hyperbole. 

Cela  posé,  soient  P  le  plan  d'un  cercle  dont  on  lait 
la  perspective,  S  le  point  de  vue,  p  le  plan  du  Tableau, 
qui  coupe  le   premier  suivant  une  droite  D  (  fig.  4)- 


Soit  S   un  point  situé  sur  l'axe  du  cercle  donne.  Si   S' 
était  le  point  de  vue,  le  théorème  serait  démontré,  car 


'■'••■'•  ) 

le  iiiiir  (|uil  faudrait  couper  par  le  plan  p  serait  de 

i  c\  '  >lul  ion  . 

Supposons,  en  outre,  que  la  droite  SS'  ne  son  pas 
[).i i  allèle  à  p. 

M  étanl  un  poinl  quelconque  du  cercle,  m  sa 
perspective  sur  /•.  menons,  par  ///,  la  parallèle  mm1 
3  .  jusqu'à  rencontre  en  m  avec  S'M.  Le  point  m 
esl  dans  un  plan  fixe. 

Pour  I  établir,  <>u  mènera  par  m  la  perpendicu- 
laire M\  sur  D,  el  on  la  prolongera  jusqu'à  rencontre 
en  v  avec  la  parallèle  menée  par  S  ■  <  M  V  Ou  ;i 

m  m'         M  ///         \  m 


(  )i-  \  r  esl  constant,  car  !<•  point  y  décrit  une  droite  I  ) 
parai lèle  à  D  |  la  ligne  de  fuite  >. 

Doue  min'  csi  proportionnel  à  N///.  «Ton  résulte 
que  ///  esl  dans  un  plan  fixe  p  passant  par  I). 

Le  lieu  de  ///'  est  la  perspective  du  cercle  donné 
sur  [>  avec  S'  comme  point  de  vue,  c'est-à-dire  une 
con  ique. 

(  )i    le    lieu    de    ///    est     la    projection    oblique    du     lieu 

de  m'.  I."'  Lhéorème  i isl  donc  démontré. 

La  démonstration  serait  en  défaut  si  SS  étail  paral- 
lèle au  plan/'.  Mais  il  suffirait  alors  de  passer  par  un 
point  intermédiaire  S  .  pour  lequel  cette  particularité 
ne  m-  pi  ésenterait  pas. 

(  )n  remarquera  que  nous  avons,  du  même  coup, 
démonl  ré  que  la  perspective  d'une  conique  quelconque 
est   nue  conique.   Il   suffit,    pour  le  voir,    de    prendre 

pour  s    un    poînl  d'où  I  on  voit    la  conique  donner  BOUS 
un  cône  de  révolution. 
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[R4a] 

sut  L'ÉQUILIBRE  DU  CORPS  SOLIDE; 

Pab  m.  a.  tresse. 


Le  nouveau  programme  de  Mécanique  de  la  classe 
de  Mathématiques  spéciales  place  au  début  de  la 
Statique  du  corps  solide  l'élude  des  six  conditions 
nécessaires  d équilibre,  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures ,  qui  s'appliquent  à  tout  système  de  points 
matériels,  deformable  ou  non.  Il  s  agit  ensuite  de 
démontrer  que,  pour  les  systèmes  invariables,  ces  con- 
ditions sont  suffisantes.  C'est  cette  démonstration  que 
nous  roulons  établir  ici  par  une  méthode  que  nous 
croj  ons  nouvelle  et  qui  met  en  évidence  un  cas  d' ex- 
ception intéressant ,  sinon  curieux,  celui  des  corps 
solides  plans  sans  épaisseur,  auparavant,  nous  rap- 
pellerons d' une  façon  sommaire  comment  on  arrive 
aux  conditions  nécessaires  en  renvoyant  sur  ce  point 
à  un  article,  d'une  inspiration  très  heureuse ,  de 
M.  Gouilly,  dans  L'Enseignement  mathématique  ('). 

1.  Soit  d'abord  un  seul  point  matériel,  A,  soumis  à 
l'action  simultanée  de  plusieurs  forces;  pour  qu'il  soit 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  de  ces 
forces  concourantes  soit  nulle,  ce  qui  se  traduit,  en 
projetant  sur  trois  axes,  par  trois  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  : 

(1)  I\  =  <>.        ZV  =  o;         ï/.  =o. 

(')  A.  Gooilly,  Sur  l'enseignement  élémentaire  de  la  Méca- 
nique {L'Enseignement  mathématique,  ni"î,  n°  1). 


il 

"2..  Soil  ensuite  un  n  ttème  Quelconque  de  n  points 
matériels.  Sur  ces  divers  points  agissent  des  forces  :  Les 
unes,    fort    \   extérieures,   provenant    de  causes  exté 
rieures  au  svstème,  les  autres,  /<>/<>-\  intérieures}  pro- 
venanl  des  actions  mutuelles  s'exerçanl  entre  toui 
points  deui    •  deux,  i  i  soumises  au  principe  de  l  •  ga 
lité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

Pour  que  le  système  >oii  en  équilibre,  il  faul  el  il 
suffi I  que  chacun  des  n  points  le  soit,  ce  qui  se  traduil 
par  un  syslèiui  de  \n  équatious  '!<•  la  loi  me  <  i  .  «-.  j  in  - 
lions  que  nous  appellerons  x),  cl  qui  donnent,  poui 
l'équilibre  du   système,   3/j   conditions  nécessaires   et 

Slt[jl\aill  es  . 

Ces  équations  dépendent  des  forces  intérieures.  Le 
principe  de  l'égalité  de  I  action  el  de  la  réaction  permet 
d  en  déduire  ïix  équations  indépendantes  des  forces 
intérieures,  lesquelles  expriment  donc  des  conditions 
nécessaires,  mais  non  suffisantes,  pour  l'équilibre  du 
système.  Nous  |(>  appellerons  (3)j  on  les  forme  en 
égalant  •  séi  o  la  somme  algébrique  des  projections  des 
forci  -  extérieures  sur  chacun  des  trois  axes  de  coordon- 
nées, ainsi  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments 
|Mi  rapporl  à  chacun  des  mômes  axes. 

Rappelons  enfin  que  ces  six  équations  exprimenl 
que  l<s  vecteurs  représentés  par  les  forces  extérieures 
forment  un  sj  ttème  équivalent  à  zéro,  i  est-à-dire  que 
l.i  somme  algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  à 
nu  axe  quelconque  est  nulle. 

1       i  posé,  Ci  insidérons  un  corps  solide,  ou 
tème  invariable,  ce  que  nous  définirons,  au  point  de 
%  ne  mécanique,  comme  un  système  de  points  matériels 
maintenus   par   les   forces   intérieures   à    des  distances 
invariables  les  nus  des  autres,   ces  forces  intérieures 


I    [55  ) 
|Mui\ . 1 1 1 r ,   d'ailleurs,   avoir  des   intensités   et  des    sens 
quelconques. 

Nous    voulons    démontrer    que    les    équations 
expriment  des  conditions  suffisantes  pour  L'équilibre 
d'un  pareil  système,  ce  qui  veut  dire  : 

Théorème.  Les  forces  extérieures  vérifiant  les 
six  conditions  ((3),  il  est  possible  de  leur  associer  des 
forets  intérieures,  soumises  au  principe  de  I  égalité 
de  l'action  et  delà  réaction,  de  façon  que  les  in  ét/ua- 
rio/is  (a)  soient  aussi  vérifiées,  c'est-à-dire  que  chacun 
des  n  points  du  système  invariable  soit  en  équilibre. 

JNous  désignerons  par  F,-  la  force  extérieure  appli- 
quée au  point  A,-  (i  =  i  ,»..... ,  «),  ou  la  résultante  des 
forces  extérieures  appliquées  à  ce  point  quand  il  y  en  a 

plusieurs,  celle  force  F/  étant  nulle  quand  il  n'y  en  a 
aucune,  puis  par  ///  la  force  de  liaison  exercée  par    \ 
sur  A/,  force  dirigée  suivant  la  droite   A,  \,.   mais  d'in- 
tensité et  de  sens  inconnus. 

■4.  Système  de  quatre  points  matériels  non  situés 
dans  un  même  plan.  —  Considérons  d'abord  le  cas 
particulier  d'un  système  invariable  de  quatre  points  \, , 
Aa,  A3,  As,  non  situés  dans  un  même  plan.  De  chacun 
d'eux,  \,,  partent  trois  arêtes  du  tétraèdre  \(  A2Aa  \,: 
ces  arêtes  n'étant  pas  dans  un  même  plan  .  on  peut 
regarder  la  forée  extérieure  F,- comme  la  résultante  «le 
trois  autres  dirigées  suivant  ces  trois  arêtes;  nous  dési- 
gnerons par  F/y  la  composante  portée  sur  l'arête  A    \  . 

En  vertu  des  conditions  |  3  i,  la  somme  des  moments 
des  forces  1/  par  rapport  à  une  arête  quelconque  du 
tétraèdre  est  nulle;  il  en  résulte  <pie  les  deux  loues  F /y 
et  F/,  plaeées  sur  l'ai  été  opposée  sont  égales  et  de  sens 
contraires. 


■  '■■ 

<  >r.  vérifier  les  >/i  =  ia  équations  (ft)  revient  à 
trouver  des  forces  intérieures  maintenant  en  équilibre 
chacun  des  points  V.  Ceci  esl  possible  d'une  manière, 
ri  il  une  seule,  i  ar  \.  esl  sollicité  par  une  force  exté- 
rieure donnée  F,-,  et  par  trois  forces  intérieures  données 
seulement  en  direction  :  <»n  prendra  pour  /,,  une  force 
égale  el  directement  opposée  à  F//.  Mais  alors,  F/;  »'i  Fji 
étant  égales  el  <lr  sens  contraires,  il  <'n  esl  de  même 
de  /  .  les  équations     >     soûl  bien  vérifiées  avec 

<lc->  forces  intérieures  soumises  au  principe  de  l'égalité 

•  le  I  .it  i i  de  la  i  éael  ion .  c.  q.  f.  b. 

5.  Système  Quelconque  de  points  matériels  n<>n 
situés  dans  un  même  plan.  —  Pour  arriver  .1  la  propo- 
sition générale,  nous  pouvons  alors  la  supposer  établie 
dans  le  cas  de  i  //  —  i  i  points  quelconques  \j.  . . . ,  \„, 
et  l'étendre  au  cas  de  n  points  \,.  \-2-  ...,  \„.  aucun 
des  deux  systèmes  n'étanl  dans  un  même  plan. 

Parmi  l<  s  'in  équations  s  .  ou  satisfera  d'abord  aux 
trois  équations   qui   concernenl    I  équilibre  <!<•    \,    eu 

choisissant    les   n —  i   forces   intérieures  ji2 /(„, 

agissant  sur  ce  point  el  de  directions  données,  de  fai  >n 
1 1 ii < -  leur  résultante  ^"ii  égale  et  dire*  temeul  opposée  .1 
1.1  force  extérieure  I,.  <.<ii  esl   toujours  possible,  les 

n — 1    directions  données,    \,  \_. \,A,r   n'étanl 

pas  dans  1 léme  plan,  et  c]esl  |»«»^.^ii»l«-  d'dne  infinité 

de  manières,  chaque  solution  dépendant  <lu  choix  «!<• 
n  —  1  —  .5  =  « —  i  arbitraires. 

Reste  a  satisfaire  au  système  1  *  des  '>■  n  —  1  i  autres 
équations     y  .    système   où    figurent,   d'une   part,    les 

foi  <  es  extéi  ieures  données  I  1 I*  „  «•! .  <l  autre  pai  1 . 

les  forces  intérieures  fn J llK .  déterminées  par  les 

•  onditions  pré<  édentes.  I  m  peul  donc  considérer  toutes 
ces  forces  comme  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
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système  invariable  de  (n  —  i) points  matériels  V. \„. 

Or,  par  hypothèse,  les  forces  I,,  F2,  •••,  '//  satisfont 
aux  six  équations  (rl  |;  dans  chacune  de  ces  équations, 
on  peut  remplacer  la  projection  ou  le  moment  de  I1  ( 
par  une  quantité  égale,  la  somme  des  projections  ou 
des  moments  des  forces y21,  . . .  ,/2/M  cela,  en  verlu  de  la 
façon  dont  on  a  choisi  les  forces  opposées  /,;,,  . .  .  ,  /",„. 
Les  six  équations  ((3),  ainsi  transformées,  expriment 
alors  que  l'ensemble  des  forces  extérieures  F2,  . . . ,  ¥n, 
fz\i  •'•■>  J/it-  appliquées  au  système  invariable  de 
(n — 1)  points  A2,  ...,  Aw,  satisfait  aux  six  équations 
analogues  (,3');  la  proposition  étant  admise  pour  un 
système  de  (n  —  1)  points,  il  est  donc  possible  de  dis- 
poser des  forces  intérieures  restant  inconnues  de  façon 
que  les  3(n —  1)  équations  (a')  soient  vérifiées. 

C.   Q.    F.    I). 

6.  Degré  d'indétermination  de  la  solution.  —  Dési- 
gnons par  kn  le  nombre  d'arbitraires  dont  on  peut  dis- 
poser dans  la  détermination  des  forces  intérieures  pour 
un  système  de  n  points  matériels.  Nous  avons  trouvé, 
dans  ce  qui  précède, 

A;  =  0         et         kn  =  n  —  4  4-  &n    i- 

On  en  déduit 

.  , .  _ .  (n  —  3  )  (n  —  4) 

*b=(b-4)  +  («-5)+...+  2  +  i= —  • 

Ce  résultat  est  d'accord  avec  le  nombre  des  équa- 
tions (a)  et  ((3).  En  effet,  les  Sn  équations  distinctes  (  a) 
donnent  six  relations  (  |iS),  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures, et  six  seulement,  sans  quoi  celles-ci  ne  seraient 
pas  suffisantes;  les  forces  intérieures]   agissant  entre 


i5 

les  //  |nMiiis  deux  a  deux,  i ni  dune gran 

deurs  qui,   liées  par    \n    -6  relations  dislinetes,  dé 
|n  m 1 1 •  1 1 1  bien  <l  un  nombre  d  arbili  lires  égal  à 

i,   h  —  >  n  —  3) (n  —  4) 

—  ,   ,  n        6]         • 


7.    C<w  d'exception  :  systèmes  plans  y  %y sternes 
tilignes.         Notre   raisonnement    suppose  essentielle- 
nu  iit  que  les  points  matériels  <lu  système  invariable  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  ce  <|iii  exige,  en  particu- 
lier, que  leur  nombre  ^'>ii  au  muni-  égal  ■<  quatre. 

11  reste  donc  à  étudier  un  système  de  points  matériels 
Lous  placés  dans  un  même  plan.   Or,   poui    un    pareil 

système,   la   proposili ;st    manifestemenl   «-n   défaul 

lorsque  les  forces  extérieures  ne  ^<mt   pas  toutes  <liri- 
dans  ce  même  plan,  car,  si  la  résultante   I     des 
forces  extérieures  appliquées  en    \,  n'est   pas  dans  le 
plan  du  système,  les  forces  intérieures  <|ni  agissent  sur 
ce  point ,  '  i  qui  doivent  toutes  être  dirigées  dans  i  <■  pi  in, 
ne  pourront  jamais,  quelles  que  soient  leurs  intensités, 
maintenir  \,  en  équilibre.  Il  } »« •  1 1 1  M  ailleurs  existei  «1rs 
es    extérieures   satisfaisant    aux   conditions      3     et 
non  dirigées  dans   le  plan  du   système   :   cest   !<•  i  is, 
exemple,  <!<•  quatre  forces   parallèles,  d'intensités 
égales,   deux   '!<•   même   sens,   appliquées  à  deux   som- 
mets opposés  'I  nu  parallélogramme,  les  deux  autres  de 
sens  contraire,  appliquées  aux  deux  autres  sommets. 

Lorsque,  au  contraire,  les  forces  extérieures  sont 
toutes  dirigées  dans  le  plan  du  système  invariable,  la 
proposition  est  encore  exacte,  saul  un  cas  d'exception, 
celui  d'un  système  <l<-  points  «-n  ligne  droite;  on  I  éta- 
blira facilenx  ut  par  une  analyse  identique  ■!  <  <  Ile  «pic 
nous  venons  de  développer,  débutant  par  l'élude  d'un 


système  de  trois  points,  pour  s'élever  de  là  au  cas 
général. 

Reste  enfin  le  cas  d'un  système  invariable  de  points 
ions  en  ligne  droite.  Ici  encore,  la  proposition  tombe 
en  défaut  si  les  forces  extérieures  ne  sont  |>as  toutes 
dirigées  sur  cette  même  droite,  mais  reste  exacte  dans 
le  cas  contraire. 

Observons,  en  revanche,  que  dans  le  cas  d'un  sys- 
tème formé  de  trois  points  seulement.  \,.  \_..  \  ..  mais 
non  en  ligne  droite,  les  équations  i  (3)  entraînenl  comme 
conséquence  que  les  trois  forces  I •',.  \  ■.  l':t  sonl  dans 
le  plan  \(  A2A3  :  il  en  résulte,  en  effet,  que  le  moment 
de  F|.  par  exemple,  par  rapport  à  la  droite  \  \  . 
esl  nul.  De  même,  dans  le  cas  de  deux  points  seule- 
ment, A,.  \_, ,  il  résulte  des  équations  (jii)  que  1rs 
forces  l"  i .  Fa  sont  dirigées  suivant  la  droite  \,  \_,,  la 
force  I-  ,  axant  un  inomenl  nid  par  rapport  à  toute 
droite  issue  de  \2.  Dans  ces  deux  cas  simples,  la  pro- 
position est  donc  encore  exacte. 

(S.  Sur  la  résistance  des  corps  solides.  —  Les  .  is 
d'exception  que  nous  venons  de  rencontrer  montrent 
avec  quelle  prudence  il  faut  raisonner,  clans  la  sta- 
tique des  corps  solides,  lorsqu'on  ne  tient  pa>  compte 
do  conditions  de  résistance,  c'est-à-dire  «les  limites 
qui  soin  physiquement  imposées  aux  intensités  des 
forces  intérieures  agissant  entre  les  divers  points  des 
corps. 

Nous  pouvous   interpréter  le  cas  d'un  corps  solide 
plan,   sans   épaisseur,    comme   celui   d'un   Corps    dont 
l'équilibre  ne  pourrait  être  réalisé  qu'avec  des   fi  : 
intérieures  infinies,  dès  qu'il  serait  soumis  à  des  foi 
agissant  en  dehors  de  son  plan,  ou  encore,  comme  celui 
d'un  corps  dont  la  fragilité  serait  infinie. 


i6 
Pai  raison  de  continuité,  on  peut  en  conclure  <|u  il 
n'esl  légitime  de  négliger  les  déformations  d'un  sys- 
tème matériel  soumis  k  'les  forces  extérieures  <l  inten- 
sités déterminées,  que  si  ce  système  a  une  épaisseui 
en  rapporl   i\ ec  ces  intensités. 


[K6b] 
SIK  I  \  hllommiON  IIKS  C00RB0WÉIS  TAlIGINtlSLLBS 
BITES      PARALLÈLES     ; 

Pu.    M.    Maurici    d'OCAGNE. 


Pour  opérer  dualisliqueineul  la  transformation  des 
nomo&rammes  à  droites  entrecroisées  en  d  autres  à 
points  al  ignés,  il  suffit,  dans  les  équations  qui  définissent, 
en  coordonnées  cartésiennes,  les  systèmes  cotés  figurant 
sur  les  premiers,  de  substituer  ;i  ces  coordonnées  -les 
coordonnées  tangentieltes.  Théoi  iguement,  on  pourrait 
faire  usage  il  un  quelconque  de  ces  systèmes  pourvu 
que  l'équation  'In  point  et  de  la  droite  unis  v  fut  du 
premier  degré)  el  notamment  'les  coordonnées  plûcké- 
riennes  définies  par  l'équal  ion 

Mus  pratiquement  de  telles  coordonnées  ont  le  grave 
inconvénient  de  ne  pas  représenter  directement  'les 
segments  comptés  sut  les  axes;  elles  en  —  *  »  ■  1 1  les  jn- 
verses,  'I  ailleurs  changés  de  signe.  Cela  n  enti  ine  pas 
seul,  nient  des  longueurs  dans  la  construction  des  gra- 
duations (comme,  par  exemple,  lorsquil  faut,  pom 
une  échelle  logarithmique,  prendre  les  inverses  de  tous 
les    logarithmes  lus  dans  la  Table,   tu    lieu   de  porter 


(  i6i  ) 
directement  des  segments  proportionnels  à  ces  ! 
rithmes,  et  même,  tout  simplement,  de  relever  ces 
segments  sur  la  graduation  d'une  règle  à  calcul  ;  cela 
conduit  encore,  dans  certains  cas,  fréquents  'lm>  La 
'pratique,  à  des  solutions  absolument  inacceptables; 
s'il  s'agit,  par  exemple,  dune  échelle  sinusoïdale. 
comme  on  en  rencontre  constamment  dans  les  applica- 
tions ressortissant  à  la  trigonométrie  sphériqne  (calculs 
nautiques  en  particulier),  on  voit  que  l'emploi  des 
coordonnées  plûckériennes  conduirait  à  une  graduation 
s'élendanl  de  -f-  i  à  H- do  et  de  —  i  à  — v:,  c'est-à-dire 
rigoureuse  ment  impraticable. 

Or,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  a  priori  un 
système  de  coordonnées  tangentielles  proportionnelles 
à  des  segments  comptés  sur  les  axes  et  donnant,  pour 
le  point  et  la  droite  unis,  une  équation  du  premier  degré 
\  oici  une  façon  simple  de  le  faire  : 

Après  avoir  fait  dépendre  linéairement  l'équation 
ponctuelle  de  la  droite  de  deux  paramètres  //  et  v  en  la 
mettant  sous  la  tonne 

nu  -r-  ùi-  —  c  )x    -  l  </  u  —  b'v  +  c'  \y  —  a  h  —  <». 

on  peut  l'écrire 

i       '«/./•  —  a'y~ a"  )u  -\-{bx    -b  y  ---//'  \v-+-cx-i-c'y-\-c'=o. 

Considérons  alors  les  trois  droites 

\  </  ./•  —  a  'y  —  a"  =  o. 

iB)  bx  -+-  b'y  -+-  b'  =  o, 

(C)  —  c'y  —  c'  =  o. 

Si,  comme  on  doit  le  supposer,  leur  déterminant  n'est 
pas  nul,    elles  forment  un  triangle  ABC  dont  chaque 

Ann.  de  Matliemat.,  \"  série,  t.  V.      V %  rit  hjoj.)  l  i 


"•  ) 

•m  mu  h  h  i  -«il  désigné  par  la  lell respondanl  au  calé 

oii|ii  >sé. 

.Si  nous  coupons  la  droite    i    par  la  droite    B    du  M  .. 
non-  avons,  pour  le  poinl  M  d'interseclion, 


< 


a  y  ■+■  h 

Or,  les  termes  de  cette  fraction,  quand  <>ii  \  fait  variera; 
ii  i.  -"ni  proportionnels  respectivemenl  aux  distances 
du  poinl  M  aux  droites  C)  el  \  .  pai  suite  à  l'M  <-i 
i  M< ..  <  >n  a  donc,  en  représentant  par  /  une  constante, 

\M 
'    M./ 

I  )c  même,  bî  la  droite  i  i  I  coupe  l»(  !  en  N . 

BN 

■>   iûTi  ' 

N'  . 

u  étanl  une  autre  constante. 

Introduisons  une  droite  fixe  M„  N,,  quelconque;  nous 

aurons 

\M  M  BN  .  N0C 

"-"'   \M     .   \h  .'  '         '"!:\        M 

Si  nous  rejetons  maintenant  la  droite  \l>.<   l'infini, 

.  \M  BN  ,  .... 

lis  rapports -r»;    el    ..     Lenuanl   vers   l  nmir  'ihimiiii' 

les  segments  MM,,  el  NNo  restent  Huis),  nous  .i\i»n- 
à  I  !  limite 

// .,  .Mi.  .     .  \    ' 

et,  comme  nous  sommes  libres  de  choisir  M,,N,,  telle 
que  u      M'.*    .  V  < .    =  i , 

"    i         -    m' 

1  nuées  plùckériennes. 


(   iô3) 
Poui  avoir  des  coordonnées  u  el  v  proportionnell( 
des  segments  comptés  sur  les  axes  on  \<>it  immédiate- 
ment qu'il  suffit  de  rejeter,  non  pas  la  droite  (C),  mais 
le   point  C  à  l'infini.  Les  axes    \<1  et  VA.  deviennent 
alors  parallèles  et,  en  choisissant  la  droite  M,,  \,  telle 

que  jjjr  -h  g^-  =  i ,  on  a,  à  la  limite, 
u  =  AM,        p  =  BN. 

Ce  sont  les  coordonnées  parallèles  que  nous  avons 
étudiées  en  détail  dans  les  Nouvelles  Annales (3e  série, 
t.  III.  i88{,n.  fio)  et  qui  nous  ont  permis  de  présenter 
sous  une   forme   pratique  les  nomogramines    à    points 

alignés. 


[J4f] 
SUR  LE  GROUPE  OU  LAISSE  INVARIANTE  L'AIRE  GAUCHE; 
Par  M.  Edwin  BIDWELL  \\  [LS<  >N. 


M.  Fréchet  a  récemment  appelé  l'attention  sur  une 
généralisation  de  la  notion  d'aire  (lue  a  M\I.  Peano  ci 
Laisant,  el  il  en  a  montré  les  relations  avec  la  notion 
ordinaire  d'aire  et  avec  le  calcul  fonctionnel  (  '  >. 

J'avais  déjà  donné  une  tout  autre  généralisation  en 
remarquant  que  l'on  pourrait  définir  l'aire  d'une  façon 
quasi-proiective  et  sans  faire  mention  île  la  longueur 
des  ligues.  .1  ai  lait  usage  de  (elle  généralisation  pour 


■it;r<ili>atit>n  des  notions  d'aire  et  >!<■  plan  (X-u- 
velles    Innales  </c  Mathématiques,  juin  i 


i64  ) 
ii  il'lii  des  théorèmes  dans  la  théorie  dea  groupes  pro- 
juctifs  du  plan  oui  laissent  l'aire  invariante    '   , 

I  * 1 1  -  iii .  il  .h  1  leurs,  que  les  transformations  du  plan 
qui  conservent  I  aire  ne  sont  nullement  contenues  dans 
le  groupe  projeclif,  mais  qu'elles  forment  un  groupe 
infini,  à  savoir  le  groupe  dea  mouvements  .1  deux 
dimensions  d'un  liquide  incompressible,  dont  l'équa- 
1  ion  <'.u  m  térisl  ique  est 

Je  rnr  |i!'ii]>n>c.  dans  celte  Note,  de  déterminer  !<• 
groupe  de  1  espace  qui  laisse  invariante  I  aire  gauche 
de  M.  Peauo.  .!<■  ne  me  bornerai  nullement  au  groupe 
projeclif;  je  considérerai  le  groupe  le  plus  général  dont 
1rs  transformations  puissent  se  synthétiser  de  transfor- 
mations infiniment  petites.  Noua  trouverons  à  la  fin 
que  le  1;  1  <  >  1 1  j  »«  •  cherché  □  est  .mire  que  celui  <l<s  mou- 
vements rigides,  1  est-à-dire  dea  déplacements  eucli- 
diens. Voilà  un  résultat  qui  pourrait  sembler  assez 
surprenant  vu  la  grande  généralité  du  groupe  plan  qui 
laisse  invariante  l'aire  au  sens  ordinaire.  I  >i <-n  que  ce 
problème  soit  simple  et  qu'il  ■  t î l  <lù  être  résolu  aupa- 
ravant, je  n'en  puis  trouver  aucune  mention,  route 
fois,  la  méthode  <jiir  je  vais  suivre  pourrait  avoir 
quelque  intérél  et  plus  ou  moins  de  nouveauté. 

I.    Remarquons  d  abord   que,  puisque  I  aire  gauche 


/    _    1  il  .h  1   Lange  unubhànf 
de»    Volumên       Ja     esbericht   der   deuUchen   Malhema- 
1  Kl  A  gênera  ption 

in  the  plum-  \    InnaU  0/ 
Malhematt 

I  -  Il  ////(  ;    Inji 


jouil  dis  propriétés  I'- 1  \  (  '  ),  il  sullii  de  se  borner  aux 
aires  infiniment  petites,  c'est-à-dire  aux  aires  planes 
infinitésimales  (avec  lesquelles  on  peul  ensuite  con- 
struire 1rs  aiics  gauches  limes  par  un  procédé  de  nom- 
ination). Cuis,  ce  n'est  pas  l'aire  vectorielle  S  < pi  il  fau- 
drait conserver,  mais  sa  valeur  scalaire  ^  S. S.  Si  l'on 
voulait  conserver  la  direction  de  S,  on  se  I imiterai I 
forcément  aux  translations,  de  même  que  si  l'on  eûl 
voulu  conserver  la  longueur  et  la  direction  des  lignes. 

Quant  aux  calculs  mêmes  qui  entrent  dans  la  solu- 
tion du  problème,  ils  sont  assez  longs,  et  il  y  aura 
grand  avantage  a  les  abréger  par  l'introduction  de 
l'analyse  vectorielle.  Je  suivrai  les  notations  de  Gibbs, 
dont  .M.  Genly  a  si  heureusement  lait  usage  dans  un 
Mémoire  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  publié 
il  \  a  peu  de  temps  dan?,  le  Bulletin  de  la  Sociale  ma- 
thématique de  Fiance.  Pour  les  détails  du  calcul  vec- 
toriel, je  îenverrai  le  lecteur  au  Traité  (2).  (Je  citerai 
les  pages  de  ce  Traité.) 

Soit  Vf  une  transformation  infinitésimale  du  groupe 
dont  il  est  question  : 

U/=Ç-f-  -+-t/-t--^t-- 
Ox  dy  iiz 

Introduisons  le  vecteur 

L  =  Çi-t-iij-t-Çk; 
d'où 

U/  =  L.V/\ 

Soient  r  et  r'  les  vecteurs  de  deux  points  de  1  espace, 
soient  Vt   et  r,  leurs  transformés  par  U/\   De  la  delini- 


:  tir  Frkchbt,  loc.  ri/. 
C)  Voir  Gibbs-Wilson,  Vector  Analytis  (New-York,  1901). 


Il 

iiim  même  «lu  bj  niboJe  I   /",  on  I  ire 

i  r,       r       ! 

r,       r       L   :/      .... 

Supposons  que  r  >i>n  de  la  hn  nie   r       d\\  dévelop- 
pons L  suivant  les  puissances  «!<•  «/r  «mi  nous  rappelant 

que    p.    |o  i 

./L  -  rfr.VL. 

M  ii  -  i  •    il<\  ienl 

ri  ;         r       <It       L  'r.VL 

en  écarlaul  !<■->  lermes  <l  ordre  supérieur  en  8f  et  en  <lv. 
Retranchons  i  i  l  <!<■  l  :>'  i,  'I  <>u  il  s  ensuit  que 

rfrj=  dr-h  dr.Vl&t      </r.   l      VL $t). 

Cette  expression  nous  donne  la  relation  entre  I  élé- 
menl    linéaire  <7r  «  i   ><>ii   transformé  dri •  Le  polynôme 

<l\  adique 

*       I       VL. 

où  I  représente  l'idemfactenr  |>.  i88),  est  celui  qui 
transforme  les  éléments  linéaires.  («iM^  a  donné  une 
théorie  de  la  multiplication  double  qui  est  particuliè- 
rement utile  pour  la  discussion  '1rs  transformations 
d'aire  et  de  volume  (p.  3o6-3i  5  et  133-334  )<  Le  point 
prini  ipal  est  que  l'on  peut  opérer  algébriquement  sui 
des  dyadiques  presque  «  omme  s  ils  étaient  des  nombres. 
Soient,  en  effet,  '/S  et  «7S,  l'élément  d'aire  et  ïon 
transformé,  «/t  et  dx{  ceus  du  volume,  Si  1  on  a 

./r.'l-, 
on  a  également     loc.  <  il . 

'/S,        '/S.'l-,,  *,=        ! 

dïy         '-  '!•   .  *  #    :  '!•. 


(  '<i;  ) 

2.   Appliquons    maintenant    celte    théorie    au    caa 
actuel  ( |>.    "i 

drt=  dr,(\      VL8*)  =  I  '   hVLc80.rfr; 
d'où  vient 

rfri.rfri  =  ûfir.(]      viw  .>  i      vL,-:/.,/r. 

Développons  en  négligeant  les  carrés  de  0/   : 
<^/ri  .'/ri  =  i/r.\ .  dx  --■   '/r.i  VL  -4-  VL(  \,dr  ot. 

La  condition,  pour  que  la  longueur  se  conserve,  est 

c\  idemmenl 

f/Ti .  a'rt  —  dr.  '/r  : 

d'où 

f/r.   VL       VLi  ).dt  =  o, 

et  cela  pour  tous  les  vecteurs  </r,  ce  qui    entraîne  la 

nullité  identique  du  diadique  (p.  284-286).  Ainsi  nous 

avons 

VL- VL,.=  o. 

D'autre  paît,  on   a,   pour   régir   les   transformations 
d'aires, 

</S,=  rfS.(I-t-VL80ï=  »!  +VLSt)tC.d&; 
d'où 

*/S,  .^/Si  =  </S.<  I  -TLo/h.i  I-f-VLo/h,..(/S. 

Rappelons  la  formule  1  p.  33l) 

(4»-+- V)2=  <1>2-+-  «l>£  W   1    T, 
el  (p.    h')) 

I2-  I  : 

développons  toujours  en  écartant  les  puissances  supé- 
rieures de  0/,  cl   nous  aurons 

JV.../S,-  dS,<  I  +  [$VL8«).i  I-+-  IgVLc8/).rfS 

-  rfS.I .  </S  -  </S  .IviVL-r  VL,  1 .  JS  It. 


(  "' 

Si,  maintenant,  I  aire  ne  doil  pas  changer  <!<•  valeur, 

rfS,.<  /s,      -/s. '/S 
.  I 

,/S.I       VL   •    VL,    .../S 

Cette  équation  a  lieu  pour  n'importe  quelles  valeurs 
•  lu  \ ucteur  «/S.    ^insi 

i      VL      vl,        o; 

d'où,  in  divisant  par  le  dyadique  non  nul  I. 

VL       VL 

(  )n  \<>ii  qu'on  retombe  sur  la  même  condition  qu  au- 
paravant. Le  théorème  que  le  groupe  <|ui  laisse  inva- 
riante l'aire  au  seus  de  M.   lv. est  autre  que  celui 

qui  laisse  invariantes  les  longueurs  des  lignes,  soit  le 
groupe  de  déplacements  euclidiens,  se  trouve  donc 
démonl  i  é. 

Si  l'on  voulait  trouver  la  condition  pour  <|n<'  le 
volume  ne  change  pas,  il  ri  v  aurait  <|u  .1  écrire 

I  I  -;    VL0/13  -  I         I:  :VL^: 

d'où,  en  1  emarquanl  que  1 1       [  et  Ij       I . 

I:VL       VL.      V.L       o. 

Cette  condition  est  bien  conuue.  Elle  exprime  tout 
simplement  le  fait  que  la  divergence  de  L  doit  être  nulle. 

'.).  Exprimons  la  condition  VL  ,  VL,  <>  sous  une 
loi  me  plus  familièi  <   : 

V  =      11  11      •       îk  — 

U  JJ   ~-        jk 

nr  il" 

kl  kj       '  kk 


I    l6g  ) 

L'équation  VL  -+-  VL(:  =  <>  nous  montre  que  le  déter- 
minant des  neuf  dérivées  partielles  esl  un  déterminant 
gauche.  G  est-à-dire  que  1  <>n  a 


d.r 

4r 

= 

=  0, 

ta 

,l  ,■ 

-~ 

£  + 

''.»• 

1      ____ 

dz 

ii.r 

=  0 

(  les  six  expressions  (|iii  sont  identiqueuienl  nulles 
sont  précisément  les  six  fonctions  caractéristiques  bien 
connues  do  la  déformation  bomogène  osculatrice  à  la 
transformation  Uf.  Dans  ces  conditions,  M.  \ppell  a 
montre  que  la  transformation  n'est  autre  qu'un  dépla- 
cement (  '  ). 

Vinsi  notre;  problème  a  été  complètement  résolu  et 
mis  en  harmonie  avec  la  théorie  de  l'élasticité. 

On  pourrait  demander  la  généralisation  aux  dimen- 
sions supérieures,  laquelle  est  fort  simple  A  quatre 
dimensions  on  aura,  par  exemple,  l'aire  plane,  l'aire 
gauche  et  l'aire  doublement  gauche,  pour  ainsi  dire. 
On  aura  aussi  le  volume  ordinaire  à  trois  dimensions  et 
le  volume  gauche  ;  puis  le  volume  à  quatre  dimensions. 
Kl  ainsi  de  suite  pour  des  espaces  à  dimensions  plus 
(•levées.  L'analyse  qui  sert  à  résoudre  le  problème  est 
la  même  que  pour  trois  dimensions. 

Le  théorème  fondamental  est  celui-ci  : 

Dans  l'espace  à  n  dimensions,  le  groupe  qui  laisse 
invariants  ou  In  longueur,  ou  l'aire  (généralisée  i.  ou 
le  volume  (généralisé)  de  trois  jusqu'à  n  —  i   di/iten- 


(')    Voir  son   Traite  de    Mécanique  rationnelle.  I.  III,  p.  a65- 
OÙ  les  mx  équations  aux  dérivées  partielles  sont  intégrées  par  voie 
directe. 


'- 

nons  esl  toujours  te  groupe  des  déplacements  eucli- 

I  .(••>  condil  i'  'n>  anal)  i  iques  si  ml 

VL       VL, 

ou 

.    . 
0  J       ,......„.. 

I  •    I    Ml 

1  ' 

\n    contrarie,    le     ^  i  <  »  1 1  j  >  «  -    qui    laisse    invarianl     !<• 
\  < >l uni c  ;»  //  dimensions  esl  infini  el  régi  par  I  équation 


[Sla] 
RÉSISTANCE  DE  L'ELLIPSOÏDE  IMMERGÉ  l»\\s  l\  FLUIDE 
PARFAIT  INCOMPRESSIBLE.  INTÉGRATION  IIKS  FORMULES. 
EXPRESSION  DES  UN  I  Ils  LPPROCRÉBS.  CAS  W   DISQI  I 
PLAT  ET  DE  L'AIGUILLE; 

Pab  m.  m  \  i  in 


(  )n  -.iii  que  la  résistance  d'un  corps  immergé  il  m> 
un  Quide  parfail  incompressible  esl  le  produit  de  trois 
facteurs  :  l<-  premiei  dépend  de  la  forme  du  corps;  le 
deuxième  esl  la  masse  «lu  Uuide  ayanl  un  volume  égal 
.1  celui  du  corps;  le  troisième  esl  la  différence  d'accélé- 
i  .ii  ion  du  fluide  el  du  <  <<i  \>^. 

1. 1  dét<  rmiuation  du  premier  fa<  Leur  <l  »nne  lieu  à  de 


sérieuses  difficultés;  sa  valeur  pour  l'ellipsoïde  ri'eal  ex- 
primée dans  les  auteurs  < j n«-  sons  forme  d  intégrale;  je 
me  propose  <!<•  rechercher  cette  expression  à  I  aide  des 
fonctions  elliptiques  el  de  montrer  que,  dans  l<-  cas  >'ù 
les  limites  d'intégration  ae  sonl  pas  des  demi  périodes, 
les  valeurs  approchées  sonl  encore  applicables  h  la  pra- 
tique de  la  même  façon  que  les  fonctions  circulaire 

Soient  a .  /',  c  le-*  trois  demi-axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïde, (i^>b^>c\  le  premier  facteur  &<  de  sa  résis- 
tance suivant  l'axe  des  x  est 


J0     (a*  +  X)  \/(  a1  -+-  X  )  (  (>-  —  X  )  (  c1  -+-  X 1 
c       /      ,,,,_. .  >,  ,v  (a«-+-X)(6»-f-X.) 


,/X 
(i)     a,= 


(f^-T-Aj 


Les  valeurs  des  deux  autres  coefficients  b(  el  Ci  se 
déduisent  de  (i)  par  la  permutation  des  lettres  a  et  b 
ou  a  et  c. 

La  question  est  ramenée  à  trouver  la  valeur  de 


I  "  -  —  X  )  vA  «3  -H  X  l  i  6*  —Xi.  r-  —  X 

\  ecl  effel ,  on  pose 

X  =  z  —  ji  (('-—  l 
a*-h  b-  —  a  • 
r»-t-c«  —  2  0»  .. 


L'expression  (2  I  peut  alors  s'écrire 

(4,  x=  r  rf; 


(  '- 

Or,  si  £=pe,  les  limites  d'intégration  seront  pi 


ii 

!)<•  ce  que 


pV  z=    ' 


\     vv  —  ex)(pv  —  et){pv —  e3) 

on  a 

r  —  ■>  dv 

x      / 

Mais  "H  -,  ni  que 

—  e3 
il  en  i  *  *  >  1 1 1 1  «  ■  que 


}>i<  —  e3 


- 


\ 


'ai  intégration 


-    /  [Cj—  p(l>-4-(i>j  t|  rfo. 

2   ».' 


Mais  pv       x  fournil  r      o,  d'où 


\  = 


ci  —  «t) 


-î(t'-«-b>»)]pl 


<  )n  développe  Ç(p  + <*>s)  <-i  Ion   remplace  l<-s  diffé- 
rences ej       '_■'■<      n  parleurs  valeurs  déduites  de 

ri    I  on   obl  H'Ilt 

<  )n  aurai  i  de  même 

1  -a»>(6»-c«)(xg'<>"4-g,>-t-ûPT^Tj' 

Z  =  -^ FVtt  (••'  +  *'  + J  — 

/.-'  )  \  '  pp  —  <-,/ 


(  ■;■»  ) 

L  arguaient  v  est  déterminé  par  pv       ''/-'      /<-'      <-  . 
On  remarque  «  j n *  1 1  est   réel  el  compris  entre  o  el  ai  : 

car  : 

1      Le  module  /.-  = =  — <  1  ; 

<'i       '';i         "-  —  ''- 

<"    pv  =  l(n-  4-  b-  -+-  c~  )    est    plus   grand    <jih-    e{ 
OU    '  (a-  -h  b-  —  c2). 


D'un  antre  côté,  on  obi  ient  les  trois  fractions 


!  pc 


2  p« 
I  p'r  I  p'(J 


■  >     — 


à   l'aide  de  (3)  et  (5);  elles  sont 


a  ,|i  f  —  <j       i   p  r  —  c, 

,       .  ôc     —  c«     —  ab 

égales  a ,  — ;   -, 

n  (l  b  c 

En    remplaçant  dans   (i)  X    par  sa  valeur  (p),   on 

trouve  a,  ;   <>n  détermine  de  même  bi   et  Ci  à   l'aide 

deYei  Z. 

Expression   des    valeurs   approchées.    —    Au    lieu 

de  ç(e),  on  prend  son  terni.1  principal  -  et  l'on  a 

(9)       x=  (*«-&»)(«»- c'A"*3"-;  " 

11  reste  à  calculer  v\  ou  sait  qu'il  faut  tenir  compte 
du  signe  de  e3  ou  de  a2-f-c2 —  -ib-. 

Premier  cas  :  ea<  o.  —  La  demi-période  K  se  cal- 
cule à  l'aide  des  Tables  tic  Lcgendre;  on  sait  (jue 

.      a        c_> —  >■  t        a2  —  b* 

2  Ci  —  t'j  il-  —  C- 

(  )n  remarque  que 

_  62  —  f  * 

—  „ï_cî' 
Dès  lors,  on  obtient  v  par  la  forme  circulaire 


cos  ,"  va'1  —  c- .  v  =  - . 
k  q 


-. 

,l\  I  < 

I   i  I  I   I  —  /  - 

:■ =  Z  

i  i     /.  - 

_  i   \  .  —  >Jex  —  e,  v/j)»,_ ç3  _   i  b  —  ,i  I. 

I  ■         \  ■  , ■        .,/.  I 

D'où 

k  A        ,//.  i         / 

i  | , ,  ,  -    I  1 — , 

A       a*"       i- 

Second  cas  :  ''■■'<■  —  Les  formules  précédentes 
s'appliquent  avec  changement  de  >■>.<_.>■  ./•.  k.  cos 
en  —  '•;. .  —  <■._..  ft .  —  j).  K.',  cos  lryp.  Oi  K  se  cal- 
cule encore  par  les  I  ables  <  1  « •  Legendre;  •<  I  .aAr  de 

.      /-        «  6»-c' 

- 

(  )n  en  déduit 

K  b i 

(n        ,  = =arc.coshyp.- 

"\ 

L<  -  formules    g  •.     io    el   (i  i)   fournissent  donc  le 
moyen  de  calcul*  r  \:  pour  obtenir  ^  el  /.  il  faut  cou 
sidéi  ■  i 

tic  I  l 

v  a  la  précédente  \  aleur  (io)  ou  (i  i). 

/  llipsoïde  de  révolution  tiji/iiti.  Disque  circulaire 
j)l<ii .  Lorsque  a  =  &,  / -'  o  el  les  fonctions  ellip- 
i  iqui  raèrent    «  ■  1 1    fouettons   <  ii  culaii  i    \ 

prennent   la  forme      el  il  faut  leur  appliquer  la  règle 


élémentaire  de  la  dérivation.  Quant  à  /,  les  formules 
de  dégénères^  ence  conduisent  successivement  à 


i  a1  —  c1  )*  V  c  >. 


i  ^/  — 


—  C1  •      V  "  '        '-J 

I  arcsin- ■ 

\        c  a 


Poui  le  disque  circulaire  plat,  c  ('tant  très  petil   par 
rapport  à  </,  a- —  c-  tend  sers  a-;  d'où 

«•*  \  c         >  / 
Dès  lors 

Le  rapport  — est  très  grand;  mais  le  second  facteur 

de  la  résistance  devient  très  petit,  puisque  c'est  la  m 
du  Quide  avant  le  volume  du  disque;  on  prend  le  rap- 
port du  produit  de   ces  deux    facteurs  au   produit  des 
deux  fadeurs  relatifs  à  la  sphère  de  même  rayon  que  le 
disque;  le  premier  facteur  esl  ^,  on  a  ainsi 

-,  k 

|    ,  ~<i-r  ,    a  — c  - 

H-  ilu  disque  a  ■  4  > 

(i5) 


Ra  de  la  sphère  a  i    i 


(.<■  rapport  tend  vers  _  avec  c  tendant  vers  o.  D'où, 

si  H.,.=  Kv=(i.  c'est-à-dire  si  le  disque  se  meut  per- 
pendiculairement à   sou  plan,   sa   résistance  se    réduit 

à  (  1 5  . 

Ellipsoïde  de  révolution  allongé.  Double  aiguille. 
—  Dans  ce  cas,  /;-=  c2,  h2=  i  et  il  y  a  dégénérescence 


(  «:■ 

des  fondions  elliptiques  en   fonctions   hyperboliques. 
i  el  /,  prennenl  l.i  (orme 

<     >IMII  I        .1        \    .      MU        .1 


\  /        

/  ,       "        I  v  "-' 

/  —  '  — 


Pour  la  double  aiguille,  c  csl  très  petit,  >'- —  >-  Lend 
\ ers  h-,  d'où 

el 

log  —  log i 

a9  c         'i  ■  c 

a,  = h ; ; » 

a         a  .       "  '  ,       "  ' 

ai  i<'ii(l  vers  o  avec  <■.  comme  !«•  volume  esl   1res  petit, 
<>ii  peu!  dire  que  l».r  =  o. 


i:ii!iiin.ii\i'iin. 


[rTRODOCTIOD     \    I  \    GéOMÉTMl     Dl      I  ROI  SI  i  M  I    ORDRE  J 

par  M.  /  .  Dumont,  professeui  au  ly<  ée  <l  \nn<  <  v.  — 
i  vol.  iii-S  de  ix-3i3  pages.  Annecy,  J.  Depollicr; 
1904. 

l 'm-  sa  Pr<  1  '•  1  .  M .  I  » u m.  11 1  nous  annonce  que  son  Oui 
esl  une  oeuvre  <l  étudiant  :  il  Berail  1  souhaiter  que  nous  ayons 
dans  ii"-  écoles  de  France  beaucoup  d'<  tudiantt  de  1  •■  genre, 
rompus  aux  méthodes  pédagogiques  el  sachant  exposeï  une 
question  aussi  1  laii  emenl  ! 


-:  ■ 

Depuis  Chasles,  la  Géométrie  pure  lommeille  ua  peu  en 
France.  Lee  belles  leçons  de  M.  Darboux  <>nt  orienté  tonte 
h  m <-  jeune  école  vers  la  Géométrie  infinitésimale  et  cinéma* 
tique.  Les  travaux  de  Lie  et  les  progrés  admirables  de  la 
Théorie  «les  fonctions  ont  attiré  le*  antres  rers  des  spécula 
tions  analytiques  d'un  caractère  élevé.  Mais  la  Géométrie 
pure,  celle  qui  ne  puise  ses  sources  que  dans  les  éléments 
d'Euclide  et  l'Algèbre,  perd  du  terrain. 

C'est  un  peu  pour  faire  revivre  la  tradition  mourante,  an 
peu  pour  fournir  aux  jeunes  étudiants  un  sujet  attrayant  pour 
leurs  méditations,  et  aussi  pour  placer  en  lumière  quelques 
travaux  personnels  fort  intéressants,  que  M.  Dumont  a  entre- 
pris «le  taire,  en  un  Ouvrage  didactique,  l'exposé  systématique 
des  propriétés  fondamentales  des  cubiques  planes  et  des  sur- 
faces du  troisième  ordre. 

La  lecture  du  premier  Chapitre,  qui  contient  l'étude  des 
ternes  de  points  sur  une  droite  et  des  involutions  cubiques, 
porterait  d'abord  ;i  croire  que  l'auteur  va,  à  l'instar  de  Clebsch. 
Cayley  et  d'autres,  se  placer  sur  le  terrain  des  formes  algé- 
briques et  faire  cette  -orte.de  Géométrie  algébrique  qui  n'est 
qu'une  adaptation  du  langage  géométrique  à  l'énoncé  de  faits 
de  calcul. 

Mais,  aussitôt  après  avoir  donne  succinctement,  de  celte 
théorie,  ce  dont  il  avait  besoin  pour  la  suite,  M.  Dumont 
abandonne  le  calcul  pour  ne  faire  que  de  la  Géométrie  réelle. 
celle  qui  traite  des  formes  et  des  propriétés  graphiques  des 
figures  qu'elle  envisage.  A  ce  point  de  vue,  le  Chapitre  IV 
est  caractéristique  et  sa  lecture  seule  suffit  pour  préciser  les 
intentions  et  les  vues  de  l'auteur. 

La  classification  de-  cubiques  peut,  en  effet,  se  faire  de 
deux  façons  distinctes.  L'une,  purement  algébrique,  qui. 
n'ayant  pas  égard  à  la  forme  graphique  de  la  courbe,  n'envi- 
sage que  son  équation  et  groupe  ensemble  toutes  les  courbes 
dont  le-  équations  se  ramènent  projectivemeni  au  même  type 
canonique.  Dans  une  telle  classification,  les  invariants  de 
la  forme  cubique  jouent  évidemment  le  rôle  fondamental. 
L'autre,,  et  c'est  celle  qu'adopte  M.  Dumont,  consiste  > 
grouper  ensemble  les  courbes  qui  ont  la  même  forme  gra- 
phique. Dans  ce  cas,  les  invariants  ne  jouent  plu-  qu'un  rôle 
secondaire,  puisque,  pour  deux  courbes  de  forme-  très  voi- 
sines, l'invariant  du  rapport  anharmonique  de  quatre  tan- 
imt.  </e  Mathémat.,  \'  série,  t.  V.  (Avril  igo5.)  12 


pentes  issues  d'un  poiol  pétri  avoir  <{<■•.  valeurs  différentes 
tandis  qu'il  peul  ne  pas  différer  |> leux  cubiques  graphi- 
quement Foi  i  distinctes. 

1  * I ;n  <*  ^ui  <  «•  terrain  bien  net,  l'auteui  étudie  successive 
ment,  dans  deux  Parties  conçues  sur  le  même  plan,  les 
cubiques  planes  el  les  surfaces  cubiques  Ce  parallélisme 
voulu  entre  la  Géométrie  plane  •■!  celle  de  l'espace  |irrmet 
ainsi  de  mettre  ■>  la  fois  en  évidence  les  analogies  el  lea  dis- 
semblances. 

Propriétés  générales,  modes  de  génération,  pôles  el  po- 
laires, singularités  ponctuelles  el  tangentielles,  intersec- 
tions, etc.  sonl   méthodiquement  étudiés  ave*    soin. 

Visiblement,  M.  Dumonl  a  toujours  recherché  la  méthode 
la  plus  simple,  la  plus  intuitive,  celle  qui  exige  le  moins  de 
.  onnaissam  es  préalables.  Et,  comme  son  Livre  esl  nue  œuvre 
d'étudiant  pour  det  étudiants,  il  a  placé  ;■  la  fin  de  chaque 
Chapitre  une  série  d'énoncés  de  questions  fort  bien  choisies 
et  propres  <i  exercer  la  sagacité  des  le<  leurs.  Ainsi  il  nous  a 
donné  un  Ouvrage  qui  pourra  être  lu  Bans  peine  par  un  élève 
de  Mathématiques  Spéciales.  C'est,  pai  essence,  l<-  type  <l<-> 
livres  .>  donner  en  prix  sus  élèves  sortant  des  classes  de 
Mathématiques  Spéciales  qui,  pendant  leurs  loisirs,  en  atten- 
dant l'entrée  dans  une  École,  liront  ave<  intérêt  el  aisance  i  el 
Ouvrage  instructif  qui  leur  ouvrira  des  horizons  nouveaux. 

Caiu.o  Bot  lll.KT. 


ThÉOHII     di  S    SOMBEES    IRRATIONNELS,    DES    LIMITES    I   I 

di  la  continuité;  par  M.  René  Baire,  maître  de 
Conférences  à  II  Diversité  de  Montpellier.  -  i  broch. 
in-8   de  61  pages.  Paris,  Vuibert  et  Nony;  iqo5. 

M    I'.'  in    Baire  esl   un  jeune  mathématicien  de  talent  qui   1 

coutume  d'attaquei  et  de  rés Ire  ave<   suci  es  des  problèmi  - 

subtils  et  profonds  de  la  Théorie  des  fonctions.  \  la  fois 
philosophe   el    mathématicien,   il   se   meut    i    l'aise   dans   un 

monde  terriblement  abstrait,  00  quelque  cervei m>  bien 

1  remp<   sui  combei  ail  .1  la  tâche. 

brochure  sut  la  Théorie  des  nombres  irrationnels  et  la 
■  ontinuité  n'est  probablement  que  l'exposé  tardil  d'idées  •]  n  '  ■  I 
.1  ilu  mûrii  depuis  longtemps;  et  il  eoi  été  vraiment  fâcheux, 


(    '7V   I 
pour  notre  enseignement,   qu'il   ne   nom  les  eûi    point   fait 
connattre. 

Sa  méthode  n'est  pas  essentiellement  originale,  car  elle 
procède  de  celle  de  Dedekind,  retrouvée  et  magistralement 
exposée  par  M.  J.  Tannery  dans  son  Introduction  à  la 
Théorie  des  fonctions  ;  mais  ce  qui  la  caractérise  et  la  recom- 
mande à  l'attention  de  tous  lr*  professeurs  c'est  <a  simplicité, 
sa  concision  jointes  à  sa  généralité. 

Comme  de  coutume,  M.  Baire  définit  un  nombre  irrationnel 
par  une  coupure  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels: 
puis,  de  suite,  par  un  ingénieux  emploi  des  bornes  supérieure 
et  inférieure  d'un  ensemble,  il  définit  la  limite  d'une  suite, 
établit  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  et  donne  la  notion 
des  valeurs  approchées  d'un  nombre  irrationnel,  et  cela  sans 
avoir  eu  besoin  de  définir  les  opérations  sur  les  nombres 
irrationnels. 

Contrairement  à  toutes  nos  habitudes,  il  commence  par 
définir  la  différence  de  deux  nombres  irrationnels.  C'est  là 
la  seule  opération  qu'il  définit  directement,  isolément. 

Ceci  fait,  il  donne  immédiatement  la  notion  de  fonctions 
d'arguments  irrationnels  et  celle  de  leur  continuité. 

Le  principe  d'extension  d'une  fonction,  définie  dans  un 
champ  pour  les  valeurs  rationnelles  de  la  variable,  aux  valeurs 
irrationnelles,  fournit,  du  même  coup,  et  comme  cas  particu- 
liers d'un  cas  plus  étendu,  les  définitions  de  toutes  les  opéra- 
tions sur  les  nombres  irrationnels  ainsi  que  leurs  propriétés. 

C.  B. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Camille  Massing.  —  Le  théorème  bien  connu  de  Stei- 
ner,  à  savoir  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  sur  la  directrice . 
peut  être  complété  de  la  façon  suivante  : 

5/  les  normales  aux  trois  points  de  tungence  concourent 
en  un  même  point  M.  le  point  de  concours  des  hauteurs 


I    ,8o 

<  st  le  point  de  rencontre  de  la  directrice  <t  du  diamètre 

</<   lu  parabole  qui  patst  par  1 1  /■'■mi  M. 

En   effet,  soient    N.    N  .    \    les    trois  Bommels  du   triangle 

n i .1  m. il  circonscrit  correspondant  au  \><>ni\  M  *  m  -,  les  coor- 
données 'lu  sommet  N-  On  voit  facilement  que  l'ordonnée  'lu 
point  'I'-  contact  'lu  côlé  N  V  est  —  »Ji.  L'équation  de  i  >• 
côt<  esl  .il"i- 

pa        •  :  «        '  ;:  =  o. 

Les  coordonnées  'lu  sommet  N'  seront 

/' 

I  équat i"u  'lu  côté  opposi    ^^    sei ■> 

<..-.i  posé,   M   suffit  d'écrire  les  équations  des  perpendicu 
(aires  abaissées  des  sommets  "\  1-1   N   -m  l<  pposés  et 

de  faire  dans  ces  équations  ./•  =  —  —  •  On  trouve 

« 

/■     ■"■ 

i  .n  > ,  (ordonnée  du  point  M)  est,  en  vertu  des  formules  de 

•  i  -, 

I  )i  sboves,  égal  .i -• 

P 
Cette  démonstration  est  indépendant*    de  ''Ile  'lu  théo- 
rème de  Steinei . 

St   l  "n   admettait   l>    théorème  de  Steinei   comme  d* 
montn  .  la  démonstration  se  ferait  '•"  quelques  lignes  comme 
il  suit   : 

L'équation    de    la    perpendiculaire    abaissée    du    sommet 
\    y    -,      'lu    triangle    normal    circonscrit    correspondant    au  ' 
point    M  n    !<•   côté   opposé    •■    N    (représenté   lui 

nié pat    I  équat  ion  pa 

x  —  i         > 


(  "H«  ) 

Le  diamètre  (de  la  parabole  i  passant  par  le  point  M  <  / -, 
esi  représenté  par  l'équation 

J       P 

i  .-ii  srri  h  des  formules  de  Salmon-Desbovi 

Éliminant  y  entre  (i  )  et  (•>.),  on  voit  que  l'abscisse  du  | ••  > i  1 1 1 
tic  rencontre  de  ce  diamètre  (a)  et  de  la  hauteur  représentée 
par  l'équation  (i)  est 

2 

Donc,  le  diamètre  (de  la  parabole)  qui  passe  par  le 
point  M(x1,^',)  (point  d'émission  des  trois  sommets)  passe 
par  le  point  de  rencontre  d'une  des  hauteurs  et  de  la  direc- 
trice et  par  conséquent  par  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉREMÏEL  ET  INTÉUIUL 


Bordeaux. 


lii>RRUVE  écrite.  —  I.  Les  deux  nombres  w  et  w'  ont  un 
rapport  imaginaire.  Pour  quelles  valeurs  du  nombre 
entier  p  la  série 

j-d  +^  (moi  -+■  ntn')P 

srra-t-elle  absolument  convergente! 

La  sommation     r\  Zu  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières 

positives,  négatives  ou  nulles  des  nombres  m  et  n,  excepté 

m  —  n  =  o. 

Définir  les  fonctions  pu,  *u,  Su. 

II.  On  donne  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires 
planes  de  cercle 

|  1 |  r*-  ■+-  y*  =  Rî 


.  /  /</  parabole 

■ 

Par  un  point  quelconque  M  du  plan  on  mène  une  tan- 
tjentc  Ml*  nu  cerclt  i  .  P  ditignani  le  point  de  contact  La 
rayon  du  cerch  qui  passe  par  P  rencontn  en  <v>  /</  para- 
bole 

Déterminer  une  courbe  l  telle  que  lu  normale  en  tout 
point  M  .1,     i  tte  courbe  passe  par  le  point  Q. 

l.i'ULiNi  pratiqub. —  I.  \ppliquer le  théorème  des  résidu* 
un  calcul  de  l'intt  fraie 

I   <  h       '/,:       rtj-5-^  «je1  )  \c--T-  e*-1  -+-  es_* /  ds 

■  l 

prise  I,  long  d'un  cercle  '-  </<•  rayon 

H>i     e*     <  2        (i<R<2), 

lésignant  quatn  constantes. 

II.    O/i  /"<sr 

.  •  '  dx 

Il  —  I  -  . 

(  alculer  x  en  fonction  <lr  u.  en  employant  les  /onc- 
tions Ml.  CD.  i  Juillet    l  g 

l.i'iu.iM.  bcbitb.        I.  On  considère  l'intégrale 

de 


l\ 


1 1  I  <>n  <it  mande 

i     La  valeur  de  <>(!>  intégrale  prise  le  long  d'un  cercle 

il,    rayon    //<•.   g  i  un, /  ayant  l'origine  pour  r,n!i 

lu  valeui  de  l'intégrale  prise  le  longdt  cet    let  injl 
nitnent  petit*  entourant  let  points  z  =  o.  z  —  i  . 
.    Lu  valeur  <!•   t'intégrait  réelle 

v    '     ■  —  X 


(   M   » 

i     D'étudier  les  différentes  valeurs  de  l'intégrale 


r  _  <" 

J,     1/3(1- s; 


lorsque  le  chemin  d'intégration  allant  de  Sg  à  zt  variede 
toutes  les  façons  possibles. 

II.   Trouver,  dans  un  plan,  une  courbe  <'.  telle  que   la 

distance  île  l'origine  des  coordonnées  à  la  tangente  en  un 
point  M  de  la  courbe  C  soit  proportionnel  le  à  Vab'scttse  dt 
ce  point. 

Épreuve  pratique.  —   On  sait  que  l'égalité 

dz 


1) 


C        d: 


de/init  z  comme  fonction  uniforme  et   méromor/die  de  u. 

Soit 

z=f(u). 

Au  voisinage  de  la  valeur  u  =  o,  le  développement 
de  f(u)  est  de  la  forme  suivante  : 

f(u)  = hB„+B|«  +  Bju2-t-  B,M3-f-.  .  .  . 

On  demande  de  calculer  les  coefficients  A,  B0,  U,.  Bx,  .  .  . 
jusqu'à  B8  inclusivement. 

On  supposera  que  dans  l'intégrale  (1)  la  détermination 
initiale  du  radical  pour  z  =  »  est  telle  que  le  rapport 


S*- 


pour  z  in/ini. 

,  Nota. —  En  faisant  le  changement  de  variable  z  = 

on  cherchera   d'abord  le  développement  de  A  =  ■= 

série  de  Mac  Laurin;  soit 

\  -  3,  u  -+-  u^it1  -4-.  .  . 


i&4 

.  /  /'<*/;  cherchera  ensuite  le  développement  de 


2,  II  -4    a      -  / 

\    \  embre  i  ■  ■• 
Montpellier. 

I.i'uii  n    écrite.         Déterminer  une   courbe  plane  t,ll,- 
que  le  rayon  de  courbure  smi  égal  à  quatre  foit  la  Ion- 
'.'  di  la  portion  de  normale  limitée  à  l'axe  OX. 

On  étudiera  téparément  deux  cas,  tuivant  le  tcnt  du 
rayon  de  courbure  par  rapport  à  cette  portion  de  nor- 
male. 

Dans  <  chaque  cas  , 

i"  Étudier  la  forme  de  lu  coût  be  et  foi  mer  tei  équations 
h  h  moyen  d'un  paramètre  variable; 

■>."  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  courbe} 

,    Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axt   l 
/  un-  Oy  convenablement  choisi,   et   une  normale   quel 
conque; 

\"  ('/in r/i<r  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de 
courbure  et  l'ordonnée. 

l.i'iu  i  \i.  inviH.ii  i..  —  On  donné  en  coordonnée*  rectan- 
g  ulairet  I  l 'ellipsoïde 

./•*  >"*  3' 

"ï  ■+■  aï"  •+•  ri  —  a  :   " 


et  le  paraboloîde 


Trouver  le  volume  du  solide  commun. 

Ho\  embre  190  1 

Toulouse. 

Immhivi    éciitb.        l.  Construire  les  courbes  qui,  rap 
I   deux  ni, s  de  coordonnées   Oar,    Oj     vin 
l'équation  diffi  rentielle 


d*y  dy    '■ 

■,,r.        '    de   ' 


(  i8S  | 
II.  On  considère  l'équation  aux  dérivée*  partielles 

,)Z                     HZ 
>  I  Z  —    cz h  xy  =  (). 

'"'  ày  J 

i"  Trouver  son  intégrale  générale; 

i"  Déterminer  la  surface  S  qui,  rapportée  à  irais  ,ii<-\ 
de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  ^y,  Oc,  vérifie  cette 
équation  aux  dérivées  partielles  et  passe  par  le  cercle  dé- 
fini par  les  équations 

z  =  o.         .r*-hy* — y=o; 
3"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  S 
Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 


L 


(  X* 


— - —  cos:r  dx, 
a*  i- 


dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  donné. 

(  Novembre  1904.) 

Grenoble. 

ÉPREUVE  ÉCRITE.  —  Une  courbe  S,  tracée  sur  un  cône 
de  révolution,  rencontre  les  génératrices  de  ce  cône  sous 
un  angle  constant.  Trouver  le  lieu  Si  des  centres  de  cour- 
bure de  S. 

On  démontrera  : 

1"  Que  les  tangentes  aux  courbes  S  et  S|  aux  points  cor- 
respondants sont  rectangulaires  ; 

a0  Que  la  courbe  S|  est  située  sur  un  cône  de  révolution 
dont  elle  coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 

Kpheuve    pratique.    —    Trouver   l'équation   générale  des 
sur/aces  qui  sont  te/les  que  le  plan  tancent  en  l'un  quel 
conque    M    de  ses  points  détermine  sur    0~,    à  partir   de 
l'origine  O,  un  segment  qui  soit  dans  un  rapport  constant 
avec  la  distance  du  point  M  à  l'origine. 

Déterminer  une  surface  intégrale  particulière  qui  passe 
par-  une  hélice  circulaire  donnée  ayant  Os  pour  aue. 

(  Novembre  1904.  » 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PIOFOS&S. 


1953. 

I  1903,   ; 


Soient,  poui  un  point  M  d'une  courbe  l  M    quelconque, 

m  1 1  i  les  centrt  i  des  <i>u.r  première*  courbures.  MT  riant 
la  tangente  en  M  "  cette  courbe,  a  une  direction  fixe 
quelconque,  <>n  portt  </'  s  longueurs  égales  au  rayon  de 
courbure  m  M  en  m  M,  et  MM,  sur  /es  parallèles  a  A  menées 
par  m  et  M,  en  .MM,  sur  la  tangente  MT. 

/  -  tangentes  en  M,.  MS]  M,  aux  courbes  décrites 
pCCtiçement  par  ces  trois  points  résultent  des  thé',,, 
tuii  ants  : 

I.  La  tangente  en  M,  passe  par  M. 

II.  La  tangente  en  M2  passe  par  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  MT  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m 
tur  M  ia. 

III.  La  tangente  en  M3  est  y  métrique  de  M*  p.  /;«/  /'//, 
y ..//■/  </  la  tangente  MM3.  II.  i>  I  U  igni 

sou  non 

l'ar  l'Aotkur. 

I.  Appelons  Tj  le  point  inconnu  où  la  tangente  en  M,  .i  La 
.  ourbe  que  décrit  ce  point  rencontre  m  M. 

Puisque  l.i  dire*  i le  m  M,  est  ii\<-,  bî  d(m)  est  la  diffé- 

r<  atielle  de  l'arc  dé<  ril  par  le  point  //*,   m  a 

d .  m  M  ,  ///  M, 

d(m)  rwTj 

liais,  pai  hypothèse, 

d .  ///  M,  -    '/.  ///  M 

•  i .  d*api  es  un  tfaéoi  "im-  bien  connu, 

d .  m  M         d    m    . 


(  ■»:  ) 

i> 

m  M,  =  ///T,, 

ou,  en  tenant  c pte  <l<-  l'hypothèse  //'  M|  =  mM, 

m  M  =  mT|. 

ce  i|ui  litre  que  le  point  T|  coïncide  avec  le  point    M. 

On  peut  donc  dire  que  le  point  I\l t  poursuit  le  point   M 


II.  De  même,  si  la  tangente  en  M2  coupe  la  tangente  en   M 
au  point  T,  on  a,  puisque  MM2  est  de  direction  fixe, 

rf.MM,  _  MM, 
d(M)    ~    MT  ' 

ou,  en  vertu  de  l'hypothèse  MM,=  Mm, 

d.  M  ni        M  m 
d(  M  )   ==  MT*' 

Mais,  si  d(i  est  l'angle  de  contingence  en  M.  on  ;i 

il .  M  m  —  m  uurfO. 
d{  M)    =  M /«.,/'). 


I  >onc 


<  i 


- 


il .  M  ///  ni  i 

,/<  M  )    =  \Tn~i 

ni  x  M  /// 

M  m    ~~~  ~5\T  " 


Cela  montre  que  le*  triangles  rectangles  mM|i  cl  TM/m 
-.mi  semblables  et,  puisque  leurs  côtés  de  l'angle  « 1 1 < » ï t  soni 
deux  a  deux  perpendiculaires,  il  en  esl  de  même  de  leurs 
h\  poténuses  M  jl  et  m  T. 

III.    Si  la  iioniiali-   en    M3   a    la   courbe   <  Ms  j   COUpe  en   Nj  I" 
normale  en  M  ■<  la  courbe  |  M  i  < l< m r  l'angle  de  contingent  • 
/'),  on  a 

d.MM,=  mN,.<ft. 
Mais 

il .  M  m  =  m  k.d§. 
I)unr 

m  \,  --z  m  u. 

Or  l'égalité  de  MMi  et  de  Mm  entraîne  l'égalité  des  angles 
que  Mj  m  fait  avec  MM,  ti  Mm,  donc  avec  m  (x  et  m  Nj.  lien 
résulte  que  les  triangles  M* m N|  et  M;m;i  sont  égaux,  et,  pai 
suite,  que 

M,  N    m        M     irn. 


i  )r 


M3N3/?/  =  MMsTj        (côtés  perpendiculaires), 
M    1  m  =  MM.  /  (alternes  internes 

|)clIlC 

1962. 

I  IW3.   p.   .,  ■. 

Soient 

Aj-'+ltr'+C;'       iFys  -iGix  +  ïll'i        1. 
h  r1     -  ftjfi  -r;'+  >  f)'z         '  f  **        ■  A  r.'         ' 

fuationt  de  deux  quadriquet  rapportée!  à  un  tjrstème 
quelconque  d'axe*  rectangulaires  pas$ant  par  leui  centre 


!    .8. 
commun;  "u  demande  de  démontrer  les  propositions  sui- 

1  tlll/i  !S    . 

i"    /.<  %   conditions   qui    expriment   </w    ces    deux    qua 
driques  ont  les  mêmes  axes  défigure  sont 

1  IL  BJ  Fc)  =  o, 

h  •  V  =  (Ga  I ■"//  G^)      o, 

\\  =  |  \  h  |-M  HZ'  G  o, 

oâ  /  'o/i  a  /").<<•' 

H^-GA  =  (H^),        B/— Fô  =  (B/) 

/.a   condition  qui  exprime  que  le  plan  ayant  pour 

équation 

lx  -     my  h  nz  =  o 

coupe  /es  deux  quadriques  données  suivant  deux  coniques 
ayant  les  mêmes  axes  de  figure  est 

I  /■-'—  jn*-+-  h-ii  /l  +mV+nW) 

/  m  n 

!\       mll-i-nG     lH-+-mB-hn¥  IG-i-  m¥  ■+-  nC 

la  -+-  m  h  -+-  /<:,'        //;  -±-  mb  -+■  nf  1  g  ■+-  mf-¥-  ne 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  des  angles  /. 

;j.  et  v,  /es  conditions  i  i  i  prennent  la  forme 

y\\  g)  sin8).  -+-  (  B/  i  sin'-'  (t  +  (Fc)  sin'v 
Bc  M  <*os  a  cosv  —  ci>«  À  i 
-+-  [(F^)-+-  (Hc)]  (cosv  cosX  —  cosfji) 

-I-  |(H/)  -+-(  l>A"  )]  i  COsX  COS  {A—  COJ'/)  =  O. 

(Ga)  sin«X  —  (FA  )sin*(jLH-  (C^)sin«v 

-*-  [(  F  £■  )  -t-  t  «;/<  ij  '  cosj*  cosv  —  cosX  ) 
■+■  (Ga)  (cosv  cos X  —  cos;*  ) 
-+-  [(  G/j)  -+■  (  Fa  i)  i  cosX  ro^  ;jl  —  cosv  )  =  o, 
i  A  h  i  sin1  >.    h  I  H  b  )  sin-  \i  -+-  (  G/  |  sin'v 

-+-  \{  H/)  -+-  (G6)]  ( cos |* cos  v  —  cosX  | 

-4-  ((  G  h  )  ■+-  (  A./  i]  |  COSV   CQsX  —  Co<;jl  I 

-h  (Xb)  (cos).  cos  [i  —  cos  v  )  =  o. 
(Gbntt.) 


,.,.. 


BOL!  i  I'>n 
Pal    M     I 

l.  Etant  données  deux  quadriques  de  même  centre,  on  sait 
qu'il  existe  un  trièdre  de  diamètres  conjugués,  commun 
deux  quadriques. 

Soil  un  poini  d'un  de  ces  diamètres,  les  plans  dia- 
métraux   jugués  de  cette  direction  pai   rapport  aux  'l«'u\ 

quadriques  sont  confondus;  ces  plans  soni 

u/z  +  yf$  ■+■  *fy  =  °- 

-.>'?f4-ï-  *?T=  °' 

/' =  o  et   -j  =  o  t'tant  les  équations  des  quadriques.  On  doil 
avoir 

Tp    ~  ?r 

Le  trièdre  conjugué  commun  est  donc  défini  par  les  trois 
droites  communes  aux  trois  cônes 

Y*  -  ?'z  '  t'y         ?*' 

équations  qui  s'écrivent,  en  les  développant, 

(kl,     l  II/mv'  ~.  C/)*«4-[(G&)    •  -(  H/)|  V- 

-»-[(GA)-t-(À/)]*B  \A/r 

I  //>.r--r-.  I    .  ,    !•>>    •  -h:/m|  vj 

GA)      |  Fa  ijary  =  <». 

II.  l;/  I  •     .:-         Bc)jm 

-  i     I    g  IL      |-.r  -:-  |i  l;.  11/  | 

Poui  que  les  quadriques  aient  mêmes  axes  de  figure,  il  faul 
et  il  suffit  que  ces  trois  cônes  soient  capables  d'un  trièdre 
1 1  h ■■■<  langle. 

I.n  c lonnées  rectangulaires,  les  conditions  sont  ■|u>-  les 


(   '9'  ) 
sommes  des  coefficients  de  a?*,  y-,  z-  soieni  nulles;  ■! 

U  =  <  II. ci  ■  I  B/)  +  <  Fc)  =  o, 
V  =(Ga)-H  «*'/'  I  :  (C^-)  o 
\\       (AA)-t-(H6)-f-(G/)  =  o, 

et,  en  coordonnées  obliques,  elles  soni  exprimées  pai  les  con- 
flit ions  de  L'énoncé. 

II.   Soit  i  /',  m',  ri  i  une  direction  du  plan 

lx  -t-  m  y  +n;=o,  //'  -t-  mrri  -  -  nri  =  o. 

Les  plan-  diamétraux  conjugués  de  ( /',  m',  /t')  par  rapport 

aux  deux,  surfaces  sont 


(i) 


/'ïïj+    m'^'y-T-     ti  'V;    =    O- 


Quand  i  /',  //»',  /;  i  varie   en  rotant  dan-  le  plan 
lx  -+-  rny  -+-  nz  =  o, 
lintersection  de  (i)  et  de  (2)  décrit  le  cône 
/        m      n 

■  fx  f\  n 

ix   iy  iz 

D'après  la  définition  même  de  ce  cône,  le  plan 
lx  ■+■  rny  -+-  ri  z  =0 

le  coupe  suivant  deux  droites  qui  forment   le  système  de  dîa- 

inètres  coujugués  commun  aux  deux  coniques  d'intersection 
du  plan  et  deux  surfaces. 

Pour  que  ces  deux  coniques  aient  mêmes  axes,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  plan  coupe  le  cône  (3)  suivant  deux  droites  rec- 
tangulaires. 

Or  on  sait  que  pour  que 

u  x  -r-  vy  -+-  w  z  =  0 
coupe  le  cône 

F{x,yt  *)  =  Àa?»-4-A>*-4-  Vz*      ...  =  o 


suivant  deux  droites  re<  tangulaires,  il  faut  que 

\  \  \     M   II"1  +■  l'2  -+-   il'*  )  V  y   II.    \\    W  I    —    0. 

Appliquant  cette  formule  au  cat  présent,  <m  obtient  la  con 
dition 

(/».       ,,r         //'  i  -  /l  ///  V  -r-  Il  W 

/  ///  n 

/A  +  wH  +  nG     ZH  +  mB+nF     IG+mF+nC 

la  H    //'  A      "A'      //'         Wl6     ■-///'      /  A'       mf-t-llC 

cai  les  coefficients  de  ./•-.  >'-■  s*  sont  respectivement 

/ill,;')  +  mfG((i-  m  \h  ,. 
h  B/)  -t-m(FA)  ■+-«<  II  A  . 
/iFc)  -4-m(C^) -h/i(G/).         c.  q.  p.  n. 


QUESTIONS. 


2013.  (n  cercle  a  pour  centre  le  sommet  <!<•  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  donné  el  il  est  tangent  à  l'hypoténuse 
de  ce  triangle;  les  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  extrémités 
de  cette  hypoténuse,  el  qui  touchent  le  cercle,  <>nt  pour  points 
de  contact  le»  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

i  M  \\\iii;i.m. 

2014..  Les  axes  des  quadriques  de  révolution  par  rapport 
auxquelles  deux  droites  données  ~i m t  conjuguées  engendrent 
un  complexe  linéaire.  i  R.  Bbicaad.) 

SOIS.  I  ii  trièdre  trirectangle  •<  son  sommet  sur  le  côté  E 
d'un  angle  donné.  Du  point,  <>n  l'autre  côté  I'  de  cet  angle 
rencontre  l'une  île-  faces  de  ce  trièdre,  "n  élève  un  j > I . > n  per- 
pendiculaire  à  ce  côté.  Ce  plan  coupe  E  en  un  point  d'où  l'on 
abaisse  la  perpendiculaire  A  à  la  face  sidérée.  On  déter- 
mine de  même  B,  C  pour  les  autres  faces  du  trièdre.  Démon- 
trer que  les  deux  droites  qui  rencontrent  A.  B,  C,  l>  -"nt  per- 
pendiculaires  à  D  ci  perpendiculaires  l'une  •'  l'autre. 

Mannhbim.) 


(  ^  ) 

[X4a  et  b] 

\oil  m  la  itLrnLsi \ iaiio\  tâtmmm 

MS  POLYNOMES  AMiLBKIOl'ES; 

I'au    le   Commandant    L.    DKW 
Ancien  tMt'Nc  de  lÉcole  Polytechnique. 


I.  —   Pr.ELIMINA.IRES. 

Nous  appelons  orthogone  une  ligne   brisée  à  angles 
droits  telle  que  EmS„,  ...$,E,  {fîg-  i),  dont  les  élé- 

Ki*.  i. 


+  S„ 


s. 


s7 


s, 


Sm-i 


menis  parallèles  consécutifs  sont  marqués  du  même 
signe  ou  de  signes  contraires  suivant  qu'ils  sont  tracés 
d'un  même  côte,  ou  de  côté  et  (Vautre  de  l'élément 
perpendiculaire  adjacent  commun.  Le  mot  consécutif 
implique  la  succession  des  sommets  dans  Tordre  naturel 
des  indices,  sans  lacune.  Si  un  ou  plusieurs  éléments 
sont  nuls,  comme  au  point  double  S*  —  S5  ou  au  poinl 
Ami.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  V.  (Mai  igo5.]  '« 
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triple  Sg  —  S,  „  —  S, , .  pour  appliquer  la  règle  il  faudra 
rétablit  par  la  pensée  les  notés  absents  el  considérer 
chaque  sommel  s i m | > I «*  comme  "ii_im-  <lrs  positifs  el 
<l<^  négatifs,  en  tenanl  compte  <lcs  précédents.  On  chois 
initial  reste  arbitraire  :  en  vue  de  la  commodité  des 
calculs,  nous  adoptons  pour  les  «1  «*i i  x  directions  com- 
mandées par  !<■  sommet  S,,;.  supposées  horizontale  «'t 
verticale,  les  inverses  des  signes  de  la  Géométrie  an  i- 
lytique. 

Il  sera  toujours  possible  <!«•  faire  entrer  à  leur  i 
dans  une  construction  orthogonale,  el  ave<    leur  valeur 
el  leur  sigue,  les  coefficients  d'un  polynôme  entier. 

La  figure  obtenue  représente  une  équation  algébrique; 
car  elle  prête  à  la  recherche  des  facteurs  irréductibles 
du  poli  nome. 

S  'ii .  en  tilrt .  I  orlhogoue  S  de  cinq  sommets     fie.  a)  : 
i  ig.  2. 

s;  v3+ 


une  oblique  I  S  ■  Lracée  sous  I  angle  a,  peut  servir  de 
premiei  élémenl  à  un  orthogone  S^S  •  ajranl  ses 
sommel  -  sur  les  côtés  «lu  proposé  el  mêmt  -  extrémités; 

Lang  /    ii.int    quantité   positive  .    \       \ Vfl    des 

nombres  à  signe  latenl  représenlanl  li  de  >.  on 

pourra  écrire  'I  abord 

SfSi  :      \      lu. 
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puis  poui  les  restés  successifs  jusqu'au  dernier  : 

S^  S4  =  V|  tanga        \  . 

v  ,  v        V$  tang'a       \  ,  tanga  4-  Y  3, 

E ,  E]  =  V$  tang*a-+- V4  tang*a -+-  \':)  tang1  oc 

-+-  V2  tang!a  -+-  Y,  tanga  ■+■  \ 

En  vertu  de  la  règle  des  signes,  les  sommes  algé- 
briques sont  traduites  par  des  expressions  où  n'inter- 
vient pas  L'indication  de  di^èrence,  et  il  en  résulte  que 
eelle  du  dernier  reste  E',  E,  représente  la  valeur 
du  polynôme  pour  x  =  -+-  tanga.  Si  ee  reste  est  nul 
(E'(  coïncidant  avec  E,),  tanga  sera  une  racine. 

Dans  le  cas  où  S5S*  aurait  dû  être  tracé  dans  la 
direction  opposée  par  rapport  à  S5,  \  -,  sciait  un  élé- 
ment positif,  cl  tanga  deviendrait  une  quantité  néga- 
tive. Nous  laissons  du  reste  au  lecteur  le  soin  d'examiner 
toutes  les  variantes  possibles  (inscription,  ex-inscrip- 
tion, ou  mélange  des  deux  formes),  qui  peuvent  se 
présenter.  Nous  ne  voulons  noter  que  ceci  :  S'  ligure 
le  polynôme  quotient  du  proposé  S  par  le  facteur  du 
premier  degré  correspondant  à  la  racine,  et  il  est  facile 
de  s'en  assurer  par  un  calcul  analogue  au  précédent. 
Dès  lors,  on  peut  opérer  sur  l'inscrit  de  ///  —  1  sommets 
comme  sur  l'ortbogone  primitif,  par  conséquent  arriver 
à  la  détermination  de  toutes  les  racines  réelles  et  du 
polynôme  résidu  irréductible  ou  tout  au  moins  n'admet- 
tant plus  de  facteurs  du  premier  degré. 

Les  ressources  que  l'on  peut  tirer  ainsi  de  cette 
Géométrie  mil  déjà  été  remarquées.  Dès  iS<>j,  les 
Nouvelles  Annales  (t.  VI,  p.  35o)  faisaient  mention 
du  procède''  du  capitaine  Lill,  de  I  année  autrichienne, 
pour  résoudre  les  équations  par  des  figures  identiques 
à  celles  que  nous  appelons  orthogones  et  à  laide  d'un 
instrument    dont    la    partie    essentielle  était  un  disque 


ig6 
gradué  portant  quadrillage.  In  i  8g  >.  <l ms  le  Bulletin 
<lc  la  Société  mathématique  l  \\l  M.  •••  irnoux 
préconisait  [étude  des  mêmes  figures  <i  le  principe 
d'un  appareil,  sorte  de  règle  à  compas,  pour  la  recherche 
ilrs  facteurs  '  Ignorant  ces  travaux  aulérieura  |  nous 
devons  a  la  bienveillante  érudition  de  M.  Laisant  <!<• 
pouvou  les  citer)  et  peu  enclin  fi  une  méthode  de 
tâtonnement  <|tn  nous  estimions  décevante^  nous  avons 
envisagé  la  conception  cjtu  se  présentait  à  in.trr  esprit 
comme  la  base  «I  une  soi  te  <l  algèbre  de  forme  particu-»- 
1 1  <  ir  s 'adaptant  sans  doute  j»l  u  s  spéciaJcunem  i  la  pesas* 
Ultion  des  éqtsations  mamériques,  m. us  peaevatil  aussi 
atteindre  la  théorie   C'est  oeite  teuénice  <|ui  noua  dif* 

iVr<in  ie  de  nos  prédécesseurs. 

Nous   présentons   i<i   les   linéaatsents   principami  <!«• 
notre  étude  «pii  est  susceptible  d'extensions. 

II.     -    Pal  n<  IPSS    '-i  m  M  U  \. 

rraçons,  mu  la  figure   ^,  deux  axea  de  projection, 

i  ig.  5. 


parallèles  aux  côtés  de   I  orlbogoue,   et  passant    par   !>• 


('  )   Voir  poui  i •!  u  -  anapli  -  renseignement!  : 

A.    Favaro,    /  /•     Statique    graphique    (traduction    P. 

Iihmmi  .  Méthode  '/»/./// mi*  Partie,  p.  nri.    Paris,   Gs*atatsr- 
Villas 

Publications  de  M.  Gabriel  \i i\     Deux  faa*  u  ulei  lin  i  Algèbre 

graphique   (Dij  pou  \.  F.  A.  S     (Congn      I 

Marseille),  i*Jj/i,  /  indt  rfe  m.  etkiqmi. 


(  '«>- 

mi  lieu  <>  de  K. ,  F„, .  Eu  appelant  l!  la  moitié  <Ls  cette 
ligne,  il  \  ienl  (  '  )  : 

V,„    — Y,„_i->- Y,„_v . . .  = — aRcoso>=  hîRcosA  iRcosT, 

Y,„_r     V/;|_3-+-  \',„_î.  .  ,=-h  ïR  si  iko  =-r-  a iR  -in  V  =-      iRsio  T. 

Ces  formules  nous  serviront  tout  d'abord  à  réduire   à 

la  même  échelle  deux  figures  données. 

Soient  S'  et  S"  deux  orthogones,  I  un  de  trois,  l'autre 
de  quatre  cotés,  que  nous  faisons  ainsi  aboutir  aux 
mêmes  extrémités. 

Portons  sur  chacun  des  côtés  de  S'  des  semblables 
à  S' i  fie.  \  i  et  inversement  sur  les  côtés  de  S  des  sem- 
blables à  S  i  fis.  4*'*)-  ^rS  «  onsliiu  tions  fournissent 
les  deux  mêmes  directions  rectangulaires,  et  à  un  fac- 
teur près  (  -y  )  les  côtés  d'es  superposés  représentent  en 

grandeur  et  en  signe  les  sous-produits  venant  dans  la 
multiplication  des  polynômes  correspondant  aux  ortho- 
gones donnés. 

Pour  tracer  le  résultant  S  de  cinq  sommets,  combi- 
naison des  proposés,  il  suffira  de  suivi e graphiquement 
les  phases  de  l'addition  algébrique,  c'est-à-dire  de 
porter  sur  chaque  direction,  en  tenant  compte  des 
signes,  les  longueurs  qui  figurent  les  produits  élémen- 
taires; le  premier  et  le  dernier  sommet  sont  donnés 
immédiatement;  le  second  et  l'avant-dernier  par  la 
superposition  de  deux  lignes;  ainsi  de  suite. 

Les  ligures  4  et  4*"  prêtent  à  deux  remarques  : 

d.  L'angle  E(  E5 S5  dans  le  résultant  est  la  somme  des 

angles  F.,1',  S3  et  E,  E5  S.  similaires  dans  les  com- 
posants. 

(')   A  =  T.  —  u),   T  =  ~  -r-Ui.    \     ■-   | 


(  ig 

A.  Les  1X68  de  projectiona  \  \  .  ^  \  et  a  ni  tracés  sur 
1rs  deux  ligures,  si  l'on  appelle  '  .  i  :  i  .  I  :  .'  .  i  les 
rdonnées  des  points  .s.  S  ,  s     "n  arrive  facilement, 


<  il  consultanl  alternativemenl   les  figures    j    el   4'       ■' 

véi  ili'i  les  deux  relat  i<>ns 


2 


=  V        V 
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D'où  un  énoncé  général  : 

L'angle  T,  que  nous  appellerons  ingle  de  l'ortho- 
gone,  est  ld  somme  algébrique  des  mêmes  angles  '/ans 

les  composants  ;  le  point  (i,,  barycentre  d<  s  sommets, 

est  le  résultant  statique  des  similaires  dans  les  com- 
posants. 

Ces  propriétés  fondamentales  de  l'orthogone  sub- 
sistent à  toutes  les  phases  de  la  décomposition,  qu'elle 
soit  complète  ou  incomplète. 

Nous  avons  déjà  donné  les  expressions  ressortissant 
à  la  notion  de  l'angle  \  <;^.il  à  {■>.-  —  T)  {'fig.  3);  la 
méthode  de  projection  nous  servira  encore  à  déter- 
miner sous  une  toi  nie  analogue  les  coordonnées  de  G,. 

(  )n  a,  en  effet   (  fig.  5  i, 

Fig.  5. 


IY 
Sb\ ^ 

i 

SgpiJ  C    I 

- si 

— ni 

L-  +    9 

E,  I 


S7 


iY' 

a-9  =  —  R  cosA  -+-  \  . 
j-8  =  -4-  R  cos  A  -+-  \ ',,. 
Xf  =  ■+■  R  cos  A        \  g  —  V7, 


jti  =  -4-  R  cos  A  -+■  V9 —  V7-f-  \  5—  Vj  ■+■  Vj  ; 
de  sorte  que,  si  l'on  appelle  lî ,  la  longueur  OG,  et  A, 
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l'angle  GOX,  il  \  ienl 

RtRl  •  ••-  \  i  kntKcOsA  i>>  \  „,    ~  i  //i  —    >     \    . 

|    \ 
<  i 

m  H,  -m  A  |  —       ///  Il  -m  \  m  -    i  ,  \  ,„    , 

'•    \   , --,  — 

III.  —  Résoli  non  des  êqi  ltions  m  ut  i  k.'>  i  s. 

Les  prim  i|»< is  que  nous  venons  d'établir  aboutissent 
à  un  procédé  «I*-  recherche  des  racines  ]>.n-  1rs  interse<  - 
lions  d'an  cercle  el  d'une  coin  be. 

Soit,  en  effet,  S  orthogone  solution  du  proposé  S  de 
huit  sommets,  On  a  I  fig,  6) 

l  .      \ ,  tanga, 

.ré-.»-- 

i    —  V8  tang'a  —  V7  tan  g*  a  —  >    I 

>'.     ;  •• 

i         i.      \  .  i  nu    /     ■ —  V»  tanga, 

i  j      Vgtang'fl      —  Vt  tanga. 

Désignons  par  ^  l'ordonnée  «lu  poinl  sommet  de 
l'orlnogone    du     premier    degré    correspondant    .i    la 

racine  tanga,  1   est  égal  à  ^   y  —  ^  y*.  Il  v ienl 

ï       >  :  \  .   i  m."  y       i  x  —  tang'a) 

\        I  m.     y  i  m.  •  y  l  mi.     y 

V\  tang'a        v"t  tang'a, 


(])   \  remarque!    la   parenti    de  ces  formules  >ve<    celles  de   la 
dérivée  aaalyt  iqa* 


(  iwj  ; 


et  de  même 


\       x\  = — Vg(tang6a       ta«g*a-+-tang'«) 

—  V7(tang*a  —  tang*a       Eang'ot)  — . . . 

—  V4  tang*a   —  N \  tang1  *• 

En  éliminant  tang  7.  on  aura  une  courbe  «lu  septième 
Fie.  6 


er"Fr ibl 


degré,  dont  l'éqnalion  sera,  I  <»i 'jgîne  étant  reportée  au 
point  F,„( — RcosA,  -j-RsinA), 


( 


l  V8— V6+'Vt— Vs)a76      l  V7-Vs-hV8).ya 

4-  (  Ys  —  Ys-!-  V,  11  '-./■'•  +-(V7— Vj  )y*X3 

—  t  \  9        \  ,     1  ■ ./•-'  —  \  -  y  ■■./■       \  vi 


et  les  points-solution  correspondanl  aux  racines  réelles 
seront  marqués  par  les  intersections  de  cette  courbe 
avec  la  circonférence  du  cercle  tracé  sur  E,E,„  comme 
diamètre. 

Un  calcul  analogue  sur  un  orthogone  d'un  nombre 
impair  de  sommets,  sept  par  exemple,  donnerait  une 
courbe    du     sixième     degré     <|iii,     rapportée     à     loti- 
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gine  I  R  cos  \.     -  l!  sin  \  .   aurai)   (unir  équation 

I  \        \        \ 

\        S        \      ,  ,  •        \ ,  -  \  .    , 

i  \  :—  Vt)x*y*-t-  \  >,r>  y  +   \  -  ' ■> 

l'.n  jetant  les  peux  but  !«•  tableau  des  coordonnées 
des  sommets,  on  \'>ii  pourquoi,  .1  '"  '  on  ym  '  étant 
positifs,    les   signes  des    autres  coefûeients  se   suivent 

dans  la  cadence 1 —    si  m  est  pair,  ■+■ •">> 

///  est    impair;    cette  observation    permet   d'écrire   les 
courbes    [a     el  (Ai   pour  un    degré  quelconque,   sans 

cal<  11 U. 

Il  peut  paraître  compliqué  de  baser  la  recherche  des 
1  .m  ines  sur  la  détermination  «1rs  j >< .1 1 1 1  ^  communs  .1  nue 
courbe  de  degré  ///  -  1  el  à  un  cercle,  les  intersections 
1  1  mi  normalement  en  nombre  >in  —  a.  Mais  I  indéi  1- 
siuii  n  est  qu'apparente,  car  I  «*>  courbes  admettent  un 
point  de  multiplicité  m — 2  qui  est  précisément  1  ori- 
gine, I  m  ou  I  ,,  située  sur  !<■  cercle.  Il  ne  reste  donc 
que  m  intersections  ])<>s-,il>|cs  répondant  .1  la  question. 

Les  courbes  '/  1  et  (b)  sont  d'une  élude  fai  ile,  mises 
MHis.  la  forme 

y  s  (i  cp  ( (*), 

(b)  x  =  -  -    -  1 

une  fonction  de  degré  ///  a  ;  •>  et  ~  I  iu<  li uaison 
-m  I  axe  des  \  el  sur  I  axe  <lrs  1  de  droites  parlant  de 
I  01  igine  Fm  ou  F(  J  'n  a  du  reste 

dy 

=         , — —    <>u     — H 

1/1 


i  '  )  <  >n  peut  aussi,   en  faisant  intervenir  ".u  .m  un 
ii . . u % .  1  des  conjuguées  '/   el  /' ,  mais  qui  s., ni  rap|  svoir  : 

a   .1  l'origine  I   .  /'  ■>  l'origine  I       el  dans  lesquelles  \       \ 
-■■ut  rempli  tivi  ment  1    1   \      \  .  . . . . 


(  '-"' 


et 


dx*  ~         (<p'(JL)« 


Nous  resterons  dans  les  généralités,  ne  voulant  ici 
que  donner  des  notions  sur  l'allure  des  courbes  (') 

Courbes  u  :  m  ejf  pair.  —   u.  =  o  fournit  St  dernier 

i    i  •      i  i  •?(<>) 

sommet  de  I  ortnogone  :  la  tangente  en  ce  point  —. — -> 

°  °  '  •;  un 

»  in  —  \  m  -  \  T    '  I  '      •       i    •       i  •      -  î  ' 

soit  -T-. — — — —,  est  en  général  inclinée  sur  1  axe 

\„,_i—  \,„_s -+-...  b 

de  \. 

Si  ^(ja)  n'a  pas  de  racines  réelles,  x  ne  pourra  être 
égal  à  o,  si  ce  n'est  au  point  F,„  qui  restera  isolé  avec 
la  multiplicité  ///  —  m.  D'autre  part,  <p'(u.),  fonction 
impaire,  aura  une  racine  et  une  seule  fournissant  un 
maximum  ou  un  minimum  de  x  par  une  tangente  ver- 
ticale. On  aura  clone  lune  des  deux  formes  7  ou  -*",  la 

Fig-  7-  Fig-  7'"- 

y 


V 


convexité  étant  toujours  tournée  vers   l'axe  des  Y.    Si 
l'on  rapporte  sur  ces  Bgures  le  cercle  d'un  orthogone, 


(  '  )  L'étude  des  i  as  particuliers,  ceua  ou  l'on  suppose  absents  1 1  i 

lains  coefficients  de  ~,  aboutit  ;'i  une  classifii  al i le^  équations  en 

familles  ([m  rassortissent  a  des  tracés  caractéristiques.  Bile  fournit, 

dans  la  pratique,  des  observations  intëressj'nU  is. 


(  w>4  ) 

•  •ii  i  ci  i  in  n.i  ii  que,  suivant  les  positions  relatives  de  E|  et 
de  Si,  il  \  aui  a  o  ou   i  solutions. 

Si  ?(ix)  a  deux  racines,  «le  même  signe  ou  <!<•  signes 
opposés,  il  \  .1  deun  tangenti  i  à  I  origine  qui  cojnjMfte 
alors  un  point  isolé  m —  \  et  un  point  double  s>m  la 
courbe  :  <  ar  x  et  y  changent  de  signe  entre  les  racines. 
I  >n  Hii  i  une  dos  deux  formes  8  <>u  H'"'  suit  telles  qualtes, 


i-...  i 


soit  inversées  par  rapport  à  l'axe  <l<'^  \  \   -  i  une 

ou  1 1 •  •  i ->  racines,  d'où  une  ou  ii<>i>  tangentes  v<  rticales. 
Le  nombre  des  racines  <l«-  l'équation  proposée  n<-  peut 
pas  il  re  supéi  ieur  à  quai  re. 

Lvec  quatre  racines  en  *([*),  suivant    leur  groupe- 
ment possible  par  Bignes,  on  obtient  l< is  figures  o,  o*'J 

I    !..     9. 


•  1   >)''.  ii    il  es.i  aisé  uVîmagiuer  les  fornsoi  que  Ion 


(  ao5  ) 

obtiendrait  avec   six,    huit,    etc.    tangentes    ;i    l'origine; 
on  aboutit  en  dernier  1 1 ru  au  BM  ou,  6  IVftHl   tOUMI  IM 


racines  réelles,  le  point  V„t  est  totalement  soucié  à   la 
courbe. 


Courbes  a  :  m  est  impair.  —  Dans  les  courbes  ? 
l'allure  générale  est  la  même  que  clans  les  courbes  u. 
Signalons  toutefois  que  le  point  S(  (pour  i  =  o)  est  sur 
Taxe  des  Y,  et  cpie  l'origine  F,  est  toujours  sur  le-  tracé 
de  la  courbe,  à  litre  de  point  simple  ou  de  multiplicité 
impaire.  Les  ligures  10,  10*",  \oter  correspondent  au 
cas  où  ^(t)  a  une,  trois,  ou  cinq  racines,  et  le  poly- 
nôme proposé  un,  un  ou  trois,  un,  trois  ou  cinq  fac- 
teurs du  premier  degré. 

Nous  risquerions  de  laisser  clans  l'ombre  un  point 
important,  si  nous  ne  signalions  pas  un  avantage  inhé- 
rent à  l'emploi  des  courbes  que  nous  proposons,  celui 
d'avoir  le  caractère  d'une  méthode.  Pour  le  tracé  et  la 
détermination  des  accidents  importants,  nous  sommes 
amené  a  l'étude  d'un   polynôme  de  degré  m  —  2,   avec 


,6   , 
abaissement  de  de\ix  degrés  par  rapport  au  polynôme 
proposé,  ou  .1  celle  des  dérivéea  de  pM    ..  Mais  lef  fonc- 
tions   'i,„  i   élanl   entières   peuvent,   d'après    le  même 
principe,  être  étudiées  elles-mêmes  à   l'aide  <!<•  lonc- 


Pig.  ii 


Fig.  10" 


I    I-         H'       '. 


lions  .,.,,  ,.  el  aiusi  de  suite  jusqu  à  ce  que  I  on  arrive 
.m  bcci trid  ou  an  prem ier  degré. 

Il  esl  facile  de  constituer  la  chaîne  '!<•  ces  poly- 
nomi 

Si  I  nu  a .  pu  exemple, 

P|=V|J  \ 


|     ,o7    ) 

il  \  iendra  successivement 

«p»— — Vs|iÎH-V7|if-t-  (Vj  -V,  i(j  | 

\         V3.  nl-t  Ys-\„.-Y. 
h-  (  V:  —  Vi-+-Vj)fii-H  V8— Ve-t-V4—  \ 

Ci,  =5+  Vg  Jli—  V;  }lf  —   <   2  Vg  -    V,  )  |JLÎ 

■+-  (a V7— Y, )  [xt  +  (  3  V8  —  a  V6  -   \  . 
?iaB_.V,|i|+V,ji«-t.(3V,-V,). 

On  sait  résoudre  çpa,  et  de  là,  par  deux  graphiques, 
on  remontera  à  P8. 

IV.  —  Essai  de  discussion. 

La  théorie  orthogonale  aboutit  en  définitive  à  la 
représentation  graphique  des  racines  réelles  tanga, 
tanga',  ...  à  l'aide  de  points  It,  I'( ,  ...  marquant  sur  la 
circonférence  de  cercle  E,  E„,  des  arcs  2  a,  ...  comptés 
à   partir  de  E,    (  fig.    11).    Si  toutes  les   racines   sont 

Fie.  11. 


réelles  on  comptera  m  point  I  et  leur  barycentre  (qui 
coïncide  avec  celui  des  sommets  de  l'orihogone,  c'est- 
à-dire  avec  le  point  (ï,  :  U,    .'     A,  )  sera  à  l'intérieur  du 

cercle.  \  oilà  donc  un  premier  critérium  indicatif  de  la 
réalité  des  racines. 

Nous  pouvons  combiner   2   à   2,    3   à  3,    ...,   A    à   A 


(  »o8  ) 

les  pointa  I,  cesl  à-dire  faire  lea  sommes  algébrique! 
de  A  arcs  f  ,  I  }  >•  >  1 1  r  Lrouvei  des  points  1>.  eu  nombre  C™ . 
Si  l'on  peu!  déterminer  le  bai  ^centre  de  chaque  classe 

,  ,  m      .  .         (m  —  i     .  .         .    | 

de  pointa  i ,  dm  aura  —  enteras  (  — — -  si  m  est  impair  l . 

On  arrive  à  ce  résultai  <-n  remarquant  l  pg.  i  i  I  qu'un 


— x 


point  1/,  csi  l'indice  <!<•  1  existence  réelle  <l  un  ortho- 
gone  SA,  lequel,  combiné  avec  son  coexistant  S'"-A,  doii 
repi oduire  !<•  proposé  S'". 

Les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  de  l'ortho- 
1e  S,  pour  un  point  ly,  quelconque  seront 

R  1'/.  cosTffl   /.  -••  staT*  lin  T,„_x  i. 

y  =  |{,  COsTj  -ill  T„,_A  —  MliT,,  COSTM     |  ). 

Si  l'on  suppute  les  < ."'  abscisses  <i  ordounées,  on  irou- 
\>  ii  pour  leurs  sommes  tous  les  produits  partiels  pro 
venant    de    la   multiplication   des   < I « •  u  x    polynômes   s' 
••t  >"~'.  c'est-à-dire  de  l'équation  que  nom  écrivons 
>\  m  1  >i >1  j < | ii t- 1 1 1 < - 1 1 1   : 

mais  ces  produits  seront   répartis  ssalnj  J  .'    et    >    r. 


10g  ) 
il  après  les  résultai  s  de  la  notai  i<  ■  1 1 

|  ru-T     ,-  /  -  i  sinT/  )  (cosT,,,    /. 


/  —  i  sin  T 


De  plus,  ils  devront  tous  être  divisés  par  2,  (— -5-)' 

La  question  élaul   posée  ainsi,  <>n  vérifie  sans  dilli 
cultes  que  le  premier  ternie  de  }t x  est  : 


le  deuxième 


_i_  _  c  ',"  v 


,  cf-i-  <;f c,"  -*  -  <:?  * 


<:,'  \ 


el    ainsi   de  suii<\  et   <ju Vu   définitive,   si    l'on  appelle 

Lu    •     ^a  les  coordonnées  du  point  cherché,  barycentre 

des  points  Ia,  on  peut  écrire,  toutes  réductions  faites. 
el  en  attribuant  à  C0  la  valeur  de  l'unité  : 


R*cosA*=         >(-i)'    -^ 5L_L_J 2_ !£_V„ 


w»  —  1         w  —  : 


R*sinA*=        V' 


pA'  .  -m    /,        .  'A     (  v/i    /, 


p  A  <  •  /»    /. 


f>  =  0 


/  '/Il 


»;  -   i 


Dans  ces  formules,  les  symboles  C*  et  C'"~A  u'onl 
de  signification  réelle  nue  si  l'indice  inférieur,  <pii 
marque  le  nombre  des  objets  combinés,  est  plus  pelil 
que  k  OU  m  —  A",  lolal  des  disponibles  :  cela  sullit  pour 
indiquer  où  s'arrête  le  calcul,  dans  chaque  cas  parti- 
culier, aux  numérateurs. 

On  peut  faire  les  remarques  suivantes  : 

i°  Le  numérateur  de  \  ,„   J/M  compose  d'un  nombre 
Ann.  île  Matkémat.,  \'  série,  t.  \.  i  Mai  1905.)  '  1 


i      MO 

paii  de  termes,  conserve  sa  valeur  el  son  signe  quand 
l'on  change  />  en  ///  />  ;  celui  de  \  ,„  j/,.(  i  change  de 
si- m-.  Les  | m i i 1 1 1  •>  (  i  el  (  ,,„  /,  auront  donc  même  abscisse 
el  <l«'s  coordonnées  de  signes  contraires;  et  par  suite, 
si  l'on  a  un  poinl  Gm  <  m  pair),  ce  poinl  sera  sur  l'axe 

des  \. 

I  es   points   G   ainsi   définis  son!   en    réalité   en 
nombre  /»  +  i   :  car,    parmi   eux,    il    faul  compter  (ï,, 

,  ,..  .    .  ,,  COS   «  i 

nue   nous   avons   ilclini   anln  iriirciiinil    l>  \.  el  Mont 

1  -m      7 

on  retrouve  les  formules  en  faisant  i<  i  A  o.  C'est  1<- 
poinl  1„  de  la  Ogure  <;  I',  figure  le  poinl  Gm.  On 
trouve  l'expression  de  (i,.  en  faisant  /■  =i,  sous  la 
forme 

,            m  —  (                  ///        s 
■  Rj  cosAj  =  \m \  m-k+ >  »»-»  —  •  •  •     (*), 

m  m 

m  —   •  m  —  6  . 

»R|Sin  V,=  V,„-i \  „,  -3 -h 

///  /// 

Il  esi  donc  facile  uV  trouver  la  valeur  de  15,.  de  I'*.. 
<\c  \\, et  il  est  évident   que   II,,   Rj,  ...  doivent 

être  pins  petits  que  II.  Il  en  résulte  que  Ton  a  ainsi 
(ou )  conditions  nécessaire*  pour  que  1  équation 

ait  toutes  ses  racines  réelles.  Sous  la  forme  ou  elles  se 
présentent  ces  conditions  ne  sont  pas  suffisantes,  car 
aussi  bien  que  I  « , .  les  points  Gj,  G»,  ...  tout  <'n  étant 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  I!.  peuveul  résulter  de 

Ci  <  ette  expression  peut  être  identifiée  avec  celle  que  noua 
avons  donnée  antérieurement,  en  tenant  compte  «le  la  valeur 
<io  RcosA,  Du  reste,  la  fonction  RcosA  pourrai)  être  mise  en 
évidence  dans  RtcosA|  :  M  suffît,  poui  arrive!  I  ce  résultat,  de 
i .  marquer  que  I  on  .«  identiquement 

,    ,  , 


'Il    ) 
la  composition  de  baryeentres  extérieurs  afférents  à  des 
orthog ts  élémentaires  irréductibles. 

Ne  voulant  pas  allonger  cette  Note,  nous  terminons 
mit  h-  simple  énoncé  des  considérations  nui  maintenani 
jalonnent  pour  nous  la  rouie 

Les  relations  obtenues  entre  les  quantités  lî.  \  i  i  \ 
permettent,  ne  serait-ce  que  par  les  procédés  connus 
de  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires,  d'ex- 
primer \  en  fonction  de  I!  el  \  :  on  le  fait  plus  com- 
modément à  laide  d'un  calcul  inverse  de  celui  que 
nous  avons  présenté  et  Ion  peut  ainsi  écrire  les  coef- 
ficients sons  une  forme  qui  donne  des  renseignements 
nouveaux.  D  autre  part,  si  Ion  se  reporte  au  schéma 
de  la  figure  la,  on  arrive  à  la  conception  de  points- 
racines  sommets  d'un  polygone  inscrit  indépendant  du 
diamètre  E(£m,  lequel,  par  sa  position  accidentelle, 
détermine  un  polynôme  algébrique  particulier,  c'est- 
à-dire  nue  écriture  analytique  passagère  du  polygone. 
11  en  résulte  pour  le  polynôme  lui-même  cl  pour  les 
polygones  1*  provenant  du  primitif  1,,  des  variations 
dont  l'étude  s'impose. 


[H3c] 

ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DES  COURBES 
1)1!  TROISIÈME  ORDRE; 

l'Ait    M.    IL    LAI  RENT, 


L'équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

py*-t-(fnx  H-  n)yi    -(ax*      bx      c)y 

-+-  xx*  —  !}./•-  -  ■  •■  i        o  =  o, 


/».  ///,  // :  ii.  /'.  c  :  /,  >,  y,  8  désignant  des  constantes 
i|ii  il  l.mi  éliminer;  or  en  ditlérenliaul  quatre  fois, 
cinq  fois g  1  <  > i  ^ .  on    i 


,/•  i  > 


dx> 


I  m  i       h  , 


,1 ,  ■ 


,/•  i 
Ji  •  ,i.i  • 


,i  i  i  ./  / 


///  /'  4-  «  ) 


trtr* 


,/•.,* 


,// 


h  i  "'  I'  r  -\-  c) 


,1 , 


En    éliminant    j> ,    ///  c       // .    /// .    ax*  -\-  bx 

■  ii  i         /'.     •  ii .   on    a 


»//  • 

,l.i  ■ 

1 ,/, 

•3 

rf«J  • 

,1.1    • 

'  ,/,■ 
G 

dx* 

,/■  1 

,i  i  • 
6 

./■  i 

"'-TT 
i'».... 

;  ...  . 

;•••  • 

ai  .... 

8  ..  .. 
g 

« . . . . 

g 

-s  . .  .  . 
16  .... 

Il  sérail  aussi  facile  d'écrire  I  équation  différentielle 
ourbes  il  uu  ordre  quelconque,  ainsi  : 

si    l'on    pose    d,i    -  -y—  •    l'équation    dillërentiulle 


dune  courbe  du  degré  //  s'obtiendra  «'m  égalant  à  zéro 
le  déterminant  { '  ) 

/.       1  "       I    ri 


I  •         "  I 

•      Il  4-  I 


[Pie] 
SUIt  LES  ÉLEIIEMS  HOI  BLES  M  DEUX  FIGURES  SEMBLABLES 
DANS  L'ESPACE; 

Pab  M.  <■.   FONTENÉ. 


I. 

1.  Soient  OX,  Oi  deux  axes  rectangulaires;  consi- 
dérons la  droite  isotrope  Y  =  Xi,  et  faisons-la  tourner 
de  l'angle  0  :  elle  ne  cesse  pas  de  coïncider  avec  elle- 
même,  mais  un  point  M  .le  celte  droite  vient  occuper 
une  autre  position  M' que  nous  déterminerons  comme 
il  suit.  Soient  OX',  OV  deux  axes  rectangulaires 
obtenus   en   faisant    tourner    les  premiers  de  l'angle  0: 

(  ')  On  a  du  reste 

Les  facteurs  y*yî. . .  étant  au  nombre  de  j.  et  «  +  P+...    -/: 
celte  formule  se  déduit  «le  la  formule  symbolique 

d" 
en  posant  u      \       w  - . . .  =  y. 


■'  I 

1rs  coordonnées  du  |>  >inl    \l  dans  le  système   primilil 

ii. mi  \.  ^  .  Ic>  coordonnées  de  «  u  poinl  dans  le  système 
1 1 .1  usformé  soul 

\  X.  cos8  -+•  Y  sin6       \.(co»8      i  -in  f)  |, 

^  X  sinâ       Ycos8       Y(cos  6       i  sin  Q  |  : 

comme  \  el  ^    sonl    ui^si  les  coordonnées  du  poînl  M 

dans  le  nouveau  système,  on  arrive  •■  <<•  résull  if    :  tes 

données    <lu    point    M    îow(    égales    </    celles  'lu 
l>i>in'  M    multipliées  pat  le  facteur  cos8      isinv. 

:2.  Soient,  dans  l'espace,  F  el  I  deux  figures  égales 
formées  de  droites  issues  <l  un  point  O.  Ce  système  a 
Irois  droites  doubles;  l'une  esl  l'axe  OI\  de  la  rotation 
(|ui  i.iii  coïncider  les  d<  n\  figures,  el  nous  appellerons  8 
l'angle  de  cette  rotation;  les  deux  autres  sonl  les 
isotropes  <H,  (  ).J  du  plan  II  perpendiculaire  à  <  >l\  au 
poinl  O,  el  l'on  se  rappellera  que,  si  (  M  esl  une  droite 
double  <  n  tanl  que  droite  indéfinie,  un  poinl  M  de  '  'I 
n  esl  pas  un  poinl  double. 

Etanl  •  I  <  n  1 1 1  <  *  >  deux  trièdres  trirectangles  <!<■  même 
orientation  Ojc,  Oyt  Oz  el  (  )./  .  (  I  |  ,  O*',  qui  sonl 
homologues  pour  I  el  I  .  proposons-nous  de  dél<  i 
miner  les  trois  droites  doubles.  Si  M  esl  un  poinl  de  !  i 
droite  double  OK.,  ce  poinl  (qui  esl  un  poinl  double  a 
1rs  mêmes  coordonnées  par  rapport  aux  deux  Irtèdres, 
el  I  ou  a.  avec  S     :  i , 


./      ou    ax        A  i        i  z       Sar, 
i      ou    a' a        /<   i 

z'      OU      "    '         I'    \ 


Si  M  esl  un  poinl  de  la  droite  double  <>l.  considéré 
comme  poinl  de  la  figure  I  .  M  élanl  le  poinl  corres- 
pondanl  de  la  ligure  I    .  poinl  distincl  de  M.  situé  Lou- 


tefois  sur  OM,  les  coordonnées  du  point  \l  par  rapport 
.m  secoua  irièdre  sont  proportionnelles  aux  coordon- 
uées  «lu  point  M  par  rapport  à  ce  second  trièdre,  c'est- 
à-dire  aux  coordonnées  du  point  M  par  rappoi  i  au  pre- 
mier trièdre,  de  sorte  que  les  coordonnées  du  point  M 
sont  proportionnelles  dans  les  deux  systèmes  de  réfé- 
rence; on  a  donc  encore  les  relations  (i),  la  valeur 
de  S  étant  cosQ -h  tsinO.   11  suil  <lr  là  que  l'équation 

en  S 

a  — -S  h  c 

d'  // —  S  C 

a"  b*         c" —  S 


a  pour  racines  i  et  cosfi  zh  i  sinO. 

Pour   vérifier   que    i    est   racine,    on    peut    écrire, 

avec  S  =  i , 


A  = 


a  —  i         h  c 

a'         b —  i         c' 
a"  b"       c" — 


et  la  multiplication  donne 


A  = 


i  —  a       —  b         —  c 
a       i  —  b'      —  c' 
—  a"      —  6"       i  —  c" 


a!     b'     c 

a"      L"      c* 


=  —  A  =  o. 


le  de tei- mina nt  étant  d'ordre  impair.  L'équation  dé- 
veloppée devient 

S8  —  (a-t-è'H-e*)S*-t-(a-Hô      c  |S  — i  =  o, 

le  coefficient  de  S  résultant,  si  l'on  veut,  de  l'existence 
de  la  racine  i;  la  suppression  de  celte  racine  donne 
l'équation 

S*—  (a  -+-  b'-\-c*  —  i)  S  -+- 1  =  o, 


dont    les   racines  doivent   être  cosfl     :i'siu6.   (  >n    doit 


(    2l6    ) 


(lniii     .iMiir 


a  -+-  I'       -  '       i        icosO, 


el  I  "ii  peul  vérifiei  «nie  égalité  pai  \r>  formules 
d'Oliiide  Roili  i u i j < •  -^ . 

Pour  vérifier  que  les  deux  droites  doubles  fournies 
par  les  deux  dernières  valeurs  tle  S  soûl  des  isotropes, 
il  Mifhi  (I  ajouter  les  équations  i  apn is  les  avoir  éle- 
vées au  '  ii  m-  :  "ii  "l>i  ient 

0 —  S 

|  .1  .ii  écarté  !«•  cas  singulier  8  =  it.  si  M  esl  alors  un 
poiul  du  | il. m  II .  il  esl  aisé  de  voir  que  les  coordonnées 
«le  ce  |i"ini  relativement  aux  deux  Lrièilrcs  uni  même 
valeur  absolue  el  des  signes  contraires  :  les  coordon- 
nées de  M    rapporté  au  premier  trièdre  sont,  en  effet, 

les  rdonnées  de  M    rapporté   au  second   trièdre,  ou 

1rs  coordonnées  changées  de  signes  de  M  rapporté  au 
second  trièdre,  puisque  M  el  M  soûl  symétriques  par 
i  apport  à  <  ►.  Dans  i  e  <  as,  on  <  la  racine  double  S  =  —  i  , 
ci  toutes  les  droites  menées  par  le  point  <>  dans  !<• 
plan  II  soûl  des  droites  doubles.  | 


11 


'.\.  Soient,  dans  I  espace,  deux  figures  I'  el  I'  donl 
I  une  esl  semblable  .•  I  autre  ou  à  la  symétrique  de 
l'autre.  Il  existe  un  point  double  <>:  une  certaine 
droite  réelle  <  'l\  |>.i>>.mi  en  <  >  <">i  une  <li  <  *  i  i  «  -  double  en 
i.ini  que  droite  indéiiuiej  le  plan  II  perpendiculaire 
'  N  (  )  .i  <  »  K  est  h  i<  plan  double  en  tant  que  plan  indéfini. 
I..i  transformation  par  laquelle  mi  pa&se  de  r  à  I  <  il 
mu  homographie  donl  le  tétraèdre  double  ••  pour  som- 
mets les  points   0,    K.    I.  .1.  en  appelant  K  le  poinl  à 


(   "7   ) 
I  infini  sur  OK,  en  appelant  I  et  .1  lefl  points  cycliques 
du  plan  II. 

I  ne  homographie  dépend  de  i5  paramètres;  une 
similitude  dépendant  de  7  paramètres  seulement,  il 
faut  8  conditions  (tour  qu'une  homographie  ><>ii  une 
similitude;  les  conditions  relatives  à  la  nature  du 
tétraèdre  double  sonl  au  nombre  de  7  seulement.  On 
a  8  conditions  en  disant  que  le  cercle  <!<•  l'infini  doîi 
être  une  conique  double. 

\ .  Soil  /■  le  rapport  d'homothétie  des  deux  figures 
rendues  homothéliques.  Si  M  el  M'  sonl  deux  points 
correspondants  des  deux  figures,  la  trace  Ou  du 
planOMM'  sur  le  plan  II  «si  bissectrice  extérieure  ou 
intérieure  pour  le  triangle  OM.M'  selon  que  />  est 
posilil  ou  négatif;  donc,  en  appelant  u  le  |i<>ini  ou  la 
droite  M  M    perce  le  plan  II,  on  a 


UL.M 


Si  la  transformation  esl  définie  par  deux  tiiangles 
semblables  ABC,  ABC,  et  par  le  signe  de  A-,  dont  la 

valeur  absolue  est  t-tb»»  celle  relation  permet  de  con- 

\  i>  ' 

slruire    le  plan    double    II    en    construisant    sur    les 

droites  A  \  ,    BB  ',   CO  les  trois  /><>t/ils  a.   (î,   y  d'après 
les  relations 

7Â  "51? 

âX'  pi? 

En  appelant  a , .  ^i , .  -  - ,  les  conjugués  des  points  a,  3,  y 
par  rapport  aux  segments  \  \  .  1)1).  (.(..  le  point 
double  O  est  l'un  des  deux  points  communs  aux  trois 
sphères  < j u i  oui  pour  diamètres  xat,  Vii.  YYu  •''  savoir 


I 

<  el ii i  i|in  esl  dans  le  plan  II .  Si  l'on  projette  y  t .  [i, ,  *-i 
fui  ce  plan  en  n  t .  I> , .  / -, .  les  trois  circonférences  de  ce 
plan  qui  ont  pour  diamètres  v../,.  ',/',,-<■,  <»///  un  point 
commun  qui  est  le  point  0.  1  >  a/i/  (  >.  o/i  «  /</  droite 
double  <  )l\ 

Si  l'une  des  figures  F  el  I  esl  égale  à  la  symétrique 
de  I  autre,  les  deux  triangles  sonl  égaux,  el  l'on 
.1  /,  - — i.  Les  points  i,  B,  y  sonl  alors  les  milieux 
des  segments  \  V.  BB',  CC  Les  plans  perpendicu- 
laires aux  droites  \\.  BB',  CC  en  x,  :.  y  se  coupent, 
dans  /,'  />/(t//  -j.y-.  en  un  /><>t//i  ')  tel  que  I  un  des 
tétraèdres  OABC,  <>  \  l'»(.  rv/  égal  an  symétrique 
de  I  autre. 

Si  les  deux  figures  sonl  égales,  les  <  1  « •  1 1 x  triangles 
sonl  égaux,  el  l'on  aAr  =  +  i.  lie  flnn  II  disparaît  à 
I  infini,  et  il  en  esl  de  même  tin  point  O.  La  droite 
tlon/'lf  continue  d'exister. 


5.    Si  l'on  définit  un  point  ///  de  la  droite  variable  MM 
par  la  relal  ion 

m  M 

=  5   -    / . 


///  \l 


S  étanl  une  constante,  le  calcul  montre  <|u  il  \  a  un 
lieu  <lu  poinl  ///.  el  que  ce  lieu  esl  un  plan,  si  S  a  I  une 
ilrs  valeurs  i .  cosQ  h  sinô;  les  trois  plans  ainsi  obtenus 
sont  les  plans  doubles  (  H.l.  (  )l\l.  <  )K.I. 


III 


0.  Dans  l'espace,  les  figure*  que  donne  la  symétrie 
par  rapport  à  un  plan  sonl  fournies  an  poinl  de  la 
grandeur  |>.n  la  symétrie  par  rapport  à  un  poinl]  le 
l'ail   analogue   u  a  pas  lieu  en  géométrie  plane,  si  l'on 


,ig  ) 

s'interdit  de  sortir  «lu  plan.  Il  faul  alors  étudier  sépa- 
rément la  similitude  (homographie  dont  les  points 
doubles  sonl  les  j >< » 1 1 1 r ■-  cycliques),  el  la  transformation 
par  laquelle  ou  passe  il  une  ligure  à  une  Bgure  invei  se 
inriii  semblable  (homographie  dans  laquelle  chacun 
des  points  cycliques  se  transforme  en  I  autre  i. 

Il   existe   dans   chaque  cas   mi  point  double  0,  el  la 
recherche  des  droites  doubles  conduit  aux  équations 


cos8 


•  iii'i 


sin  0 

cosfl 


cosfl      S 
sin8 


-m  0 
cos9  —  S 


ou 


S» 


S  i  :os  ')  —  1  =  O, 


S2 —  i  =  o; 


dans  le  premier  cas,  on  a  comme  droites  douilles  les 
isotropes  du  point  ();  dans  le  second  Cas,  on  a  deux 
droites  doubles  rectangulaires,  avec  îles  faits  analogues 
à  ceux  du  n°  i. 


7.  Si  Ton  \eut  rattacher  ce;  qui  se  passe  à  propos  du 
plan  aux  faits  relatifs  à  l'espace,  il  faut  supposer  que 
les  deux  trièdres  <  ).r.  (  )  )  ,  Oz  etO.r',  .  ..,  considérés 

plus    haut,    ont     leurs    axes    (  )  r     et     (  )  z'    coïncidents   OU 

opposes.  Dans  le  premier  cas.  L'équation   du   troisième 
degré  en  S  devient 


cosO  —  S        —  sinO  ci 

-in  'i  cn-il  —  S  O 

ii  o  i  —  S 


etc.  Dans  le  second  cas,  cette  équal  ion  devienl 


cos6  — 

Sx 

sin6 

«i 

sin6 

—  cose  —  s 

o 

o 

h 

—  i  — 

s 

ou 

S  —  l)(S  4-1 

l.i  racine  double        i   s'explique  par  le  fail  que  I  ou  est 
i<  i  dans  le  <  as  singulier  signalé  à  la  lin  du  n°  "J. 


|R8a] 

SUR  LE  Uill\i:ili:M  l>l\  CORPS  SOLIDE; 

Pab  m.    \.  TRESSE. 


I  >«iit  ce  «  |  m ■  n  m  m  s  avons  <lii  dans  notre  article  précé- 
dent, Sur  l'équilibre  d'un  corps  solide  \  '  I,  s'étend  .1 
I  étude  <ln  mouvemenl  d'un  système  invariable  par  la 
considération  <!<•  ce  qu'où  appelle  force  d'inertie. 

E<  rivons  les  équations  qui  défiiiisseul  !<•  mouvemenl 
il  un  |>nihi  matériel  de  masse  ///.  sous  la  forme 

SX  —  mJx=  o,         ï  ^       m  l    —  o,        SZ  —  ///  .1 

où  Jx,  J»,  Jz  désignent  les  projections  sur  les  excès  de 
I  accélération  J,  et  appelons  force  d'inertie  du  point 
matériel  un  vecteui  égal  il  <i|i|ins('  au  produit  de  •>.! 
masse  ///  pai  -<>n  accélération  .1  :  ces  trois  équations 
expriment  que   le   poiul  est  en  équilibre  sous  l'action 

de  celle  force  d  inertie  cl  des  I îs  proprement  dites 

qui  le  sollicitent;  ainsi  interprétées,  les  équation 
jouent,  dans  le  cas  </  ////  seul  point  matériel,  le  rôle  des 
équations    1   . 

Pareillement,  le  mouvement  <l  un  système  quelconque 
lie  n  points  matériels  sera  défini  par  3/j  relations  de  !.t 
(miin      -  .  entre  les  forces  intérieures    d  une  part,   et, 

\mu  ■  11.  -    t/i/ifi/,-^  avril  190.5,  p.  1 


,21     ) 

d'autre  part,  les  forces  extérieures  el  les  forces 
(I  inertie;  ces  .'>//  relations  jouent  !<•  rôle  des  équa- 
tions (  a  ) . 

Enfin,  dans  le  <;is  <1  un  système  invariable,  ou 
déduit  de  ces  3/]  relations  six  équations,  analogues  aux 
équations  |  '1>  t.  indépendantes  des  forces  extérieures,  qui 
définissent  complètement  le  mouvement  du  système, 
les  autres  équations  (a)  déterminent  les  forces  inté- 
rieures, toujours  avec  le  même  ordre  d'indétermination 
el  sous  les  mêmes  restrictions. 

Nous  h  énonçons  pas  l'interprétation  bien  connue  de 
ees  nouvelles  équations  ((3);  bornons-nous  à  en  sigualer 
celle  conséquence  immédiate  : 

lui  oui  \ii..  —  Pour  //ne  deux  systèmes  de  forces 
extérieures  appliquées  à  un  corps  solide  lui  impri- 
ment, dans  les  mêmes  conditions  initiales,  le  même 
mouvement,  il  faut  et  sujjit  que,  dans  tes  deux  sys- 
tèmes, la  somme  algébrique  des  projections  des  forces 
sur  chacun  des  trois  axes  de  coordonnées  soit  la  même. 
ainsi  que  celle  de  leurs  moments  par  rapport  à  chacun 
des  mêmes  axes. 


[P6d,  P6f] 

SUR  LA  TRlXSF0MIATI0\  D'ERNEST  MIPORGQ 

El  SLR  CELLE  DE  LIE; 

Par    M.    R.    BRICARD. 


1."  On  doit   à  E.  Duporcq  i  '  i   une    transformation 
de  contact  remarquable  qui  généralise  celle  de  Lie,  en 


(')  Bulletin  d>-  lu  Société  mathématique  de  France,  t   \\\ll. 
1899,  p.  146. 


faisant  correspondre  aux  droites  de  I  espace  non  les 
sphères,  nais  les  quadriqu.es  circonscrites  .1  une  qua- 
drique  ii\<\ 

Cette  transformation  •»  été  présentée  par  !«■  regretté 
géomètre  sous  une  forma  entièremenl  synthétique  qui 
en  rend  les  applications  un  imbu  pénibles. 

<  )n  peut,  comme  <>ii  va  !<•  voir,  définir,  par  «les  for- 
mules très  simples,  une  transformation  <|m  jouil  de 
propriétés  identiques  à  celles  de  Duporca. 

"2.  Proposons-nous,  à  <<-i  ell'et,  <!<•  résoudra  l<-  pro- 
blème suivanl  : 

Exprimer,  en  fonctions  rationnelles  de  i/<>i<  parti- 
mètres,  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  tan- 
gente  à  une  quadrique  fixe. 

Soienl 


les  équations  d'une  droite  I).  Les  coordonnées  plucké- 
rieu nés  de  cette  droite  sont  /'.  7.  /*•  el  les  trois  quan- 
tités 

On  a  I  identité  fondamentale 

1  /v  -    '/>/      11       '•■ 

Exprimons  que  la  droite  I)  est   tangente  à  la  qua- 
drique 1  (  l  1  représentée  par  I  équation 

V      Y«— Z«— 1=0. 
On  loi  un-  aisémenl  l'équation 

/■-       7        /  ■ ■■    /.  ■      .,'*  —  r'*=  o. 


i    ..; 

Cela  posé,  on  tire  de  <  i  I  el  i  >  I,  par  des  combinaisons 
simples, 

(4)  (p+p'P+iq  +  q')*  —  (i'  —  r'  )«=  o, 

(5)  (p—p'y      (q  —  q')i—(r  +  rf)*  =  o. 

j\ous  résoudrons,  d'une  manière  aussi  générale  que 
possible,  le  système  précédent,  en  posant  (à  un  facteur 
de  proportionnalité  près) 

p-v-p'=kxy,      q  +  q'=  2(a?«— y*),       r—r'  =  i(a;i-r-yi), 
p—  p  =  —  /,  5,     q  —  q'=  2 (  c*  —  i).  r +  r'  =  ». (x*  + 1), 

a;,  y,   c   étant   trois  quantités  quelconques.   On    tire 

de  là 

\p  =  i(jry — z).       q  =  x* —  y*-+-z* —  i,       r=      x*  ■+•  y1  ■+■  s* 
I  p'=  i(xy  -4-  z  i,       q' =  x2  —  jr2 — c2— i,        r'  =  — x- —  yî-~zz- 

Les  formules  (6)  résolvent  la  question  proposée. 

3.  Si  Von  considère  x,y,  z  comme  les  coordonnées 
d'un  point,  on  voit  que  les  formules  (6)  font  corres- 
pond/e  à  tout  point  m  de  V espace  une  droite  D  qui 
touche  la  quadrique  (Q). 

On  vérifie  sans  peine  que  les  équations  de  la  droite  D 
peuvent  s'écrire 

(j*-f-i)X    -H(a?y_^)(Y  —  Z)+y*—  i    =  o, 


(7) 

{  (ar»-H**)X  —  ixy  —  js)(Y  +  Z)  —  a?* 

La  droite  D  engendre  une  quadrique,  quand  le 
point  m  décrit  une  droite  quelconque. 

Supposons  en  effet  que  le  point  ///  décrive  la  droite 

y=  ax  -\-  6, 

z  —  ex  -\-  d. 


'  •  I 

Si  1  en  remplace  dans  les  formules  (6)  y  el  r  pai  l>  s 
expressions  précédentes,  on  trouvera  poui  /'.  (/ .  /  ,  /»  , 
(j  .  i  .  des  expressions  de  la  forme 

\  B  l  i  =  i,2,3,4)5,i 

Or,  eulre  quatre  polynômes  bomogènes  \\\  du  second 
degré  <-n  ./■  el  r.  il  existe  une  relation  linéaire  et  boino 
gène   .i    coefucients  constants.    <)n    peul    donc   formel 

entre  les  coordonnées  /'.  </ .  / .  /<  .  '/'.  /  .  trois  relal h 

linéaires  el  bomogènes,  eu  général  distinctes,  autre- 
ment dit,  lorsque  le  point  ///  décril  une  droite,  la  droite 
correspondante  I)  varie  en  appartenant  à  trois  com- 
plexes linéaires  :  elle  engendre  donc  une  quadri<iuc 
comme  il  esl  bien  connu.  Cette quadrique est  <l  ailleurs 
t*\  idemuienl  <  ii  consente  à     (  J  , 

<  )n  retrouve  ainsi  l<'s  propriétés  caractéristiques  de 
la  transformatiou  de  Duporcq . 

Je  n  insiste  pas  sur  1rs  applications  nombreuses  <  j  ■  i •  - 
I  ou  peut  faire  de  la  transi  intuition  de  Duporcq.  Elles 
ont  été  exposées  dans  I»'  cours  professé  |>;u  M.  Ilmu- 
bert  au  Collège  de  France  (semestre  ioo4-iqo5),  sui 
les  fonctions  abéliennes  el  leurs  applications  géamé- 
triques,  el  dout  tous  les  géomètres  espèrent  une  publi- 
cation proebaine. 

i .  Quand  la  quadrique  (Q)  dégénère  en  l'ombilicale, 
l.i  transformation  de  Duporrq  devient  celle  de  Lie. 

Pour  relrouvei  les  formules  classiques  qui  définissent 
celte  dernière,  il  esl  nécessaire  'I  user  de  quelques  pré- 
eau  IK'IIS. 

\  (  el  eflet,  <  onsidérons,  au  lieu  de  la  quadrique    Q 
la  quadrique  (Q  I  représentée  e/i  coordonnées  tangen- 
tîeilei  pai  I  équation 

(8)  u*      »  •       w«— - X»=o, 


■  ■'<    I 
La  condition  pour  que  la  droite  I)  lui  soil   tangente 
est 

(  g  i  /■'•/'      i '■—  *>--(p'-      v  '      ' 

(I  où,  par  combinaison  des  équations  (1  i  el  (o,  . 

i /<       i'i.j>  r       (q   ■-/'/>/,-  h  (r -+-  i\r'y 

|  i>  —  // />' ,-       (q  — -  //,  q'  )-'  -+■  (  /•  —  i X  /•'  )-  =  o. 

Je  résoudrai  le  système  précédent  en  posant 

l    />  -r-  //.//  -  ./-' —  1,  p  —  i\p'=  <r         \z)* (l 

lo)       7        /  /  </  /(./--•-  i  ).       q  —  i\q'  =  —  ('((.(■  +  ),:)!+  (i   ■    ai  i-|, 

f  r+i\r'  =  — .'.'.  /■  —  />./•'= — -2(t-+-  X5)(i  -s-  /  i    . 

d'où  l'on  tire  /',  </,  r,  p  ,  y  ,  /•'. 

Les  expressions  obtenues  conviennent  quel  <iu<' 
soit  À;  si  l.i  quadrique  (Q'),  en  particulier,  se  réduit  à 
l'ombilicale,  c'est-à-dire  si  l'on  faitX=o,  elles  ne  de- 
viennent pas  illusoires,  grâce  à  la  forme  choisie  pour 
les  seconds  membres  des  relations  (10). 

Ou  trou\  e  en  ce  cas 

l>  =       .'•-— i,  />' =       n.rz—r). 

,/  -  _    ,«./--^-  ,,.  ?=        xz-r-y, 

r  =  —  ■>./•.  /■'  =  —  t(  ./r 

et  la  droite  correspondante  a  pour  équations 

\  -   Y  i    —  xZ  -+-  s  -   o, 
»(X  — Yi)  —     Z       r      ... 

Ce  sont  les  équations  bien  connues  de  la  transforma- 
tion de  Lie. 


Ami.  de  Mathémat.,  \<  série,  t.  V.  (Mai  190.Ï.) 


I 


mitiiouiUMiii. 


Cours  Di  Géométru  inalytiqui  i  deux  dimensions 
ctions  coniques)  j  par  \l .  //.  Mandait ,  ancien 
élève  de  I  Ecole  Monnaie  « i * •  -»  Sciences  de  d  mil,  pro- 
fesseur  de  Mathématiques  supérieures  à  I  xluénée  roval 
de  rongres.  —  i  vol.  in-8°  de  \ni-*>-|  pages.  Nainur, 
\\  L'smael-(  liarl  ier  :  i  « # < >  j .  l Yi\  :   iofr. 

En    Belgique   "n    étudie,    en    deux    fois     les    courbes    de 

il  ordre.  I>;m^  l'enseignemenl  secondaire,  la  théorie  esl 

exposée  .1   peu   près  comme  dans  les  premiers  Chapitres  de 

I ..  Salmon  :  le  point  de  \  ue  géométrique  domine;  les  variétés 

oniques  sont  examinées  successivemeni   el   représentées 

pai    leurs  équations  réduites;  e  s'élève  guère  .1  des  vues 

il  ensemble.  Il  en  est  autrement  dans  les  Faculti  -  :  la  conique 
devient  la  forme  quadratique  ternaire;  ses  |  ropi  él<  -  projec- 
tives   traduisent    les  relations  liant   les  dérivées   pa  lielles  de 
la   forme,   le  discriminant     le  divariant,  etc.;   s«*s   pro| 
métriques  s'obtiennent  en  lui  adjoignant  Ie9  points  cycliques. 

Le  Livre  de  M.  Mandarl  rompt  avec  cette  tra  lilion.  Il  esl 
manifestement  destiné  .1  des  débutants,  comme  le  prouvent, 
d'une  part,  le  grand  développement  donné  au*  principes  et, 
d'autre  part,  l'exclusion  des  notations  symboliques.  Mais  en 
même  temps  il  \.i  droit  bux  considérations  les  plus  gêné 
el  les  plus  féconde*.  D'un  bout  .1  l'autre,  le  travail  esl 
imprégné  d'invariantologie;  depuis  les  propri  lés  les  plus 
usuelles  «lu  cercle  el  des  coniques  jusqu'à  relies  des  fais*  eaux 
el  des  réseaux  lanl  ponctuels  que  tangenliels  tous  !  s  faits 
géométriques  répondent  .1  des  invariants  déduits  des  équa- 
tions des  figures.  Mous  croyons  qu'il  serait  <liili  ile  de  l'aire 
un  Livre  plus  homogène  el  plus  complet . 

Convient   il   poui    l'enseignement?    Nous  en   sommes    con 
vaincu     d'autant    plus    que    l'auteui     prol  matières 

depuis   nombre  d'années. 

L  Ouvrage  de  M .  Mandarl  mérite  d beat ip  mieux  que 


"•7  ) 
l'indifférence.  Il  aura  de  chauds  partisans;  mais,  |>.u  contre, 
nous  osons   lui   prédire,  ei    ceci   n'est   pas  un  mauvais  coin 
pliment,  qu'il  aura  pour  adversaires,  en  Belgique,  tous  ceux 
que  leur  grandeur  <>u  leur  petitesse  attache  au  i  i \ . i - ■    de  la 
routine.  M.  Stoi  vu  ht. 


cokkksi»omi\m:k. 


M.  H.  Brocard.  —  S'il  m'esi  permis  d'apporter  un  té i- 

gnage  qui  pourra  paraître  intéressé,  sinon  intéressant,  au 
5ujei  «le  la  remarque  de  M.  Massing  (igoô,  p.  179-180  je 
dirai  que  je  la  retrouve  dans  les  Notes  ~m  la  question  1545, 
<l< > m  l'énoncé,  dû  à  M  Chauliac,  renferme  au  paragraphe  \ 
l.i  proposition  |>lu>  généi  aie  que  \<>iri  : 

Si  l'on  considère  trois  normales  quelconques  à  une  pa- 
rabole  •  ne  se  coupant  pas  au  même  point  1,  le  point  d<  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  des  normales  et  le  point 
de  rencontre  >/<-s  hauteurs  du  triangle  des  tangt  ntes  sont 
su/-  un  même  diamètre. 

Il  ï-ufllt  donc  de  supposer  les  trois  normales  i"ue>  d'un 
point   M. 

C'esi  le  théorème  énoncé  par  M.  Massing  1  loc.  cit.) 

J'ignore  si  cette  remarque  particulière  a  été  faite  anté- 
rieurement; cela  me  parait  hien  probable  el  j'-  l'attribuerai 
volontiers  .1  M.  Chauliac  (question  I.M->.  i885,  |>.  (4o),  mais 
M.  Emmerich  l'a  énoncée  très  explicitement  dans  Wathesis, 
1903,  p.  236,  à  l'occasion  de  -.1  réponse  à  la  question  1033 
R.  In  mi..  Mathesis,  1895,  p.  ai5)  relative  à  la  parabole  et 
à  trois  *males  concourantes  ou  quelconques. 

J'ai  toujours  pensé  que  cette  configuration  donnerait  le 
sujet  «l'un.-  étude  bibliographique  mentant  l'attention  des 
mathématiciens;  mais,  si  cette  publication  a  pu  être  ajournée 
sans  inconvénient,  je  crois  devoir  retenir  trois  questions 
qui  la  justifieraient  pleinement,  les  questions  précitées  de 
.MM.  Chauliac  et  Tucker,  et  la  question  :!in  <..  m  Long- 
champs,   Journal   tir     Math.   s/>.\    résolue    <'n    1 S .  »  .j  .   p,  %\\ 


M    Troin.         La   question  -jimin   proposée   sous   "    nom 

dans  le  numéro  di  févriei  1905  des  Vouvellet  Innales  n'est 
pas  nouvelle,  ai \u-  en  ce  '| xn<  la  deuxième  partit 

li  propriété  qui  fail  l'objet  de  <  •  «  ■  1 1  «  -  deuxième  partie  se 
trouve  énoncéi  dans  1  vercices  sut  lu  géométrie  du  triangle 
■  !<•  \l .  Laisanl  (p.  16,  quest.  53)  e(  les  renseignements  biblio- 
graphiques qui  I  pagnenl  indiquent  que  la  question  fui 

proposée  pai  M.  d'Ocagnedans  \tJournaldt  Math.  élém.  de 
M.  de  I  ongi  liamps  el  résolue  dans  I  année  1889  de  ce  journal 
aux  p  1  1 16  par  M.  d'0<  agne  lui-même. 

J'ignore  -1  l.i  propriété  qui  fail  l'objet  <i<-  la  première  partie 

•  I ■  •  la  question  2008  fui  é icée  pai   M.  d't  U  agne  dans  une  de 

lutions. 


sol  1  riORIS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1805. 

1 

/  tant  donnée  l'équation 

\  a  a       1 


-  /      -  — . . .  —  ///../■       /       0, 


,/.,/!/  le  degré  n       tv  est  pair,  si  l'on  disigm  pat    . 

.  les  dérû  1  <  1  sut  cessives  d                ii\  ist  et  >  <  tpective- 
ment  par  n,  n(n —  1),  n{n      i)(n  — 2) /  'équation  en  - 


' 


r"   ' 


■ 


- 

fv    I 

1     • 

V  (  V  —  I  ) 


V 


est  indépt  ndante  de  1 . 


•   I 

Trouver  les  relations  qui  li'-ni   les  racines  de  l'èqua 
(ion   en    '■  à  celles  de   l'équation   en    z. 

■  r.  Sonda i 

-m. i  i i'i\ 
Par  I'Auteor. 
En  posant 

A./'1   '  —  (n  —  i)cxn    '-...—  t//  —  ii/,./  — /. 
on  aura  la  relation 

i  F«D| 

qui.  appliquée  aux  dérivées  successives,  conduit  aux  égalités 

C   =  n ./-        2X<Ç„     |         •.., 

ht   —  r         X<Sn-i        '  ®«-î, 

ci    —  ,1  -     X^ffn-i  —   >.'"f„— j 


Si  R  est  une  fonction  homogène  quelconque  Ac*  coeffi- 
cients de  i  A.),  nous  désignerons  par  IV  cette  même  fonction 
où  nous  remplacerons  ".  b,  c /, .  /  par  a,  ow_ \,  »„_ s 

©I.   o. 

Dans  le  déterminant  y(a),  remplaçons  chaque  horizontale 
de  rang  p  ■+- 1  en  remontant,  par  celle  obtenue  en  ajoutant 
termes  à  termes  les  horizontales  inférieures  respectivement 
multipliées  par  les  termes  de  (x —  i  '  développé,  c'est-à-dire 
la  première  II  i  par  II ,.  la  deuxième  II  par  x  H  |  Il ....  la  troi- 
sième II  ;  par  ./  -  Il  i     ■  ■>  ./■  1 1 ..       II.,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  nouveau  déterminant,  égal  à  ±f(z),  opérons  de 
même  sur  les  verticales,  en  allant  de  la  gauche  vers  la 
droite,  ou  remplaçons  la  première  Ni  par  Y,,  la  deuxième  \  _• 

par  ./Y,  —  \  ., et   nous  aurons  un  nouveau  déterminant 

égal  à  -f-jfi  s),  car,  -i  la  première  substitution  a  changé  le 
signe  'li-  /(  ;  »,  la  seconde  le  rétablit,  <-n  le  changeant  de  nou- 
veau. 

Pour  avoir  le  terme  connu,  soit  R  il<-  f\  z  i,  on  fera  -  =  <>. 
<«■  qui  donne,  d'après  les  égalités  I  i  .  après  les  deux  substitu- 


lions  -in  .  i  - 


i; 


/.     / 


i;. 


h 

a     l>    •      ... 

Rétabliss   ns   les   termes   en    z   en    faisant    abstraction   des 
autres   el   considérons   l'élément    \r   \..,.\    appartenant   ■<   la 
/•      i     "•  horizontale  el   à  la     q      i  •  ""  verticale.   Bo  rem- 
plai  anl  II ,,    i  par 

il.  —  /./''    "  M.-T-.  .  .      pxh  H 

.•h  amène  dans  \.  si  p  g  >.  un  terme  en  s,  recueilli  dans 
la  diagonale  principale,  sui  l'horizontale  II,,  ■  •■  -<  />  7  =  '• 
1  ..•  1  ei  me  1  ecueiili,  soil  B,   1  pour  \  aleur 


B  = 


I. 


•       1.7.       ./, 


'(  V  —  I  1.  .  .      -  /'  I 


'     '/ 


1    ...    7 
el .  amené  dans   \ .  il  dei ienl 

(    _  ±p(p  —  \)...(p  —  v-t-y  +1) 

I  .  2  ...  I  V  (J  ) 


./."•'/   •      B 


,  ±/M />-!».. ../.-v  +  7     -      .  ,        f    ., 

1.7         1 

En  faisant  p  =  v,   -  —  1 .  /  —  >.  ...  >•!  donnant  ■  7  les  va- 
leurs ".  1 .   • '.  ■  | •  1  •  -  7  peut  prendre,  on  aura  dans  II 

I  —  \  >'\  Z.  Z  r.  z  1  - Z  r'\\ 

dans  II 

1  "'      I  ...  c.   •  :  /• /-./■''    '  I; 

dans  II (   1  : 

1  ■      '    '      ko,, "":",.•   H; 

'(v  — 1)|  '    •  I 

.  1  .nii-i  de  suite. 


(      -..M 

Si  maintenant  nous  rcmplai  ons  \  ,    i  par 

,7\  |  —  q  ci    '  Vj-I-.  .  .       '/  '  S  -       S  , -    i. 
le  total  des  termes  amenés  dans  Hv   t  sera 

(—  |  C  z.r'h  [  —  1)7=0  -17 

D;iii-  II,,  ce  total  sérail 

:  {'-.,-/    1  1  1        m'/    '    ■     ..  (si  ûf        1    ■ 

■/ 

Il  en  sera  de  mê lans  toutes  les  horizontales. 

En  résumé,  les  -  amenés  par  les  substitutions  des  lignes 
sont  détruits  |>;h-  les  substitutions  des  colonnes,  sauf  dans  la 
diagonale  principale  où  il-  changent  de  signes  avec  >  impair, 
ce  qui  importe  |>"u.  puisque  alors  f[  z    =  f\  —  s). 

«  in  aura  donc  finalement 

r-t-s        .         ...        / 
....     e  —  -     ...        k 


l;  t    z. 


L'équation  >  I»  1  jouil  des  propriétés  suivantes  : 

i°  Elle  reste  la  même  quand  on  \  change  les  signes  des 
coefficients  6,  cl.  /'.  ...:  quand  on  y  permute  les  coeffi- 
cients '/.   I>.   <■ h,   A.    I  équidistants   des   extrêmes   et 

quand    on    \    remplace    <i .    I> .    c /   par   a .    -,■    |l  m  1, 

m) ^i(m),  cp(/n),  i|iifl  que  soit  m.  ou  elle  con- 
vient .iu\  équations 

•■f  ( —  x)  =  o.         -z  (  —  )  =  o.         <p<  m  —  ./• 

ss°  A.vec  /  impair,  elle  n<'  contient  que  les  puissances  paires 

de  c.  puisque  f{  z  1  =  f{ —  s),  <>u  elle  ''-1  de  la  tonne 


/>.  7 s  étant  numériqui  - 


rR  =  o, 


Si       esl  pair,  elle  ne  contienl  pas  le  sec I  terme    car, 

»i   l'on   développe   /   s),  après  avoîi    multiplié  les   1 1 l: m •  -   pai 

—  i  ) 

le  enclin  icnt  «li    5V  sera 

eu  elle  esl  de  la  l"i  me 

/  g'  R. 

i     La   i ii"n   /    s'obtient   facilement   en   remplaçant   dans 

les  puissances  croissantes  de    i    pai   a,  b,  c /•.  I, 

comn pcul  s'en  assurei   en  <\<\  cloppanl , 

.     I  In  .1 

/  .  A        A li        H. 

Si  l'équation  (A     a  v       i  ra  les  annulant  <p,  9|, 

...  on  aura  les  conditions  de  multiplicité 

U)     -  ".  A  ....  !  • 

.  \    i    ,  pair. 

Quanl  aux   relations  qui  lient   les  i  •• I<      B      i   celles 

de  i  \   •  "'  les  trouvera  en  s'aidanl   de  celles  qui,  dans  cha 
cune  'I  elles,  lient  ses  rai  in<  -  •.  ses  i  oeffii  ients. 

[pplicati  >ns.        \ .  a       >  ou 

i       b 
on  -i 

/    -   ... 

Il     n        |  ..h 

I  ;    '  I  ■         ;    '  ,  ,/   ,  ,  c. 


;  /,-/      ,/, 


/,    e     d 

h       h        C 


i  —  3  ) 


\  \ . •  i    1 1 1 1 . •  i.i.  i o e  double  annulant  ç  e I   - 1    on  . > 

et .  par  suite, 

/  :      u,-  —  o        i  résull  ante  de  (  laj  lej 

D'ailleurs  X      ".  - ivec  nue  racine  iii|>lc. 

[II.  n      6  ou 

>      —     <f  ./•'' C)    A./      '  I     ".    r     I      •  >!,,/     I 

I     '.    ' 


iocP      i  ïce  —  6è/      "-.         a 


d  e      i  % 

c  d  e  ./• 

//  r  il  e 

Il  II 


Mi/--'  i  |  A 

V.vec  une  racine  triple  annulant  cp,  tp|,  »a,  ""  a 

o|  =  X',         tpj       a'        et,  par  suite,         X*      A. 

D'ailleurs, 

X  =  o,         A  =  o 

i\  ec  une  racine  quadruple. 

1932. 

Etant  donnt  un  quadrilatère  convexe  IlBCD,  on  con 
sidère  des  /'/nus  reliés  aux  tiges  M'».  BC,  CD,  DA.  On 
demande  de  trouver,  respt  ctivement  dans  ces  plans,  quatre 
points- m,  n.  />.  q  tels  que  la  droite  mp  soit  <  cale  et  per- 
pendiculaire à  la  droite  nq  pour  toutes  les  déformations 
iIh  quadrilatère.  Démontrer  que  les  milieux  des  droites 
m/),  nq  et  des  diagonales  du  quadrilatère  sont  les  sommets 
d'un  carré.  i  .1.    I; i.\  mi.i  i  . 


•I 

SOLI   llu\ 

i ■  .1 1    M.    Canon. 
I  itérieuremenl  au  losange   \  l!<  Il  »  .  !<■  ccntn  0  I   fig.  i)  p 


nons  -m  les  bissectrices  des  angles  formés  pai   les  diagonales 

V.C,  BD  les  | •  < ■  1 1 1 1 -  ///.   //.  />,  </  .1  égales  disti -   de  0.   Les 

droites  ////-.  nn  sont  .il"i-  égales  ei  .i  angle  droit.  Le  losangi 
étant  supposé  articulé,  si  on  le  déforme,  les  droites  /"/-.  /"/ 
passeroni  toujours  pai  le  point  0.  si  la  droite  mO  'l"ii  tou- 
jours être  la  bissectrice  de  l'angle  BOA,  il  faut  que  le  point  /" 
— « •  i t  le  sommet  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle  iso 
scèle  \  m  \; .  ..h  les  points  \.  //'.  B,  0  sont  toujours  -ni  un 
cercle  puisque  alors  les  angles  VmB,  BOA  sont  droits  et  pai 
suite  l'angle  m  <  >  \  <^i  égal  à  m  \\  \.  c'est-  <  dire  ■<  \5  . 
Unsi  : 

Si  les  triangles   rectangles  isoscèles    \m\\.  HnCtCpD 
Dq h  sont  liés  invariablement  aux  côtés    \l-.  BC,  CD,  l>\ 
les  droites  m/>.  m/  sont  i  gah  t  et  à  angle  droit  quelle  jue 
toit  lu  déformation  du  losange  articult    M'.'.h. 

N « > « i -  allons  \"ii  que  cette  propriété  est  vraie  pour  un  qua- 
drilatère  con>  exe  quelconque. 

Pi  <■ -  le  quadrilatéi  e  IBCD  et  les  ii  iangles 

tangles  isoscèles    \  m  \\.  Bn  C,   CpD,   Do  A.   appelons  m'f  n\ 


//.  y'.  I ,  .1  lc>  milieux  des  côtés  ''t  dea  diagonales  du  quadrila 
tère.  Menons  les  droites  1m',  In',  mm' .  un  l  i  s<  çmeni  ////// 
est  égal  à   nt'B  <•(  ;il"i»  aussi  à   I /'  ;  «  I  «  -  plus  mm    >  -i   pei 

pendiculaire  à  In'.  De  même  nn'  esl  égal  el  per| liculaire 

à  \  m  .  Va  comme  les  angles  nn'I,  Im'm  sonl  égaux,  nous 
\.'\.'U^  «pic  les  triangles  nn'l,  Im'm  sonl  égaux  el  oni 
leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  par  suite  les  seg- 
ments I  m.  \  ii  —  < » 1 1 1  égaux  el  .<  angle  droit.  Il  en  esl  >\>-  même 
de  I  /-.  I  y.  Les  angles  ni  q,  m\p  étani  égaux,  les  triangles  ni  q, 


m  \p  sont  égaux  <t  ont  Ion  •-  iY>t<'-s  respectnenitMit  perpendicu- 
laires, donc  les  segments  mp.  nq  sont  bien  égaux  et  à  angle 
droit,  f/tn  I  que  soit  le  quadrilatère  convexe   \l'><:i>. 

On  peut  dire  que  le  point  I  est  le  centre  de  rotation  autour 

duquel  on  peut  faire  tourner  le  seg nt  mp  pour  l'amener  en 

coïncidence  avec  nq.  Le  milieu  K  de  ce  segment  mp  vient 
coïncider  avec  le  milieu  I.  « I e  in/,  les  segments  iK,  i*L  sont 
donc  égaux  et  à  angle  droit. 

On  peut  dire  de  même,  en  appelant  J  le  milieu  de  BD,  que 
les  segments  JL,  .IK  sont  égaux  et  <i  angle  droit. 

Les  points  I .  K,  .1 .  I.  sonl  alors  sur  un  cet vie .  Mais  le  point  I. 
étant  à  égales  distances  des  droites  ////'.  /"/.  est  sur  la  bis 
trice  III  de  l'angle pHn.  De  même  le  |>"ini  .1  est  sur  la  bis- 


sectrice  de  l'angle  droit/}  H  q.  I  'angle  III I  esl  alors  'h"ii  et  le 

•  en  le  JLIK  passe  pai  le  | i  II . 

Le  segment  II  esl  un  diamètre  de  ce  i  ;rcle  et  l'angle  JLI 
esl  droit,  donc  !<•  quadrilatère  IKJL  i  -i  un  carré. 

/.'.  marc  ut  •■        I .  Cette  dernière  propriété  esl  indépendante 

•  lu  quadrilatère.  Lorsque  l'on  a  deux  segments  égaua  à 
angle  droit,  les  centres  de  rotation  qui  permettent 
d'amené)  l'un  des  segments  en  coïncidence  avec  l'autre 
et  les  mi/ii  u  i  dt  s  dt  u  -  ■  nts  sont  les  sommets  d'un 
cari 

II.  Dans  le  courant  de  la  démonstration  précédente  se 
trouve  établi  ce  i  bé me  : 

On  a  un  triangle  quelconque  \l'.'.  fig.  i)  et  les  triangles 
rectangles  isoscèles  \m\\.  B/iG;  les  droites  qui  vont  -lu 
milieu  I  de  \*.  aux  sommets  m  et  n  sont  «  cales  et  àangU 
droit. 

III.  En  s'appuyant  sur  celte  propriété,  ""  \<>li  loul  de 
suite  que,  si  VBCD  est  un  parallélogramme,  le  quadri- 
lati  i ■>    uinpq  est  un  carré. 

I\  .   Réunissons  en   \  les  sommets    \  el   B  du  quadrilatère. 

•  *n  n'a  plus  alors  que  le  triangh  \l"  Soil  r  le  sommet  de 
l'angle  droit  du  triangle  reclangli  extérieui  à  \l"i  el 
dont  I  hypoténuse  esl  \'.  :  l>  *<  gment  Kp  est  égal  et  per- 
pendit  ulaire  à  qr. 

\.  '  >n  .1  une  droite  telle  que    \j<  |><>ui    les  « mets   B 

-    h  lites  coïncidant  .i\<-'   les  hauteurs  «In  triangle  /"//  pas- 
sent par  un  même  point,  on  retrouve  ainsi  que  :  les  dt 
parlant  dt    \    C,  D  et  aboutissant  respectivement  aua  s   m 
mets  />.  q,  r  passt  ni  par  un  même  point. 


Non  .  L'élégante  réponse  de  M.  Canon  ne  fait  connaître 
qu'un  n  particulière  d<   la  que>tion  1932.  Le  problème 

.  -i  assez  i.i'  il»  ment  abordable  pat  l'emploi  des  iuiagin  lin 

(')  Pour  l'application  des  imag  naires  •>  la  théorie  des  systèmes 
.11  in  u  lés,  on  •  "nu  ;■  i  .i  utilement  un  Mémoire  de  M.  Durboux  Bul- 
letin ilUématiqu*  t,  < N_  ..  p.  > 


(  ->7  ) 
(méthode  des  équipollences).  On  parvient  ainsi  aux   résul 
tats  suivants,  que  je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'établir  : 

Première  hypothèse.  -  Le  quadrilatère  M3CD  n'est  pas 
a  a  parallélogramme. 

Construisons  un  carré  «p^yô,  de  centre  10,  el  un  triangle  IcoK, 
îsoscèle  el  rectangle  en  <•>.  tel  que  le  sens  dans  lequel  il  faut 
parcourir  le  périmètre  'lu  carré  pour  rencontrer  les  sommets 
dans  l'ordre  oc,  [J,  ■;•  ^  soil  le  sens  de  la  rotation  d'un  angle 
droit  <|u i  amène  to  I  sur  10  K 

le  triangle    \  m\\  directement  semblable  au  triangle  IaK, 

»         B  n  C  »                               I  -,  K . 

*>          CjdD  1 V  K. 

DgrA  »                                 18K. 

/.«  segment   ni/>   est  <:±<il  et  perpy  ndiculaire   au 
ment  nq,  et,  cette  propriété  subsiste  '/nanti  /-    quadrila- 
tère A.BCD  se  déforme,   les  côtés    M».  I'><:.  CD,  l»\    entraî- 
nant respectivement  les  points  m.  n.  />.  q. 

Cette  construction  fait  connaître  la  solution,  aussi  générale 
que  possible,  de  la  question  1932. 

On  obtient  la  solution  de  M.  Canon  en  supposant  que  le 
carré  aS^ô  se  réduit  au  point  tu. 

Il  est  à  noter  que  la  propriété  énoncée  à  la  fin  de  la  ques- 
tion L932  :  les  milieux  des  droites  mp,  nq  et  des  diagonales 
iln  quadrilatère  sont  les  sommets  d'un  carré,  ne  se  vérifie 
pas  en  général. 

Secondk  hypothèse.  —  Le  quadrilatère  A.BCD  est  un  pa 

rtilh'lo-  minuit- . 

Il  suffit  alors  que  le  quadrilatère  oc(3"fâ  soit  un  parallélo- 
gramme, et  non  plus  nécessairement  un  carré.  Sa  construc- 
tion se  poursuit  exactement  comme  dans  la  première  hypo- 
thèse. U.  B. 

2001. 
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L'hyperboloïde  déterminé  par  l'axe  d'une  quadrique 
de  révolution  et  par  deux  droites  conjuguées  pur  rapport 
à  cette  quadrique  est  équilatère.  i  li.  Bricard.) 


-     I   I    I  h>\ 

Par   M.    I'ai;]!"!'. 

\  '     -'—  I  =  o 

l'équation  de  la  quadrique  donni  e, 

y  —  h         z  —  c 

r  i 

I  A'         ='—  r 


X 

— 

II 

■j 

.1 

1 

I 

celles  des  droites  conju  g  uées,  i 

i  \    ,i,i        bb'  |        i  .,<■    =  |, 

W«  =  o, 

\i,/y.  A  :  Ci -•; 

i  \     .#    / 

/  élani  la  cote  d'un  poini  P  de  l'axe  des  s,  les  équations 
de  la  parallèle  menée,  par  l'origine,  à  la  droite  menée  pai  I' 
el  i  enconl  ranl  les  deu  \  droites  sonl 

r  A  •_•  -  ca  -    a  7  z   a  $      ba  \ 

/     h  i  a  i    |      :     ... 

>     li  \  |      ■     1    -     a    -/ 

-/    i    |  =  O. 

\  |n .  -  .i\  ..ii  éliminé  /..  il  faul  vérifiei  que  la  somme  de t 

in  îents  di  -  i  .h  :  es  de  a .  i   el  s  esi  nulle  ou 

AA'  ,  •  7  —  y  '      <'  v     •    /.  ;      —  i       il         li    ;  o. 

N.'H-    poui -    prendre    y  i,    en    tenant    compi 

relal i«.n-     I)  el      i   .  I. lition  esl  vérifiée. 

Si       ou  i..   la  droite  c îspondante  esl   parallèle   au 

plan  xOj  .  l'autre  rencontre  I  im-  de  révolution;  I  byperbo- 
loïde  se  réduil  ..  deux  plans  perpendiculaii 


(g  l 

\i  i  m:     SOL!  i  ni\ 
Par  M.  R.  B. 

>•  < ■  i ■  ■  1 1 1  (Q  l.i  quadrique  de  révolution,  \  -mi  axe,  I»  ■■<  a 
le-  deux  droites,  appelons  ' '■  el  r  les  deux  droites  qui  ren- 
contrent \.  1'.  A  el  la  droite  de  l'infini  du  plan  équatorial 
Je-  (Q).  l..i  conjuguée  de  < '■  'l"ii  rencontrer  If-  conjuguées 
<l>-  ces  quatre  droites,  c'est-à-dire  les  quatre  droites  elles- 
mêmes,  prises  dans  nu  autre  ordre  :  cette  conjuguée  esi 
donc  I".  On  voil  ainsi  que  les  droites  *  ■  et  I".  qui  ren- 
contrent \  à  angle  droit,  son!  aussi  rectangulaires  entre 
elles. 

I1  là  résulte  que  l'hyperboloïde  t  II  >  défini  dans  l'énoncé 
renferme  trois  droites  rectangulaires  <l<u\  à  deux  :  cela 
établit    l.i   proposition  énoncée. 

Remarque.  —  Suit  \  \>  \  \'<  un  quadrilatère  gauche  trac< 
sur  (Q),  M!.  V  11  étant  deux  génératrices  d'un  système, 
l!A  .  I!  \  deux  génératrices  de  l'autre  système.  L'une  des 
bissectrices  de  l'angle  B'AB  rencontre  \ .  l'autre,  i .  esl 
parallèle  au  plan  équatorial  i  11  i  de  (Q  .  Soienl  ;.  x',  :  les 
trois  bissectrices  analogues  des  autres  angles  du  quadrila- 
tère   V  BB  V  . 

Les  quatre  droites  x,  : .  x',  i  sont  sur  un  parabo- 
loïde  i  P),  (linit  <  Il  i  est  un  plan  directeur.  En  effet,  elles 
sont  toutes  parallèles  ;'i  i  II  l  el  elles  rencontrent  toutes  les 
deux  diagonales  \\.  BB  <lu  quadrilatère.  Je  supposerai, 
pour  simplifier  le  langage,  que  i  II  i  esl  un  plan  horizontal. 

Les  plans  tangents  menés  à  I'  par  \  -  ■/((  rectangu- 
laires, lui  effet,  il-  sonl  déterminés  par  \  el  par  les  deux 
génératrices  horizontales  de  P  qui  rencontrent  cette  droite  : 
il  esl  visible  que  ces  deux  génératrices  ne  sonl  autres  que  les 
droites  G  '■!  1"  donl  il  ;i  été  question  plus  haut;  elles  sonl 
donc  rectangulaires,  ce  qui  établit  bien  la  proposition. 

Considérons  alors  le  contour  apparent  du   paraboloïde     P 
projeté    horizontalement    sur     II   .   Ce   contour    apparent    esl 
une  parabole  <|ui  touche  les  projections  <l<-  quatre  droites  *. 
p\   x.    :.  et  dont    la  directrice  passe  par   le   |  »  î  *  -  »  1  «le  l'axe  \ 
sur  i  II  ).  On  obtient  ai/isi  le  th<  orème  <///i  a  fait  l'objet  de 


la   question  2002,  el   doni    M.   Retali  a   donné  une  élégante 

dé isi  i  al  i lirei  le    même  I ■.  p. 

Vu  1res  solul -  pai    M  M.  G.  Pain  vin  cl    I 


ill|N||0\S. 


2016     Si   l'on   considère  toutes   les   loxodromies    |>.i-»:mi   en 

un  jHiint  M  1ère  cl  si,  poui  chac -  d  elles,  on  prend 

I ntre  de  courbure  correspondant  au  poini    M.  le  lieu  <!<• 

ntres  d irbure  esl  un  cercle  situé  dans  le  méridien 

pei  pendiculaire  à  celui  du  poinl  M .  M    d  '  U  msn 

^ulT.  Si  une  cubique  gauche  el  une  quadrique  admettent 
nu  tétraèdre  insi  ril  .1  la  cubique  el  conjugué  à  la  quadrique, 
on  — . 1 1 1  qu'elles  en  admettent  une-  infinité.  Démontrer  < | u <■  le 
lieu  des  cent  res  de  gravité  de  ces  tétraèdres  esl  une  cubique 
gauche.  (  ■    Pon  1 1  m  . 

:!<i|s.  Soit  P  '     i  parabole  générale  d'ordre  //' 

.''       "  '  .  -4— 

Si,  sui  la  parabole  P  , on  prend  \<-  points  \,,.  \,,  ....  \;„ 
dont  les  .1!'-'  isses  1  roissenl  en  progression  arithmétique  el  si 
l'on  rail  passeï  pai  ces  points  une  I'  -"  '  quelconque,  l'aire 
comprise  entre  ces  deux  courbes  depuis  !<■  poinl  A  jusqu  au 
poinl    \    .  esl  algébriquement  nulle.  M.   d'<  U  igni 


1  i;ii\  1  \. 


I'...  ne    ligne,  ""  lieu  c/<       Sui   la  déformation         // 

faut     Su  1   li  définition. .. . 


gn<      "'/    lieu    de 

,  "é 


\M  l:\ 


I,     il 


(  >4i  ) 

[K2a  et  b] 

DISCUSSION  D'UN  TRIANGLE  DONNÉ  PAR  LES  POINTS 
REMARQUABLES  0,    I,    II; 

I'ar  M.  G.  FÔNTENÉ. 


I. 

1.   Un  triangle  ABC  est  déterminé  quand  on  connaît 
le  centre  O  du  cercle  circonscrit  (Jig-  i),  le  point  de 

Fie.  i. 


concours  des  hauteurs  H,  le  centre  1  d'un  cercle  taneent 
aux  trois  cotés,  cercle  inscrit  ou  cercle  ex-inscrit.  Au 
moyen  des  formules 


(ij  01     =R*_ aRr=2R(^-  r\         (Euler), 


il  I  = r 


l'i:i  BRBAl  h  I, 


dans   lesquelles    /■    est    négatif   s'il     s'agit    d'un  cercle 
ex-inscrit,  on  a  d'abord 


2R  = 


<>I  ' 


on  peut  donc  tracer  le  cercle  circonscrit,  le  cercle  des 

neuf  points,  et  par  suite  le  cercle   I.   Le  triangle  ABC 

Ann.  de  Mathèmat.,  4°  série,  t.  V.  (Juin  tg  16 


(  ***  ) 

doh  «  ii  outre  l  tre  i  îrconsi  rît  .1  une  conique de  foyers  0 
et  II,  .nlim  liant  j x m  1  cercle  directeur  le  cercle  circon- 
scrit. Si  cette  conique  et  leceri  !•■  I  on!  quatre  tangentes 
communes,  trois  de  ces  tangentes  portenl  les  mies  du 
triangle;  la  quatrième  o*esl  pas  a  considérer.  Le  pro- 
blème m'  peut  avoir  <ju  une  solution  ;  il  est  du  troisième 

ii.   I  m  supposant  que  l«-  triangle  existe,  "ii   1  cô)  i  : 

I .< i  point  I  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 

W'A..  nu  le  centre  il  un  cercL  ex-inscrit,  selon  aue  ce 

point  '■<>/  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  décrit  sur 

(  il  I  comme  diamètre .  ou  encore  selon  i/u<-  l'angle  I  •  1 1 1 

est  id>fiis  ou  ftigu. 


<  >n  a  in  i-ih-t 


«•i  1; 


et  1  sera  positif  si  l'on  a  —.  .  •   1  :  or,  le  lieu  des  points 

j >- .  11  r  lesquels  ce  rapporl  esl  ég  il  à   •  est  le  <  ■  r<  le  décrit 
-m  < .  1 1  comme  diamètre  ;  donc. . . . 

<  >n  peut  d'ailleurs  appliquer  le  théorème  <l<-  Slewart 
aux  trois  obliques  l<*.  I--'.  II.,  le  point  L  étant  !<■ 
milieu  de  '  'II.  ce  qui  donne 


10         -11."       i  lu        1  .  '.il.         SGL 


i:    l:  —  ."■)  — (R        >.)  .    |.«,J—  Ll' 

OU 

R  LG         l.l 

1    -i  1  posiiii  -i  l'on  1 

l.l  I    '.. 


(  '-i->  ) 

Lorsque   l'angle  (illl  esl  droit,  on  a  r=  o;  i 
singulier  forme  transition  entre  relui  de  1 1  figure  5  ut 
celui  de  la  ligure  6  :  l'angle  A  est  alors  nu),  ainsi  que  le 
côté  BC  l  fis.  2).  La  vérification  directe  es)  facile. 

Fijr.  a. 


>H 


3.  Les  points  O  et  H  étant  donnés,  le  point  I  variant, 
chacun  des  triangles  ABC  que  l'on  obtient  est  obtenu 
quatre  fois,  le  point  donné  J  pouvant  être  le  centre  i  du 
cercle  inscrit,  ou  le  centre  d'un  cercle  ex-inscrit,  i',  i" 

ou   i'"  {  Jig.  3).  Chacun  de  ces  triangles  correspond  à 


une  position  du  point  I  à  l'intérieur  du  cercle  décril 
sur  (ill  comme  diamètre,  et  l'on  verra  par  le  calcul 
<pie  le  point  1   peut  être  quelconque  dan-   <<■   cercle. 


•M 

Si  le  poiul  I  esl  donné  sur  la  circonférence  même 
de  ce  cercle  l'angle  \  el  le  côté  BC  devenant  nuls, 
les  pointa  i  el  /  sonl  confondus  en  I.  tandis  que  les 
points  i  ii  /  vicnnciit  occuper  des  positions  limites; 
i  c-  positions  limites  su  trouvenl  sui  la  perpendiculaire 
menée  du  poinl  V  •>  la  droite  \l.  perpendiculaire  qui 
l>,i^<  constamment  par  /<-  /><>mt  I*  symétrique  de  II 
ju u  rapport  à  <  >.  el  sur  les  l>i >>-«■<  trices  des  angles  \  I 
\  I  \  I .  .  i  rcle  <  ).  «  ii  «  «h  i  s,  iii  .m  triangle  A.BC,  bassanl 
.m  milieu  de  /  '■'  ■  le  milieu  M  du  scgmenl  l'\  est  aussi 
le  milieu  de  /"/  "".  el  IM  esl  la  médiane  du  triangle  re<  - 
tangle  1 /"/'".  comme  on  |  eul  d'ailleurs  le  voir  directe- 
ment. !)•■  là  une  construction  simple  de  la  courbe  qui 
esl  le  lieu  «les  points  limites  /  <i  i  :  m  ant  décrit  deux 
circonférence*  sur  I'K  et  sur  GH  comme  diamètres,  on 
mène  les  parallèles  variables  I\M  el  III,  et  Von  rabat 
Ml  (  n  VI  i l"  et  en  M  i    :  on  obtient  la  courbe  de  la  Bgure  |, 

Fig.  ',. 


le  poinl  P  esl  un  poinl  de  rebroussement,  cl  la  courbe 
au  poinl  <  '•  ■ 
\\.<    des   coordonnées  polaires  du  i>ô!<    I'.  comme 


(  *45  ) 
on  a 

iv—  i»i"'=  -j.\'\\.      p?xF?=-  Ai 

I  équation  du  la  courbe  est,  en  posant  OU  =  /., 

ps —  p  cos  (o  —  4  ^ 2  sin2  u  =  o  ; 

1  expression  de  o  en  fonction  de  w  traduit  naturellement 
la  construction  ci-dessus 

:  -      l'M         Ml. 

L'équation  en  coordonnées  cartésiennes  montre  que 
la  courbe  est  une  quartîqùe  admettant  pour  points 
doubles  les  points  cycliques. 

An  paragraphe  II,  l'équation   se  présentera  -mis  la 

fur nie 

jp*_  'ip*kx  —  i2k*(p*  —  a?»)=  o, 

qui  peut  donner  les  limites  de  x,  et  celles  de  ;;  je  dirai 
seulement  que  les  points  de  contact  de  la  tangente 
double  voisine  de  (i  sont  les  derniers  sommets  des  deux 
triangles  équilaléi  aux  construits  sur  OH. 

i.  Les  points  O  et  H  étant  donnés,  la  courbe  en 
question  limite  la  région  du  plan  à  l'intérieur  de 
laquelle  le  point  I  ne  doit  pas  être  donné  pour  que  le 
triangle  A  l>( .  existe. 

Ce  fait,  que  nous  démontrerons  rigoureusement,  se 
comprend  assez  bien  d'après  ce  qui  précède;  si  I  on  fait 
varier  le  point  I,  lorsque  ce  point  franchit  la  circonfé- 
rence décrite  sur  (ill  comme  diamètre,  les  points  i  el  i 
s'échangent,  on  retrouve  les  mêmes  triangles  ABC,  el 
les  points/',  i"'  reprennent  le--  positions  qu'ils  occu- 
paient; après  s'être  approchés  de  la  courbe  limite,  ils 
s'en  écartent. 


(  M6  ) 

II 

').    Kul'i  a  Formé  f équation  «lu  troislèi tegré  qui 

.1  pour  i  i<  ines  les  longueurs  des  côtés  du  triangle   \  l>( .. 
en  pr<  nani  comme  données  les  longueurs 

II!  =  <?,         I"  "Il  s  A, 

li    point  I  étanl  !<•  centre  du  cercle  iuscril.  .!<•  me  pro- 
pose de  '/.  h  uter  le  problème  en  me  plaçanl  dans  l< 
généra]  où   le  point  J  est  le  centre  d'un  cercle  langenl 
aux  trois  i  ôtés  «.lu  triangle. 

I).   Conformément   aux  figures  5  el   6,  le  plan  étanl 

il.  h- 


orienlé  par  la  flèche  -.  nous  désignerons  parr  le  rayon 
«In  cercle  I  affecté  du  signe  —  <>n  <ln  signe  —  selon 
qu  il  s  agira  d  un  cercle  inscrit  on  d'un  cercle  ex-inscrit; 
«m  aura  donc  les  formules  (i)  el     ■      Les  a\<-s  cjui  por- 


(  ^7  ) 
tenl  Le»cétasda  triangle  étant  dirigés-  comme  tangentes 
au  cercle  I,  nous  poserons 

a  =  ÏÏG,         b  =  G\,         <r=ÂB, 

de  sorte  qfoe,  dans  le  cas  de  la  figure  <>.  a  scia  négatif. 

\  \  ec  ip  =  ci  •+-  b  -f-  c,  on  aura  toujours 

S*—p(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c 

S=pr,         abc  =  4  RS, 

S  ayant   un   signe  déterminé  par  le  sens   de   circula- 
tion ABC. 

^ous  poserons  encore 

s  =  a  ■+-  b  -i-  c, 
?  =  bc  -^  ca  -^  ah. 

de  sorte  que  a,  Z>,  c  seront  racines  de  l'équation 

X3 —  SJ2-  tx  —  Il  =  o. 

7.  On  a,  entre  les  trois  inconnues  principales  s,  /,  u. 
et  les  deux  inconnues  auxiliaires  R,  /•,  les  cinq  équations 
suivantes  : 

(4)  R"2—  2Rr=/s        ou        aH^r  —  rV—./* 

(5)  f!-ry=^r+ 


2  /  I 

^  —  2/  =  (,R2_/ii 

(7)  «  _Ç  =  r*  +  4Rr> 

4 

(8)  u  =  2  Rrxs. 

Les  équations  (4)  et  (5)  sont  données   par   les  for- 
mules (i)  et  (2).  On  a  (8)  en  écrivant 

abc  =  4  RS  =  4  Wpr  =  >  H  r  x  s. 


L'équation  (6)  >><•  tire  de  la  formule  barycentrtqne 

\-,  —  t        — i       Sa1 
►  MA   =  3MG    ■+■  — -, 

en  mettant  M  en  I  >•  (  >n  obtient  i  7  1  en  écrit  anl 

(p  — a)(p  —  b)  (  p  —  O 

/•-  —  

/' 
p       ip9  +  pZab  —  4  R'V 
/> 
.     h  Zab  —  i  Rr. 

H.    1.0  équations     î  ■  <  1  (5)  donnent 


(11)  |r»    = 


,X-2_   ,,eï_/-î)J 


Les  équations    6    et  (7)  donnent 

5î  =  ,sKî— v/.î-r-  ,/  -      i6Rr, 
2/  =   gR«_    £»-+   ,/        i6Rr; 

on  en  déduit,  en  ordonnant  par  rapport  à  /. , 

\k\  —  %k*e*-*-lk     '  r'-iK'/'+H/'' 

I  S  *  =    ; ?T Tl ' 

■  ■■-  -f-  V./1—   A! 

/,  •       ;  /.  ■  •       I  •  1    f        1  ■ 

<  )n   a  il  ailleurs 


(1  i 


■  <       te* 


I  La  formule  (12)  esl  reproduite  dans  les    Vottfeues 
innales,  \  "  séi  ie,  t.  I.  |>.  85,  atec  J  ;  au  lieu  de  1  1  /  '  : 


(  *te  ) 

à  la  page  S{,  ligne  [3  et  i5,  on  a  mis  également  /'  au 
lieu  de  '■>']  fK  ci/;'-  au  lieu  de  o2.] 

9.  On  connaît  donc  5,  /,  u,  et  l'on  peut  calculer 
«,  b,  c  Pour  la  discussion,  il  faut  observer  que,  si  l'on 
trouve  a,  />>,  c  réels,  comme  r'2  est  positif  d'après  un, 

on  a 

p(  p  —  a\(  p  —  b)(  p  —  c  )  >  o, 

de  sorte  que  l'existence  du  triangle  A15C  est  alors 
assurée.  Les  conditions  requises  sont  donc  : 

i°  Que  s2  soit  positif  ou  nul  : 

2°  Que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  racines 
réelles. 

10.  Supposons  pour  un  instant  la  première  condition 
remplie. 

Pour  écrire  que  l'équation 

x3  —  sx*  -+-  tx  —  u  =o 

a  ses  racines  réelles,  on  écrit  (pie  le  résultant  des  deux 

équations 

3x* — isx-t-    t  =  o. 

sx-  —  '2/r  +  3u  =  o 

est  négatif  ou  nul . 
En  posant 

A  =  3? — s-,         \'—3su —  t-,         B  =  g  u — st, 
on  a  la  condition 
(i5)  62— 4AA'^o. 

On  trouve,  après  suppression  du  facteur 

ie*  ■+■  if'--  # 


aux  dam  ti'iiiii'-Jr,  l, ,.  une  d,  i trois  tractions  ohtonnrn 

/-'■—  /•      ,  [«•/■+  V'-       I 

_    ,.  •  j 


i-  • 


—  X» 


II.  Le  premier  Diembre  de  1  a  condition  |  i  i 
donc  du  huitième  degré  pan  rapport  Mil  quautités 
i.  /. /,  :  des  considérations  géontétrietêes  pont  nous 
permettre  de  lui  donner  une  forme  simple.  Lorsque 
le  point  I  est  -m'  la  droite  oll.  I<-  triangle  fc.BC  esi 
isoscèle,  I  étant  le  centre  du  cercle  inscrit,  ou  du,  cerele 
ex-inscril  dans  l'angle  ci. mûris  entre  les  cotés  égaux; 
on  au,  par  exemple, 

GÂs=  \l;         on        b  =  c, 

et  L'équation  <lu  troisième  degré  a  alors  deux  racines 
égales;  le  premier  membre  de  la  condition  |  i  ■">  I  contient 
donc  en  facteur  l 'expression 

/.•-  ae1/^  /'■ 

i|iii  représente  —  i6T!,  T  étant  l'aire  du  triangle  OIH. 
(  !<■  premier  membre  contient  également  le  facteur 

/.-       te1     /«; 

en  effet,  quand  cette  expression  esl  nulle  i  ce  oui  arrive 
si  l'on  a  I.I  =  LG)  on  a  r  =  o  d'après  (io),  et  par 
suite  //  o;  on  a  donc,  par  exemple,  a  =  o,  £  =  c 
fig.  ,  et  l'équation  du  troisième  degré  a  encore  deux 
i  acines  égales. 

I .  i  condition  (i 5)  esl  alors  de  la  forme 

./•■    .-       _/■       /.-    -   .,  -  ../i,»  a/*—  if»-i-  •;/*.     o. 


y.,  j.  V  sont  des  nombres.  Orj  détermine  ces  nombres 
par  Les  termes  en  A8,  e8,/8,  et  l'on  a  finalement 

—  i6T*x(A*—  se*— /»)»    o, 

condition  remplie  d'elle-même.    Unsi,  pourvu   </ue  s 
soit  réel,  le  triangle  ABC  existe. 

12.  On  a  donc  la  seule  condition 

4e*—  iae*/*-+-ii/*— 8A*e»-+-2A:»/*-l-  3A«    ... 

Les  points  O  et  H  sont,  supposés  fixes,  le  point  1 
étant  variable,  la  région  possible  pour  ce  point  est 
limitée  par  une  certaine  courbe.  A\<<  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  dont  l'origine  est  par  exemple 
au  milieu  de  OH  (Jïg.  4),  on  trouve  que  la  courbe  a 
un  point  de  rebroussement  au  point  P  qui  est  le  symé- 
trique de  H  par  rapport  à  O. 

Mettant  alors  l'origine  des  coordonnées  au  point  P, 
et  posant  PM  =  p,  on  a  pour  l'équation  de  la  courbe 
en  coordonnées  x  et  p  : 

il  p2  —  4  Â.r +-/,**)* 
—  i  >  (  p2  —  4  kx  -H  4  k1  )  (p«—  a kx  —  /.  -  i 

+  iii  p2  —  ikx  -h  A2)2—  S  k'-  (  p«  —  4  /,.r  —  i  /,2  | 

-+-  a  /.-'-'  (  : 2  —  i  k  x  -+-  k*  )  ■+-  3  k*  =  o 

ou 

3  p  '  —  .',  p* A:  as  —  i  a  />2  (  p2  —  a?»  |  =  o  : 

la   courbe  est  bien   celle  que  l'on  a  obtenue  au  para- 
graphe I. 

Le  point  I  doit  être  extérieur  à  cette  courbe,  puisque 
le  premier  membre  de  l'équation  précédente  doit  être 
positif. 


(  aSa  ) 
Lorsque  le  poiiil  I  est  sur  la  courbe  limite,  "ii  a 

s  —  0 

par  mite 

•  est-à-d  ire,  par  exemple, 

b  =  o,        a -f-  c  =  o; 

l'angle  l>  de  La  ligure  6  'l<-\  ienl  nul. 


III. 

\'.\.   Le  triangle  obtenu    kBC  peut  être  isoscèle,  le 
cercle    1    étant   ex-inscril  dans    l'un   des    angles  a    la 

base;   on  a  alors,   par  exemple,  15  \       BC      fis'.   6    . 
<>u  c  -f-  «  =  o. 

La  condition  pour  qu'il  en  soil  ainsi  esl 


■  ■  .  a       ab    =  abc 


Ce  qui    (Inmir 


t  = 


ae«4-a/»— A" 


<  l  i  ii su i Le 


**—  X-*(3e«-  ff«  —  p  |«=0. 


(  )n  trouve  que  le  point  I  doil  être  sur  nue  hyperbole 
ayant  ses  sommets  aux  points  <>  el  G,  el  doul  les 
asymptotes  font  avec  <  M  »  des  angles  de  6o°$  cette 
hyperbole  rencontre  la  courbe  de  la  Ggure  j  en  deux 
points  don)  les  ordonnées  oui  leurs  pieds  en  P,  cl  la 
partie  de  I  byperbole  intérieure  à  la  courbe  limite  est 
naturellement  à  rejetei . 


(  a53   | 

[C2a] 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  INVERSES; 

Pau  M.  C.-A.   LAISAAT. 


On    sait    que    si    l'équation  j  =f(x),    résolue    par 
rapport  à  x,  donne 

r  =  ?(^)i 

les  deux  fonctions  f  et  cp  sont  appelées  deux  fonctions 
inverses.  Presque  tous  les  traités  d'Algèbre  ou  d'Ana- 
lyse donnent  la  dérivée  d'une  fonction  inverse  d'une 
autre. 

Par  contre,    je  n'ai  trouvé  nulle  part  l'exposé  d'une 
règle  permettant  d'obtenir  l'intégrale 

I  <f(x)  dx  =  <P(x  ) 

dès  l'instant  où  l'on  sait  déterminer 

ff(x)dx=F(x). 

La  question  est  d'une  telle  simplicité,  cependant,  que 
j'ai  peine  à  croire  nouvelle  la  règle  que  je  me  propose 
d'indiquer  ici.  Mais,  dé|à  connue  ou  non,  elle  n'esl 
pas  répandue  dans  l'enseignement,  où  elle  serait  de 
nature  à  rendre  les  plus  sérieux  services.  C'est  donc 
surtout  aux  professeurs  que  je  m'adresse,  et  je  crois 
mon  appel  particulièrement  opportun,  à  l'heure  où  les 
éléments  du  Calcul  infinitésimal  viennent  d'être  enfin 
introduits  dans  le  programme  de  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales  en  France. 


(  »*4 
Ave  c    1rs    natations  qui   précédent,  la  règle  dont  il 
s  agit  se  résume  en  l'ident  ité  suh  ante 


(') 


*  a    -     <         -J       fi  »)], 


<|ui  peut  aussi  s  .  <  i  ire  sj  mboliquement 
•l>  -  , .,.  _  p)ç, 

On  la  vérifie  immédiatement  ao  prenant  lei  dérn 
des  deux  membres,  el  en  se  rappela**!  que 

/|-f  i./-,)  =  ?[/(*)]  = 

car  ou  obtient  ainsi 

1>'i  r  i  —  ip(  .r  )  -T-  x  -f'(  .r  )  —  F"  |  ç  |  a:)]  «p'|  a?  |  : 

mais  <I»'='^,  F'  —  /;  en  sorte  qu'on  1 

Je  suis  arrivé  à  celte  règle,  traduite  par  I  identité    1   . 


pai  li  considération  géométrique  de  L'aire  <|n!  con 
pond  .1  uni   intégrale  définie,  .si  une  < :oui  be    M     1  pour 
équation  )        /  .1  >.  son  équaliou  j        -    .    . 

ilors  les  co  irdonnéea  de  deux   points  M     et    M  étant, 


i5S   i 
rcs|)f(  ii\  émeut  (tt,  b  i  et  i  ■'.  r  )  ou  a 


W0APM=  f  f(x)dx,        M0MQB=  f  ?(y)dy, 
M.,  \i'M  +M,MQB  =  OPMQ  — OAM0B  =  xy  —  ab, 


ou,  avec  les  notations  précédentes., 

F(x)  —  F(«)  -+-  *<>)  —  *(&)  =  ^V  —  a*. 
Comme  x  =  o(y),  a  =  'j(6),  ou  peut  encore  écrire 


(a) 


<iM.)i-.r^.i'i   h-  FJ  f.(y)] 


relation  qui  devient  identique  avec  (i)  si  l'on  remplace  j/1 
par  ,r  et  si  l'on  considère  des  intégrales  indétinies  au 
lieu  d  intégrales  définies. 

Naturellement,  on  a  aussi  l'identité  réciproque 

(3)  F(a?)  =  */(*) -*[/(*)] 

ou,  symboliquement. 

F  «(*-*)/. 

Ou  obtient  d'ailleurs  cette  identité  (3)  en  remplaçant 
dans  (i)  x  par/(x). 

Au  fond,  tout  ceci  dérive  delà  formule  qui  donne  la 
différentielle  du  produit  xy, 

d(xy)  =  xdy-+-ydx, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'intégration  par  parties 
de  f{x)  </x,  en  séparant  simplement  dx  comme  diffé- 
rentielle exacte,  car  on  a  ainsi 

I  J\.r}dx  =  */(*)  —    I  .v<lj\x)  =  xj\x>-    I    l(jr)dy 


m  l'on   i  posé  y       />  .1  i,  .«*•      x    i      I J  I  «ni  tire  <!••  là 
i  :  I      !  —  *[/(*)], 

<  esl  -à-dirc  l'idenl  ité 

Le  grand  avantage  de  la  règle  indiquée  consiste, 
«  liaquc  l"i->  que  la  font  1 1 < •  1 1  inverse  -  esl  explii  iteuient 
connue,  dans  la  possibilité  d'écrire  imtnédiatemenl  I  in- 
ilr  '!'.  tans  aucun  calcul  préalable,  -i  l'on  connaît 
celle,  I  .  i|in  correspond  â  la  fonction  directe  /  Vous 
.■lions  in  donner  quelques  exempl< 

i"  <  >n  sail  que  l'intégrale  «!<■  <■   dj  esl   e*.  !)■•  là  <>n 
déduira  immédiatemenl  celle  de  !.<■</./.  \>  i 

-    ■        l.  /•.        i 
Donc,  '  h  appliquant  I  identité    i 

•i'    /  /   La?  </./•  —  x  \.x  -   i  '  l  i       i 

<    Soil 

-     -m  ./  .  V     ''  '        ■"  '"  *'"  '  ■  ■■  i  —  —  c«.- 

<  'n  .un  .i 

/  -in  /'  ././■ 

=  j-.i|.    -m./  COS      m    -ni./'i-     ./.il.    -HIT  -r-  y/|   —  J"*. 

Soil 

:  arc  tai  I 

Mur- 

♦    /  /  arc  tangxdx  =  a:  arc  taog         L<    •    m 

i 
=  a;  arc  I  I 


=  ar  «h.   Lin../- L<  i  -t-  j-1  i. 


I    -7  ) 
4°  Si  y  =f(x)  =  a0a:m  -+-  a{  Xm~x  -f-. . .       "•■     et  si 
l'équation /(jc) — r  =  <>  esl  algébriquement  résoluble, 
soit  a  =  ®(y)  l'expression  qui  donne  l'une  des  ra<  ines. 
On  aui  a 

«1»  i  os  i  -     /  o  i  x  )  dx 

=  a??(a?)~/_^l-[?(a.)]«+l-H  ^  [?(*)]'«-!-.  ...... am  - 

L'introduction  de  celte  règle  d'intégration  dans  l'en- 
seignement nie  parait,  j'y  insiste,  profondément  dési- 
rable. 


[K2c] 

NOUVELLES  DÉMONSTRATIONS  DU  THÉORÈME 
DE  FEUERBACH; 

Première  démonstration  par  M.  CANON. 


Le  cercle  des  neuf  points  d un  triangle  est  tangent 
au  cercle  inscrit. 

Pour  établir  le  théorème  de  Feuerbach,  soit  par  in- 
version, ou  autrement,  on  a  fait  usage  d'une  relation 
bien  connue.  Je  me  suis  proposé  de  trouver  une  dé- 
monstration  de  ce  théorème  indépendante  de  cette 
relation.  C'est  celte  démonstration  que  je  viens  exposer 
aujourd'hui. 

Prenons  le  triangle  ABC.  Appelons  M  le  milieu  de 
BC  et  E  le  point  où  ce  côté  est  touché  par  le  cer<  le 
inscrit.  Le  point  1  étant  le  centre  de  ce  cercle,  menons 
Je  rayon.  IR,  symétrique  de  IL  par  rapport  à  la  bisse»  - 

Ann.  de  McUhémat.,  .]'  série,  t.  V.  (Juin  igo5.)  '7 


tricc    \ll  .  el  la  droite   MR  <|ui  coupe  « ■  1 1  r  le  cercle 
insci  ii  ■ 

I  i  tang ente  en  I!  au  cei de  insci  ii  conl ienl  I 
i  «  >u j k •  .m  poini  \  la  tangente  an  point  I  .  La  droite  VI 
élanl  la  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  inscrit, 
les  droites  \  M.  \  II!.  \  I  .  \  Il  formenl  un  Faisceau 
barmonique  et,  par  suite,  les  points  M .  I  .  I  .  L  formenl 
une  division  barmonique.  Les  droites  issues  <!<•  I.  qui 
passent  par  ces  points,  formenl  un  faisceau  barmonique 


L    C 


donl  les  rayons  rencontrent  la  droite  I  I.  qui  joint  I 
.in  point  E' diamétralement  oppos  va  pointi  I 

ii.  |)  el  à  I  inlini  i  '  .  Le  poinl  <■  esl  alors  le  milieu 
*  1  •  I.  !):  il  résulte  de  là,  puisque  I.  A  esl  parallèle 
,i  Mil)  -  ..  que  \l>  esl  parallèle  à  I  I  el  alors  perpen- 
diculaire i  l!< .. 

appelons  K  le  point  où  la  bauteur  VX)P  rencontre  IL, 
la    droite  I  k    est    parallèle  à    Mil).    I  nglcs  bo- 


1. 1    droiti     i    i    •  -'    parallèle  i    'I'  i  aièr< 

lli. 
On  -'il.  d'après  un  théorème  de  Newton,  que  Mil'  passi    pai 
le  milieu  du  seg menl   M.  el  .il"i     E'A  i  ID. 


mothétiques   MIE,    EK.P  el    1  <  •  1 1  r    centre  d'homothélic 

donnent 

I.M  _  LE 

ÎË"LP' 

<m.  en  remplaçant  LE  par  son  « •  ^ ; 1 1  L  I", 

L.M  _  Lr 

Lr  "  LP" 

Il  résulte  de  là  qu'iï  )•  </  un  cercle  qui  passe  par  M.  I' 
et  qui  est  tangent  en  V  au  cercle  inscrit . 

Son  centre  <<>  est  à  la  rencontre  de  II  et  de  la  paral- 
lèle Mio  à  l»I,  c'est-à-dire  qu'en  prolongeant  M to  jus- 
qu'au point  J  de  la  hauteur  AP,  le  serment  MJ  esi  le 
diamètre  de  ce  cercle.  Ce  diamètre,  étant  parallèle  à  RI, 
fait  avec  la  bissectrice  AI  le  même  angle  que  \l\  c'est 
alors  le  diamètre  du  cercle  des  neuf  points. 

On  voit  doue  que  le  cercle  auquel  nous  sommes 
arrivé,  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  el 
alors  que  ce  dernier  cercle  est  tangent  en  Y  au  cercle 
inscrit . 

Remarques.  —  Le  point  de  contact  I'  s'obtient  à  la 
rencontre  du  cercle  inscrit  el  de  la  droite  MR.  il  est 
aussi  à  la  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite  qui 
joint  le  point  E',  au  milieu  (i  de  [A.  Dans  ces  deux  cas 
le  cercle  doit  être  tracé. 

Lorsque  le  cercle  n'est  pas  tracé,  voici  comment  on 
obtient  V  : 

On  détermine  K  à  la  rencontre  de  AR  el  de  la  paral- 
lèle EK  à  MI,  le  point  V  est  le  symétrique  de  E  par 
rapport  à  1K. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  donner  ces  di\  erses  construc- 
tions du  point  T. 


I  >i.i  \ii.mi.    DÉMONSTRATION    l'Ait    M     i  I      FONTI   NI 

Etant  donné  un  quadrangle  \l>(.l>.  on  sait  que  les 
cercles  des  neul  points  «1rs  quatre  tri  ingles  auxquels  il 
donne  I i <-i i  ont  un  |><»int  commun  P.  I.n  outre,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  podaire  du  point  D  relativement 
an  triangle  \l'>'..  par  exemple,  passe  au  point  P. 

Cela  posé,  soient  un  triangle  \l'><'..  el  deux  points  I) 
.i  I  >  Inverses  I  un  de  l'autre  par  rapport  à  ce  triangle, 
deux  triangles  podaires  oui  même  cen  le  i  ir<  onscril 
ri  i  elui-ci  coupe  le  i  crcledesneul  points  du  triangle  ABC 
en  deux  points  Pet  I  '  <|u  i  se  séparent  :  I  un  est  !<•  point 
i  ommun  aux  <■<■!'«  les  des  neuf  points  <l<'^  triangles  l)ii(  .. 
DCA,  l)\li.  l'autre  est  le  point  commun    aux  cercles 

des  nrui  |  m  1 1  m  i  -.  des  triangles  I)  T>< Si  maintenant 

D  est  le  centre  d'un  cer<  le  (D)  tangent  aux  trois  entés 
du  triangle  ABC,  ce  point  coïncide  avec  son  inverscj  les 
points  Pet  P  se  confondent,  el  I  <>n  \"ii  que  le  cercle  I  D  I 
est  tangent  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 
EN  190$. 


COMPOSITION  D'ALGEBRE  Kl  TRIGONOMETRIE; 

Sou  i  H>\  Pau  M.  Jean  SERA  US 


I.   Démontrer  que  I  égalité 


Mil  B  Mil     |   \  i. 


r/iii  aine  l,i  suivante  : 


\        l;  i         s 


....     ! 

II.  Calculer  la  valeur  de  e-  à  un  dix-millième  près 

[on  ne  Supposera  pas  connue  la  râleur  du  nombre  < 

III.  i"  Trouver  une  série  S  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  d'une  variable  .i\  et 
telle  qu'on  ait  identiquement  la  relation  : 

x(i-h  x)  [■?.  -+-  (t.  — /?)a-)S" 

■+■  [(/>' —  P  ~  a)*1—  4^  —  î]S'-h  2/>[i  -+- 1  »  — /o.r]S  =  o, 

S'  désignant  la  série  des  dérivées  premières,  et  S"  la 
série  des  dérivées  secondes  des  termes  de  la  série  S. 

2°  Etudier  les  conditions  de  convergence  des  séries  S 
ainsi  obtenues. 

3°  Examiner  en  particulier  les  solutions  qui  s  an- 
nulent pour  x  =  o. 

4°  Qu'arrive-t-il  si  p  est  un  nombre  entier  et  po- 
sitif? 

N.-B.  —  Les  candidats  pourront  commencer  par 
traiter  les  cas  les  plus  simples  oit  p  a  /  Une  des  râleurs  : 
! ,  2,  ou  —  i . 

La  question  I  ne  présente  aucune  difficulté;  il  suffit 
d'écrire  l'égalité  proposée  sous  la  forme 

>in[(  A  -^-B)  — A]  =  isin[(A.H-B)-4-AJ 
5 

et  de  développer  les  deux  membres. 

La  question  II  est  un  exercice  de  calcul  facile. 
Pour  résoudre  la  question  III,  posons 

S  =  a0  —  a ,  r  -+-  a> X*  -+-  «3 x3  -i- .  . .  -+-  a„  xn  -¥■ .  .  . . 

Pour  les  valeurs  de  .r  comprises  dans  l'intervalle  de 
convergence,  S  se  comporte  comme  un  pol\  nome  entier. 
En  portant  S  et  ses  dérivées  S'  et  S"  dans  l'équation 
différentielle,  et  en  égalant  à  zéro  le  terme  constant, 


les  <  oeffi)  tenta  d<  i    <    .  on  obtient .  toutes 

i  filin  i i"n>  Faites,  lea  égalités  suivantes  : 

/"/,,      a< 

6a,      {p-    i  h  /<  -    -  <", 
i6a«       i   /■       \)a       <>. 


a        i      «  -ii'i,,,|  —  (  n  —  ■/  >  \  />'  n    ■    il  —  i  n  \a 
l         i  a    ■    \  ■    n        i)]afl 

Les  deux  premières  relations  se  réduisent  •<  une  et 
donnent 

Les  deux  suivantes  donnent  ensuite 

p(p  —  i)(p  —  ïi 
— TT-^ 

''.  =    ! j " 

I 

On  M>ii  apparaître  la  loi.  L'expression  de  aK  est 
\  raisemblablemenl 

/»(/>-  M  (  />-  •>.  )...i/i— /i- 

i "0- 

//  . 

Pour  montrer  que  c'est  exact,  il  suffit  de  prouver 
que,  si  cette  loi  est  vraie  jusqu'à  l'indice  //.  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  //  +  i.  ce  qui  se  vérifie  au 
moyen  de  la  relation  générale  entre  nn+1,  <i„  et  aH   \. 

Tous  les  coefficients  du  développement  sont  déter- 
minés en  fonction  <!<•  <■/,,.  sauf  !<•  coefficient  de  x*  qui 
i  este  n  bit  raire. 

<  )n  voit  alors  que  la  série  S  est  le  développement  <!<■ 

S  =  a   i  l's". 

a  et  /'  él  anl  arbiti  aires. 


(  *63  ) 

La  série  esi  alors,  d'après  des  résultats  bien  connus, 
convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i 
et  +  i . 

La  solution  qui  s'annule  pour  x  =  o  est  celle  obtenue 
en  faisant  a  =  o,  c'est-à-dire 

S  =  bx*. 

Enfin  pour   /;    entier  positif  le    développement   esl 

limité  au  ternie  en  x?. 


COMPOSITION  DE  GÉOMETIUE  ANALYTIQUE; 

Solution  par  M.  PHILIBERT  DU  PLESSIS. 


Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox,  Oj",  O;,  on  considère  deux  cônes  (S) 

Fis.  .. 


et  (T),  se  coupant  à  angle  droit  suivant  Oz  et  dont 
les  sommets  S  et  T  so/it  situes  sur  la  partie  positivé 
deQz,  de  façon  que 

OS=v,         OT  =  T'        (y'>ï): 

leurs  bases  dans  le  plan  Oxy  sont  des  circonférences 


I 

ditiit  1rs  centres  et  les  rayons  sont  A  et  a  finir  i  S)  et 
M  et  I'  p<>ur  <  T       \  sut  (  »'  .  B  tur  <  >>). 

/  i  i  deux  cônes  ont  ainsi  en  commun,  outre  l'axe  <  >  r . 
uni-  courbe  <  V  ». 

i  former  l'équation  delà  cubique  (C  projection 
de    l'i  w/r  le  plan  xOi    rt  construire  cette  cubique. 

•>."  Soit  PQ  ////<"  corde  quelconque  de  ■  V)  [obtenue, 
par  exemple,  en  lu  considérant  comme  située  sur  une 
génératrice  (G)  </////  hyperboloïde  passant  pttr  l'in- 
tersection ..dmiiiii  t/«  c"'"''  s  el  I  |;  *oiï  /"/  w 
projection  de  PQ  sui  le  plan  xOj  ■  cette  projection 
rencontre  lu  cubique  (C),  outre  les  points  p  et  </.  en 
un  troisième  point  m. 

On  demande  le  li'-u  de  In  droite  \H)  dans  les  eus 
suivant  i  .' 

I .  J.e  point  ni  est  fixe. 

II.  Les    droites    Dp    et    <)y    font  des   angles   égOUX 

ave<  I  ».'". 

III.  La    corde   pq    est    rue    i/e    V  origine   suicunt    un 

armle  droit.  Généraliser. 

Les  équations  des  <i«'n\  cônes  (S)  et  \  I  |  -><»m 

t+y*)  -■  m/xi  y  —  *)  =  0, 

I  ■  ''  sa  o. 

I  m  éliminant  z.  <>n  a  L'équation  de  la  slrophoïde 

xab{-       -,   rj  =  o. 

Pour  l.i  construire  coupons-la  par  une  droite  p 
par  !'■  point  double  à  l  ongi in' 


i   265   | 


<i  Il  OU  S  a\  < > ti «• 


(I) 


=  (  y' a  ~'(/>t)(i  —  /V 
_         ztib(v'—y)t* 


Le  coefficient  angulaire  delà  direction  asymptotique 


est 


t  = 

Y*' 


l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote  est  la  limite  de  la 

différence 

y'  a  —  iab{  y' —  y  >  ' 

t  #  =  ; ■ rJ —  ' 

yb  y©(l-f-  **) 


y  —  J—r  x  — 

J         yb 


lorsque   t  tend  vers  ~  •  L'équation  de  l'asymptote  est 
donc 

JL  _  —  _u  2a6(ï'  —  y)  _ 

y' a        y  6        y262H- y'2«j 

Cette  asymptote  coupe  la   courbe  en  un   point  à  dis- 
tance finie  qui  correspond  à  la  valeur  t  =  -L-  du  para- 
1  r  y  a         l 

mètre. 

On  est  ainsi  conduit  à  distinguer  trois  cas,  suivant 

i  •  •  i  ii  i  y'a         yb 

les  positions  relatives  des  dcu\  valeurs  ■i—r  et  —, — 
r  yb         y  " 

i°   Si  y'a  >vè,   on  a  le  Tableau  suivant  îles  valeurs 
de  X  et  y  : 


y 


X 

() 

Yj. 

Y 

-i-  * 

0 

— 

o 

- 

—  * 

— 

s. 

— 

O 

o 

-t- 

o 

+ 

—   X 

- 

X 

— 

(» 

66 
et    la    forme   de   la   c<  >urbe   esl    celle   de    la    G 

i  ig 


Si  Va       "h.  Inéquation  <l<'  la  courbe  se  simplifie 
el  det  i<-iit 

■  -y1 1  —  a(6  —  a    i 

.  i  ;  le  de  l'asj  mplote  esl 

y  —  X  -h  b  —  a  =  "• 

La   courbe  esl   une  rtvopholde  droite,  comme  1  in- 
dique  la  figure   >. 

a  ■     ■/'.  «m  .1  le  Tableau  : 


t 

—  -r. 

o 

77 

■;/, 

' 

o 

— 

0 

X 

—  M 

- 

o 

y 

" 

- 

—  s. 

— 

(  •-" 

et   la   forme   (!<•  la   courbe   esl    celle   <!<•    la    figure    j 


Fie.   I. 


\     \ 
\       \ 

0           \                                  *  ^ 

0 

"%. 

1 

\ 
\ 

Pour  traiter  la  seconde   Partie,    formons   l'équation 
Fig.  4- 


d'un  hyperboloïde  (H)  passant   par  l'intersection  des 

deux  cônes, 

(H)    (Y-*-V)(ir*-^.rl,  —  ■■>«■>'<-;—  *)  -  *b\y(i—  s)  =  o. 


Pour  mettre  les  génératrices  en  évidence,  écrivons 
i  el te  équation  sous  l.i  forme 

l  ne  «  «ii  de  PQ  «le  l,i  cubique  est  une  génératrice    (  I 
il»-  même  système  que  <  >  z .  Ses  équations  -- «  » i » i  dont 

'  C,  —±a('(  —  z> 

Elles  représentent  d'ailleurs  le-  plans  menés  par  PQ 
il  respectivement  le-  points  T  et  S. 

I  ,im.iis  z  =  o  dans  une  de  ces  équations,  la  seconde 
par  exemple;  nous  obtenons  ainsi  l'équation 

<■;  -  \iy  —  ia(  e=  ... 

qui  représente  la  droite  joignant  les  points  de  rencontre 

du  cercle     \    et  des  rayons  <)/»  el  ()y.  Pour  avoir  le- 

équations  de  ces  i  ivona  il  suffit  donc  d'éliminer  une 

variable    d'homogénéité    entre    1s    dernière    équation 

écrite  el  L'équation  du  cercle     \     dans  le  plan  <>.'  ■  . 

ce  « ] il î  donne 

'(y1  -+-  \i-ry  —  Xy'-r*  =  o, 

d  où  L'équation  aux  coefficients  angulaires  de  I  \p  el  Oy, 

Y<t-f-  lit  —  XY'=o. 

La  projection  /></  de  Is  droite  PQ  sur  Le  plan  a  (  h 
s'obtient  en  éliminant  ~  entre  ces  deux  équations,  ce 
qui  donne 

••     |   />  /  .7-  —  ny  )-*-?.«■//;). (y'  —  y)  —  \t-ia.r  -  !■/  »  1=0. 

I  ormoiis  l'équation  de-  droites  •  | n î   joignent    l'ori- 

rdonnées  aux   j><  ■  i  n  î  s  d'intersection  de  Is 

droite    I)   el  de  Is  cubique  (C);  el  non-  obtenons,  par 


un  calcul  facile, 

(5)  i  ax  •   I  i  'f         i 

Celte  équation  <  1  u  troisième  degré  en  —  admel  <i  abord 

1  °  X 

la  racine  —  rr  indépendante  de  u.;  c'est  le  coefficient 

ht.  ' 

angulaire  de  la  droite  Om.  En  effet,  L'hyperboloïde  |  Il 

correspondant  à  une  valeur  donnée  de  A  a  une  seconde 
génératrice  mM  parallèle  à  Oz.  Toutes  les  droites  PQ 
étant  des  génératrices  de  (II)  de  système  différent  de 
celui  de  wM  rencontrent  cette  droite  en  un  pointqui 
se  proie tte  sur  le  plan  xOy  en  un  point  ///  de  la  cu- 
bique (C)  projection  du  point  M  de  L'espace  où  la 
droite  Mm  rencontre  la  cubique  gauche.  Lorsque  a 
reste  fixe,  m  reste  fixe,  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  Om  doit  donc  bien  être  indépendant  de  u .;  c  est 


donc  bien 


b\ 


I.  Ce  raisonnement  prouve,  de  plus,  que,  pour  ([iu- 
le point  m  reste  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  '/.  soit  con- 
stant (c'est-à-dire  (pie  la  génératrice  mM  reste  fixe)  et 
la  droite  PQ  engendre  l'hyperboloïde  (H)  correspon- 
dant à  la  valeur  A  du   paramètre. 

II.  Les  coefficients  angulaires  des  droites  0/>  et  O// 
sont  racines  de  l'équation  (3)  obtenue  en  débarras- 
sant (j)  de  la  racine  —  rr  et  en  posant   t  =  — «    Pour 

que  (_)/>  cl  Or/  fassent  des  angles  égaux  avec  Ox,  il  faut 
et  il  sulfit  que  celte  équation  (3)  ait  des  racines  oppo- 
sées, c'est-à-dire  que  ;jl  =  o.  La  droite  PQ  a  alors  pour 
équation  : 

(.  I  •;.>'--  Mï>   -  2*Cï'—  *)]  =  o, 


ei  il  le  engendra  le  paraboloïde 

)    —  \-;.r  "-'II','.1  ''■    7     —  -  i)  =  O 

;'  —  z  i  —  h. 

oui  admet  comme  plans  directeurs  les  plana 

.■I  -/  ■  ,ll>  z  =  o. 

III.  Poui  que  l* angle  pOg  soîl  droit,  il  faut  et  il 
suffit  que  li'  produit  des  racines  <\<-  I  équation  I  soil 
égal  .1       i .  c'est  à-dire  que  l'un  ait 

>       i. 

<  >n  retrouve  le  cas  1.  le  point  ///  est  fixe  «-i  la  droite  PQ 
i  ogendre  I  li  \  perboloïde 

Les  trois  cas  précédents  sont  des  cas  particuliers  du 
«  .i>  plus  général  où  les  droites  Op  et  Og  décrivent  deux 
i  isceaux  en  involulion.  Pour  cela,  il  faut  el  il  suffit 
que  les  racines  /  el  t  de  l'équation  ■  \)  vérifient  uue 
relal  ion  de  l.i  forme 


ce  •  1 1 1 1  donne 


m'  ■+■ 

Le    lieu   de   la   droite   PQ  s*< »! > t i«-u i   alors  en   élimi 
h. mi  /   et   m  entre  celte   relation  el   les  équations 


ii-  <|ui  donne  la  quadrique 


_0v 


(  2:>  ) 

SOLOI  [OH    '•!  0M1  rHIQl  i     PAB    M.    V.    J  AMI.  I 

Rappelons  d'abord  les  propositions  suivantes  : 

J.  /  //<■  cubique  gauche  ne  peut  confier  une  surface 
du  second  degré  en  /dus  de  six  points,  à  moins  d'être 

contenue  tout  entière  sur  la  surface. 

En  effet,  une  cubique  gauche  étant  définie  par  trois 
équations  de  la  forme 

où  l'on  a  désigné  par/',,  /j.  /:, ,  çp,  quatre  polynômes 
entiers  du  troisième  degré,  l'équation  qui  fait  connaître 
les  valeurs  de  t  correspondant  aux  points  où  elle  coupe 
une  surface  du  second  degré,  sera  elle-même  du  sixième 
degré.  Donc,  de  deux. choses  l'une  :  <>u  elle  a  six  solu- 
tions, et  six  seulement,  et  la  cubique  a  six  points,  et 
six  seulement,  situés  sur  la  surface;  ou  bien  elle  est 
vérifiée  quel  que  soit  t,  et  la  cubique  est  située  en  entier 
sur  la  surface. 

Coroll.viue.  —  Si  une  cubique  gauche  a  sept  points 
sur  une  surface  du   second  degré,    elle   )    est    située 

fout  entière. 

II.  Si  une  droit,-  \z  rencontre  une  cubique  gauche 
en  un  point  \.  les  cordes  de  la  cubique  qui  s'appuient 
sur  \  z  engendrent  une  surface  du  second  degré. 

En  effet,  trois  de  ces  cordes  donl  les  extrémités  sont, 
par  exemple,  M  el  V  P  et  Q,  lî  el  S,  déterminent  une 
surface  du  second  degré  ï.  qui  contient  la  cubique 
tout  entière;    car,   outre  le>    six   points,  M.   V  I'.  (J, 


■_a  ) 

i;.  S,  cette  surface  contient  la  droite  A:  toul  entière, 
el  par  conséquent  un  septième  point  de  la  cubique,  le 
point    \. 

Mii-s  chacune  des  droites  <  1  < > 1 1 1  nous  cherchons  l«" 
lieu  géométrique  est  située  en  entier  sur  -.  puisqu'elle 
.1.  sur  cette  surface,  trois  points,  ^  ■  \ < > i i-  :  les  deux 
pninis  on  elle  s  .i|»|niie  sur  la  cubique,  et  le  point  où 
elle  coupe   \  ~    Donc  le  lieu  cherché  est  la  surface  £. 

III.  Si  dans  les  équations  i  i  <m  donne  À  /.  séparé- 
ment, deux  valeurs  entre  lesquelles  il  v  i  une  relation 
in\ olutn e,  elles  déterminent,  sur  la  courbe!  deux 
points.  M.  V  <|ui.  par  définition,  décrivent  sur  la 
courbe  deux  <  I  i  \  i  ->  i .  >  1 1  ?>  en  involution.  Par  exemple,  les 
extrémités  d'une  corde  de  la  cubique  seront  en  involu- 
tion, -i  cette  corde  est  assujettie  à  rencontrer  une 
droite  ti\<'  qui,  comme  dans  le  théorème  précédent, 
s'appuie  sur  la  cubique  en  un  point  fixe  A.  l-.n  effet, 
soit  A  i  la  droite  fixe,  et  m>!i  M  un  point  mobile  sur  la 
cubique.  Par  ce  point  passe  une  corde  MN,  el  une  seule, 
qui  s'appuie  >\\\  \z.  s..u  extrémité  N  est  le  troisième 
point  d'intersection  de  la  cubique  avec  !<•  plan  M  \  :  | 
donc  à  toute  position  <lu  point  M  répond  une  position, 
unique  d'ailleurs,  du  point  V  et  inversement.  D  ail- 
leurs, les  deux  points  s'échangent  visiblement  I  un 
dans  l'autre,  et  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  s  il  \  i, 
entre  les  valeurs  «le  /  qui  les  déterminent,  nue  relation 
involulh  e. 

l'.i  <  ni  mu  i  \u  >  i .  s'il  |  ii  involution  entre  deux 
points  mobiles  sur  une  cubique  gauche,  lu  droite  aux 
les  joint  engendre  une  surface  du  second  degré. 

I  h  effet,  sou  m.  Mu  li  cubique,  (M,JN  .  P,  {J  ■ 
deux  couples  de  points  correspondants  d  après  I  involu- 


(  *) 

i  ion  donnée,  A  un  point  pris  À  volonté  sur  la  cubique, 
\r  une  droite  issue  du  point  A  cl  s'appuya  ni  sur  les 
deux  droites  MN,  PQ.  I  ne  corde  de  la  cubique,  assu- 
jettie  à  s'appuyer  sur  \  z,  engendre  une  surface  <!u  se- 
cond degré  ill>.  Mus  les  extrémités  de  cette  corde 
décrivent  sur  la  cubique  deux  divisions  en  involution; 
et  la  correspondance  entre  ces  deux  points  ue  diffère 
pas  de  la  correspondance  donnée,  puisque,  dans  ces 
deux  correspondances,  il  v  a  deux  couples  de  points 
correspondants,  savoir  l  M.  IV)  et  (I*.  Q),  appartenant 
à  l'une  et  ;'i  l'autre.  Donc  ia  surface  du  second  degré, 
que  nous  venons  de  définir,  coïncide  avec  le  lieu  cherché. 

I\  .  Dans  le  sujet  de  concours  il  s'agissait  d'une  cu- 
bique gauche,  intersection  de  deux  cônes  du  second 
ordre,  de  soin  mets  S  et  T,  se  coupant  à  angle  droit  suivant 
leur  génératrice  commune  ST,  et  dont  les  bases  sont  des 
cercles  situés  dans  un  plan  xO  y,  perpendiculaire  à  la 
droite  ST.  Ces  deux  cercles  devront  couper  l'axe  des  z 
en  un  même  point  O.  Leurs  tangentes  au  point  O  sont 
les  traces,  sur  le  plan  xOj  ,  des  plans  tangents  aux 
deux  cônes  suivant  la  droite  ST,  et  la  projection  de  la 
cubique  commune  aux  deux  cônes,  sur  le  plan  des  xy, 
admettra  nécessairement  ces  deux  droites  comme  tan- 
gentes au  point  O.  De  plus,  cette  projection  est  une 
cubique  circulaire,  car,  si  l'on  cherche  à  la  déterminer 
par  points  (comme  en  Géométrie  descriptive  |  eu 
adoptant  pour  plans  auxiliaires  des  plans  horizontaux 
(parallèles  à  aO^),  les  sections  laites  dans  les  deux 
cônes  par  un  tel  plan  sont  des  cercles,  projetés  hori- 
zontalement en  Maie  grandeur.  Donc  la  courbe  plane 
cherchée  doit  passer  par  les  deux  points  communs  à 
tous  les  cercles  du  plan  xi  !  r.  c'est-à-dire  par  les  deux 
ombilics  du  plan.  En  résumé,   la  projection   cherchée 

Ami.  de  Ma  thé  mat.,  \'  série,  t.  V.  (Juin  19  la 


-< 

est   une  cubique  circulaire  ayant,   an   point    0,  deux 
rites  rectangul  i  I  est  <l<>nr  une  stro 

pboïde. 

\.   Dans  li  deuxième  partie  de  la  composition,  on 
proposait  de  recherche!  le  Keu  décrit  par  une  corde  PQ 
df  la  cubique,  dans  divers  cas  où  les  points  l\  <x>  sont 
en    involution;  par  exemple  (§  I  du  texte    dans  l< 
'■u  la   projection  <1«'  la  droite   PQ  sur    !<•    plan    3  0 

strophoïdc  définie  ci-dessus,  en  un  troisième 
j.niiii  NI  supposé  fixe.    Mais  alors,   la    parallèle 
menée    par    '//.   s  appuie  sur   la  cubique  i  a   un  poini 
fixe  M  "'i  la  droite  PQ  coupe  une  droite  fixe  M///  s'ap- 
•  1 1 1  elle-même    sur  la  cubique.   En   pareil  cas  elle 
ndre   une  surface  <lu   second  <  1  < * i_; r - < '■ .  Cette  surface 
est  un  hyperboloïde  ;  car,  si  1<'  point  M  vient  en  S,  le 
point  .x-    vient   en   T.  et  la  surface  a  deux  généi  itrices 
distance  Gnie,  s  iroir  ST  <*t  \I//;. 
On.ramène  immédiatement  ti  où  la  pro- 

6  PQ,  sur  le  plan  xi  >  r.  c>i  vue  du  point  '  ' 
un  angle  droit  (§111  du  texte).  Eu  eil'et,  d'après 
les  propriétés  connues  de  la  strophoïde,  la  droite  />y 
coupe  alors  la  strophoïde  en  un  point  fixe  ///  t<-l  que  la 
droite  O m  <-t  la  direction  asymptotique  réelle  '!«•  la  stro- 
phoïde sont  également  inclinées  sur  les  tangentes  au 
point  <).  Le  lieu  géométrique  de  PQ  est  encore  un  hy- 
pei  boloïde. 

Si  !<•>  droites  <  >/'.  <  \q  font  av<  i  <  )x  des  angl< 
i  du  texte  .  «ni  démontre  aisément  que  la  ili<>i' 
enveloppe  une   parabole,  de  telle  sorte  que  le  contoui 
apparent  <l<-  la  surface  cherchée  est   parabolique;  el  la 
surface  elle-même  est  un  paraboloïde. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

ET  AUX  BOURSES  DE  LICENCE; 

Solutions   par   M.   Jkàk    SERVAIS. 


Première   composition   de   Mathématiques 
(  Sciences  I). 

Un   considère  les  trois  surfaces  du   second  d<  _ 

définies  par  les  équations 

y  =  x2,         z  =  xy,         z.r  =  y2. 

I.  Soit  M  le  point  d'intersection  des  plans  polaires 
d'un  point  M.„  par  rapport  à  ces  trois  surfaces  :  on 
demande  d  exprimer  les  coordonnées  l ',  r.  z  du 
point  M  au  moyen  des  coordonnées  xQ}  i  „,  z0  du 
point  M0  et,  inversement,  x0i  y0,  ~„  au  moyen 
de  x,  y,  z. 

II.  J  érifier,  sur  les  formules,  que  le  point  \\  n'est 
pas  déterminé  quand  le  point  M0  se  trouve  sur  la 
courbe  (C)  définie  par  les  équations 

y  =  x'1,  z  =  x*. 

Où  se  trouve  alors  le  point  M  ? 

III.  Pour  (pie  le  point  M0  soit  dans  le  plan  des  r.  j  . 
/'/  faut  que  le  point  M  soit  sur  une  surface  i  S)  du  ti  oi- 
sième  degré,  /érifier  que  cette  surface  contient  la 
courbe  (C)  et  qu'elle  est  réglée.  Quel  est  le  lieu  du 
point  M0  quand  le  point  M  décrit  une  itrice 
rectiliene  de.  la  surface? 

J\  .    Quel  est,  su/  la  surface  i  S  .  le  lieu  des  peints  M 
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tels  que  le  /><>f/if  M  ,  soit  rejeté  à  l'infini  <l<in\  le  plan 

des  .' .  t  ? 

\  .  le  point  Si  est  supposé  \e  mouvoir  sur  la  sur- 
face S  .  de  telle  fat  on  qu'il  soit,  à  chaque  instant  /, 
sur  Li  génératrice  définie  par  les  (-(/nations 

y  =  t  z,         x  =  -tîz 

et  que  son  accélération  soit  située  dans  le  plan  tan- 
gent  en  M  à  la  surface.  Montrer  </uc  lu  coordonnée  z 
vérifie  l'équation 

dl 

t—. l*»r 

dt        z 

Intégrer  cette  équation  et  exprimer  les  trois  coordon- 
nées en  fonction  du  temps.  /  érifier  que  lu  courbe  (C) 
est  l'une  des  trajectoires  possibles. 

I.  Les  trois  plans  polaires  du  poinl  M,  ont  pour 
équations 

Il  SS   (), 

xy0-hr.r„—  z  —  z., 
—    '.'   '  9X9      =  O. 

On  obtient  les  coordonnées  <lu  poinl  M  en  résolvant 
«  i  s  trois  f  j  ni  lion  s  par  rapport  à  .< .  >  .  z.  Des  deux  pre- 
mières, <>n  peut  toujours  tirer  y  el  z  »'ii  fonction  <!<•  r, 
<  e  <  ]  1 1 i  donne 

(  y '  — a 

(    -  \XX\—  X0y0 —  »•■ 

I  ii  portant  ces  valeurs  dans  la  ti  oisième,  on  a 

i  j  j        ,    i 

De  (•••m-  équation     I    "ii  tire,  en  général,  une  valeur 
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bien  déterminée  pour  ./\  et,   en  portant    <<n(-   valeur 
dans  les  égalités  (a),  <>n   obtient  Les  expressions  sui- 
vantes «lis  coordonnées  de  M  : 

ix\ —  ^-^o^o^-  3o 

I   .  _  3a?0iyo5u— aj^g  — zg 
«arj  —  ix0y0-+-  zQ 

Comme  les  équations  (1)  ne  changent  pas  lorsqu'on 
permute  x  et  oc0,  y  etj0,  z  et  z0}  il  suflit  de  faire  celle 
permutation  dans  les  formules  (4)  pour  avoir  les  coor- 
données x0.  y0,  z0  en  fonction  de  x,   r,  z. 

II.  La  valeur  de  x  donnée  par  l'équation  (3)  est 
indéterminée  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  simulta- 
nément 

(  ixl    —  3x0y0-i-  zo     =  o, 

1  ^o^o-+-a?o^o     —275  =  0, 


(5) 


c'est-à-dire  lorsque  le  point  M0  est  à  l'intersection  des 
deux  surfaces  du  troisième  ordre  définies  par  ces  deux 
équations.  Ces  deux  surfaces  sont  tangentes  tout  le 
long  d'une  cubique  et  ont,  en  outre,  en  commun  la 
droite  à  L'infini  du  plan  )0:  qui  compte  trois  fois,  car 
e  est  une  droite  double  de  la  première  surface,  et  les 
ileux  surfaces  sont  tangentes,  suivant  elle,  au  plan  de 
l'infini. 

L'élimination   de    z0    entre   les   deux    équations    ^5) 
donne 

2(^0  —  Tl)-=0, 

et,  en  remplaçant  j  0  par  z\  dans  la  première,  on  en 
déduit 


(  ■>: 

Le  poiul    M  esl  donc   bien    indéterminé  lorsque  l<- 

point  M,,  esl  >ur  la  cubique    I 

L'équation  tnl   une  identité,   les   ii"i>   équa- 

tions    i      se    réduis  ni    aux    deux    équations    I  i)    «pii 

de\  iennenl 

y  -    .//■„  — 


Le  point  M  esl  donc  indéterminé  sur  la  droite,  repré- 
sentée par  les  équations  i  s),  qui  esl  d'ailleurs  la  tan- 
gente en  Mo  •>  la  cubique  i  I 

Remarquons,   en   passant,   que   les   tangentes  à     ' 
engendrent    une  surface  développable  I)  du  quatrième 
ordre  (Joui  l'équation  esl 

i  z  —  ry  >»=:  4(^  —  *•)  (  XX  — .-. 

Les  quatre  surfaces  obtenues  en  égal  an  I  à  séro  le! 
numérateurs  el  le  dénominateur  de  x,  j  el  z  passenl 
évidemment  par  la  cubique  (C),  puisque,  pour  toul 
poinl  de  La  cubique,  .**.  y,  z  doivent  se  présenter  bous 
l.i  forme  •  Ces  quatre  surfaces  sont,  en  outre,  tan- 
sentes  deux  à  deux  !<■  long  de  la  cubique  el  tangentes 
à  la  développable  I).  En  d'autres  termes,  la  cubique  I 
esl  une  ligne  asjmptotîque  de  ces  quatre  suri  m 

Les  Formules  j  définissent  une  transformation  bira- 
tionnelle  ré<  iproque  dans  l'espace,  i  toul  point  M,,  de 
l'espace  cette  transformation  fait  correspondre,  en 
néral.  un  point  M  ei  on  seul  <  t,  lorsque  M  vienl  m  M. 
My  vient  en  M.  Il  \  a  exception  lorsque  l'un  de  paiints 
ur  la  cubique  C  commune  aux  trois  quadriques 
données;  L'homologue  esl  alors  indéterminé  nu  une 
génératri  i  l<  la  développable  I).  Réciproquement  à 
toul  point  de  I  I  <  orrespoad  un  poinl  de  la  cubique  (C). 
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Lorsque  M0  décrit  une  surface  d'ordre  m.  I  homo- 
logue M  décrit  une  surface  d'ordre  •>///  qui  passe  |>  ir  la 
cubique  (C)  et  a  m  uappes  tangentes  le  long  de  cette 
cubique  à  la  surface  développable  I).  Si  la  surface 
donnée  passe  par  la  cubique  (C)  il  y  a  décomposition. 

III.    Pour  que  le  point  M0  soit  dans  le  plan  îles  .<  .    i 
=  o),   il   faut  et  il  suflit  que  INI  soit  sur  la  sur- 
face (S)  : 

Zxyz  —  iyi  —  ^=0, 

qui  passe,  comme  nous  L'avons  vu,  par  (C). 

Le  cône  des  directions  asymptotiques  de  la  surface 
se  décompose  eu  un  plan  el  un  cône  du  second  ordre  : 

y  =  o,        Sxz  =  %y*. 

Il   n'y  a  pas  de  plan  parallèle  à    v  =  o  qui  coupe  sui- 
vant  des  droites,   sauf y=  O. 

Les  génératrices  de  cette  surface  (S),  s'il  \  en  a,  sont 
donc  des  parallèles  aux  génératrices  du  cône 

\.rz  =  ly2. 
Elles  ont  donc  des  équations  de  la  forme 


y 

■ — 

/ 

-+-  u. 

X 

= 

' 

-'- 

-+-  p. 

l'.n  portant  ces  valeurs  de  y  et  z  dans  l'équation     -     el 
écrivant  qu'on  obtient  une  identité,  on  trou\e 


i 
>x  =  o,  o  =  — r 

;  a 


Les  équations  d'une  génératrice  sont  donc 


r  =  x*,      »-|x«*4.^. 


Pour  avoii  le  lien  décrit  par  M„  lorsque  M  décru  celte 
r.  remplaçons  x  el   y  par  leura  valeurs  pré 
i  édenies  dans  les  expressions  de  .'',,.  |  ,,-  ~„  en  fonction 
r,  ^f  z  déduites  des  formules     i   .  rous  calcula  faits, 

il   \  iinl 

i  • 

i 


i 


formules  montrent  que  Xo  el   i  ,,  ^mi  indéterminés 
lorsque  z  •  Ceci  s  explique  aisément.  Chacune  des 

génératrices  de  la  surface    s    rencontre  la  cubique    C 
«•ii  un   poinl    iil   que  z       —  ■  Lorsque   M   \  i  <  - 1 1 1  eu  ce 

point,  Mo  esl  indéterminé  sur  la  tangente  .1  C  La 
surface  transformée  de  (S)  esl  une  surface  du  neu- 
vième ordre  qui  se  compose  de  deux  1  <  »  1  >>  la  déve- 
loppable   I)  el   du   plan   xOy.   In  supprimant  !«•  fac- 

teui     /    :       1  J  <jui  corresp I  aux  génératrices  <!<•  I), 

il  reste 

1  . ,  6X* 


16/    1  +  3  Hj/  ■ 

Le  lieu    l<    M    esl  donc  la  droite 

•  lu  plan  des  3  .  y. 

I\  .  Pour  que  le  poinl  M„  soil  rejeté  à  I  iufini  daus 
le  plan  des  a?,  >  .  il  faul  el  il  sufGl  que  les  deux  termes 
de  ",.  soient  nuls,  sans  que  les  numérateurs  de  xfl  1  1  >  ,, 
le  soient.  Le  point  M  doil  doue  être  sur  la  partie  de 
l'interseï  1  ion  des  deux  surfaces 

I  "■ 

Z     —  O, 
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autre  que  la  courbe  (C).   <  >i\   les  deux  surfaces  sont 
tangentes  tout  I»-  long  de  (C);  elles  se  coupent  donc, 
un  outre,    suivant  une  cubique  <pii   constitue  le  lieu 
cherché.  En  éliminant  z  <>n  trouve 

(y -h  xxn-  )  (  y  —  x"-  f-  =  o. 

Le  facteur  (y  —  x- r-  donne  la  cubique  (C).  Le  lieu 
cherché  est  dune  la  cubique 

y  = — aa?*,         -= — 8x3. 
V.    Pour  que  le  point  M  situe'  sur  la  génératrice 

y  =  tz,  x  =  -  t-z  —  — 

J  S  it 


se  incuve  de  façon  que  son  accélération  soit  dans  le  plan 
tangent,  il  faut  et  il  sulïit  que  l'on  ait 


(8) 


d1  x 
~dï* 


l" 


;  st1 


d'y     d-  z 

dt-      ~dF 


En  considérant  z  comme  fonction  de  t,  on  a 


«/-./■        i    _  d' z        x    dz 

1ÏW  =  îl  dt-  ~  ;  tdt 


>c 


il-y  _     d^z 
dt*  ~    ~dJî 


dz 

dt 


En   portant  ces  valeurs  dans  (8),  et  retranchant  la 
seconde  ligue    multipliée   par  -r-?  de  la  première,  on 


trouve 


8    dz 
3(di 


if 


dz 

dt 


3  ir- 


(  •* 

«•H.  ni  di\  eloppanl . 


lit  z 


Lu  intégrant  cette  équation  linéaire  en      pai  le  |>i"- 
i  édë  «  Lassique,  on  troui  e 


/  •-  /■. 


La  ii  aje<  loin  i  hi  ;  chée  esl  donc 


t 

-t-< 

1 

<»' 

(|in  se  réduit  à  la  courbe    C  I  quand  on  fail  C  =  o. 

<  V  >s  résultats  étaient  faciles  è  prévoir  puisque  noua 
savions  que  la  courbe  (C)  était  une  asymptotique 
de  S  .  La  recherche  des  trajectoires  <!<•  M,  qui  sont 
les  lignes  asymptoliques  de  (S),  devait,  d'après  <li-^ 
résultats  bien  connus,  conduire  i  I  intégration  d'une 
équation  < !<•  Ricatli  dont  <»n  connaissait  d'avance  une 
-"lui  ion. 

Deuxième  composition  de  Mathématiques 
i  Sciences  I  et  II  ;. 

I.    Etudier  la  fonction 

h  design*    une  constante  primitive,  L  te  logarithme 
népérien.  Soit  (C)  la  courbe  repn  tentative,  le*  a 
<  tant  a -i  tangulairet. 
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II.  Calculer  le  rayon  de  courbure  lî   <le  (< 
l'un  quelconque  M  de  ses  points.  Déterminer  lu  <léve- 
loppée  (!'■  i  G). 

III.  On  suppose  une  M  appartienne  à  lu  même 
branche  de  (C)  que  l'origine  0.    Calculer  /'</ 

de  (C)  limité  par  0  e?  M.   Exprimer  I!   e/i  fonction 

de  s. 

IV.  /*<//■  A'5  translations  parallèles  à  Oy.  on  déduit 
de  (C)  une  famille  de  courbes  (Y).   Déterminer  une 

famille  de  courbes  (Y')  telle  que  chaque  courbe  (f) 
coupe  à  angle  droit  toutes  les  courbes  {Y).  [On  pourra 
former  d'abord  une  relation  entre  l 'abscisse  d'un 
point  quelconque  d'une  courbe  \Y  '  )  et  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  ce  poi/it.] 

\  .  Soit  de  même  (TA  la  famille  des  courbes  dé- 
duites de  |  C)  pur  les  translations  parallèles  à  Ox. 
Trouver  les  courbes  (T'A  coupant  a  angle  Jiroit  les 
courbes  (Y ,  ).  [Former  d'abord  une  relation  entre 
l'ordonnée  d'un  point  quelconque  d'une  courbe 
et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point.] 

\  l.  Calcul  numérique.  —  Soient  x{.  r,  les  coor- 
données du  point  P  de  la  courbe  i  C)  tel  que  son 
abscisse  jc{  soit  positive,  et  que  l'arc  OP  de  (C)  ait 

pour  longueur  —  •  Déterminer,  avec  trois  chiffres 
exacts,    les  rapports  —,    —  • 

I.  La  fonclion  y  est  manifestement  périodique  et 
admet  pour  période  -la-.  Il  suffit  donc  de  construire 
la  courbe  représentative  lorsque  x  varie  de  — a~ 
à  -H  an.  Gomme  le  changement  de  x  en  — x  ne  mo- 
difie pas  >',  on  obtiendra  la  moitié  de  la  courbe  en  fai- 
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^-i 1 1 1  varier  x  <!<•  <»  h  aie.  Or,  dans  «  i  l  intervalle  *  <<- 
a  esl  positif,  1 1  par  suite  >'  réel,  <|u<'  lorsque  x  varie 
<lr  <■  .1     — ;   cos-    décroil  alors  <1«'  i   à  o  <-i    y  dëcroil 
de  o  .i       ».   Ii  courbe  représentative   •  donc  la  forme 
indiquée  sur  la  Ggure  i . 

Fig.  ,. 

<      ; 


m  ; 


2         2 


: 


II.   III.   Calculons  <l<-  suite  l'arc  i  pour  appliquer  les 
formules  de  !•  renel .  <  >n  a  : 


t/i* 


s  dx*      <i\ ■-=  (i  ■¥■  tang1  -  I  -/-r1      — — 


Prenons  sur  la  courbe  comme  sens  des  arcs  crois- 
sants le  sens  des  x  croissants  el  il  vient  ; 

i/.r 


<ls 


I 

a 


<1  OÙ 
(I) 


r * i,r       .      / ■     ~\ 

*=     i       =  al.  t. mil' ( 1 : 

! 

.  ..  « 


■  ■u  .i.  ensuite, 

il  r                 x  <ly  r 

il)               a.  =  - ■-  =  cos  -,  R  =  -~-  =  —  si m  - 

ils                a  tir  n 
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a  et  'j  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  dans 
h-  sens  des  arcs  croissants,  (les  formules  prouvent,  en 
passant,  que,  si  l'on  désigne  j>ar  <j>  l'angle  de  la  tangente 

in  un  point  M  avec  O.r,  on  a 

x 
a 

Eu  differentiant  les  formules  (2)  on  obtient 


dx              1          .r         x 

—r-  = sin  —  cos  —  , 

ds             a         a         a 

de             1         .  x 

-f-  = cos*  —  , 

ds             a           a 

ce  qui  donne 

1          doL--^-d^          1          ^x 
R*  ~          ds*          ~  a*  °(  *   a  ' 

ou 

R-      "     • 

37 

COS  — 

a 

En  appelant  a'  et  fi'  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  la  courbe,  on  a 


d%  .    x 

a  =  R  -j-  =  —  sin  — 

as  a 

P    =   R  -r-  =  —  COS  — 

ds  a 


Les  coordonnées  X  et  Y  du   point  de  contact  de  la 
normale  au  point  (x,y)  avec  la  développée  sont  alors 


(4) 


l  X  =  x-+-x'l{=x  —  a  tanjr  — , 

< 

I  Y  =j+p'R  =  aL  cos- a. 


Pour  exprimer  R  en  fonction  de  s,  nous  lirons  de  la 
formule  (1) 

X 

tang hi 

tan- h  -  )  =  =  <•  \ 


1  —  tan< 

^  2a 


(  aftê  ) 
ce  qui  donne  l'égalité 

i"1-  ,';    'Unghyp- 
i >n  en  conclul 

,      langhyp*-  g 

R  —  — '-  =acoshyp  — « 

i  —  tang  byp 

ci  met  <'ti  évidence  un  fait  intéressant  signalé  par 
M.  Laisant,  à  savoir  entraine  L'égalité 

sui\  aille  : 

'  .        s 
=  cos  li\  |> 


- 
a 


i  i  aussi  celle-ci  : 


tans—  =  -in  In i» 

II  " 


l\     Les  courbes  |  I"  ;  ont  pour  équation 


X 
=  ,i  L  COS 


In  .•clivant  que,  en  un  point  <  ommun  x,  y)t  la 
courbe  |  i  est  orthogonale  à  I  .  on  obtient  l'équation 
différentiel  le 


dy  > 

a 


«îiii  <  i  ■  •  :i  1 1  ■ 


y  =     /    .  I    /    -    - 1  n        |    -    '  - 

I  i  |  dont  il  ne  faut .  évidemment . 
prendre  que  la  partie  située  dans  les  intervalles  <>u  les 
courbes  (1     existent]  se  déduisent  des  courbes    I'    par 
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translation  parallèle  à  Ox,  <  ir  L'équation  (9)  s'écrit 

y  =  a  L  cos  (  —  q;  -  j  -+-  G'. 

La  figure  2  montre  la  disposition  des  courbes  (F)  ci    I     . 
Fig.  2. 

y 


\  .    L'équation  des  courbes  (T,  )  est 


=  arc  cose"-i-  K. 


L'équation  différentielle  des  courbes  (r'()  est  alors 

y 

,    il  r           e" 
-+■ -t-  1  =  n 

~  dy 


Pour  intégrer,  posons 


et  il  vient 


e«=:co:»-r.        y  =„a  L  cos<p, 
a    /  tang1  tp  </';  =  ±  a( tang  <f  —  ip)  -+-  K': 


(  ?s 

on  a  ainsi  les  t  i.i  iectoires  |  I,  )  : 

I  2  tao+  l\ 

I  * 

En  «  >>iiij).ii  .mi  cea  formules  avec  les   formules 
on  m>!i  que  les  courbi  -     I        se  déduisenl  <lr  la  déve 
loppéc  de    C)  par  une  i ranslal ion. 

\  I.    I.<  -  c données  j,.  i  ,  de  I'  sonl  données  par 

les  formules 

Yt  —  ah  ros  —  ; 
<1  OÙ 

log  tang/  ■'''-  —  -'.-  )  =  -log 
"'        i 

i 

log  cos 

.)  i  _ 'j_ 

a  loge 

Pour  cela  cherchons,  '•//  ^rinh-s.  l'angle  y  tel  que 

log  tang4*  =  —  loge  =  o,ai/i4i 

•l,  =  65e,  2907, 

d'où 

■r\        ~         ~ 

h  —  =  —  x  <>  •  .  igor 

*"        i 

Xi  - 

—    =  X  1 

tl  100 

yx       1(  c,  58i4)  o,o5ai6 

a  0,434-29  0,434*9 

I  h  calcul  logaril  bm  ique  donne 

'1  ,n   , 

)l 

- —  =  —  ■    laoi 
a 


-, 
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REMARQUES  SUR  LA  DÉTERMINATION  IH-S  MOMENTS  FLÉCHIS- 
SANTS PRODUITS  PAR  LE  PASSAGE  D'UN  CONVOI  SUR  UNI 
POUTRE  A  DEUX  APPUIS  SIMPLES; 

l'ut   M.    Il  un    l.l.\  ï 

Professeur  remplaçant  de  Géométrie  descriptive 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 


Diverses  méthodes  oui  élé  proposées  pour  la  déter- 
mination des  moments  fléchissants  produits  dans  une 
poutre  par  un  convoi  mobile.  M.  Maurice  Lévy,  dans 
son  classique  Traité  de  Statique  graphique  (t.  I, 
p.  3j2),  a  fait  connaître  un  intéressant  théorème,  dû 
;'i  M.  Ventre,  théorème  établi  par  des  considérations 
analytiques,  el  en  a  déduit  une  méthode  très  simple  que 
nous  appellerons,  pour  abréger,  la  méthode  Ventre. 
M.  Rouché,  dans  ses  excellents  Eléments  de  Statique 
graphique,  a  donné  la  préférence  à  une  méthode  in- 
ventée par  M.  Léman  {Bulletin  de  l'Académie  royale 
de  Belgique,  3e  série,  t.  IX);  outre  que  celte  méthode 
purement  géométrique  paraît  mieux  à  sa  place  que  celle 
de  M.  Ventre  dans  un  cours  de  Géométrie  descriptive 
et  est  certainement  plus  à  la  portée  des  auditeurs  du 
Conservatoire  des  Arts  et  .Métiers,  on  verra  qu'elle 
donne  des  renseignements  plus  complets  que  la  mé- 
thode Neutre.  Cette  dernière  s'en  déduit  d'ailleurs 
immédiatement,  sans  aucun  calcul,  connue  nous  le 
montrerons. 

Rappelons  rapidement  en  quoi  consiste  la  méthode 
Léman.  Soit  AU  la  poutre  reposant  librement  pai 

A/m.  de  Mathémat.,  j    séri   .  t.  V.  (Juillet.  1  i;i 


■  Mil  unie-  sur  deux  appuis  A  <t  B.  Soicnl  //,.  //_. .  h% 
les  points  de  la  poutre  situés  sous  les  essieux,  <l  ma  une 
positiou  quelconque  du  convoi  : 1 1 <  » I  » i  1  <  •     fie.  \  el 

l   -    ■ 


nous  supposons  le  train  entièrement  engagé  sui  /</ 
poutre,  el  nous  .imuis  réduit  à  imis  I.-  nombre  des 
i  jsii  h \  poui  simplifici   la  figure. 

Soit,  eufin,  /'  le  |  ><  »]  i  •  «  ]  1 1  |iol\^ •<!<•>  forces  réduit 

ii  i  à  la  droite  abcd\  il  />-  esl  |,,  dislance  «lu  |>'.!i  .1 
cette  droite;  XC  \,  \_  \.l»r  esl  !<■  polygone  funicu- 
laire correspondant  aux  Iroîs  charges  données  iil> . 
/(  .  cd\  (.1)  esl  la  ligne  de  clôture  de  ce  polygone.  On 
sait  que  !<•  inomenl  de  flexion  de  la  poutre  au  |  ><  »  i  1 1 1  M 

(somme   des    moments    par    rapport    au    |> 1    M    des 

i'  lie  de    M .   \   compris  la  1  éael  i'>;i 
de  I  aniiu  1    \      1   nom    ex  pression 


app 


,/. 


moinenl    vai  !«•    à    <  liaque    instant    ave<     le    dia 


( ) 

gramme  C  \|  \j  \ ;(  I > .  Le  problème  consiste  à  Lrouvei 
le  maximum  de  ce  moment,  el  aussi  le  point  de  la 
poutre  pour  lequel  ce  maximum  esl  le  plus  grand  pos- 
sible. 

Le  |>< >l \ i;< un1  des  forces  el  s<>n  pôle  ne  changent  pas 
peudanl  le  mouvement  du  train  5  nous  garderons  aussi  C 
comme  origine  «lu  polygone  funiculaire.  Il  en  résulte 
que  le  sommet  A ,  décrira  une  droite  KC  parallèle  à  <•//'. 
I  )c  plus,  l'écartemenl  des  essieux  restau!  constant,  le 
segment  A,Ao  garde  la  même  grandeur  ci  la  même 
direction:  le  point  Aa  décril  donc  une  parallèle  à  XG; 
de  même  \:!  décrit  une  droite  parallèle  à  XC.  <>n  en 
déduil  facilement,  le  irain  marchant  de  A  vers  15,  le 
diagramme  d'entrée  GAj  \ .,  I)  correspondant  à  la  posi- 
tion 1 1 11  train  pour  laquelle  I  essieu  de  queue  esl  au- 
dessus  de  l'appui  A,  et  le  diagramme  de  sortie  G  \ ,  \  .  I  ) 
correspondant  à  la  position  du  Irain  pour  laquelle  l'es- 
sieu <le  tète  arrh  e  en  B. 

La  solution  liés  ingénieuse  de  M.  Léman  consiste  à 
considérer  tous  ces  diagrammes  successifs  comme  les 
projections  .sur  le  plan  de  la  figure  (que  nous  sup- 
poserons horizontale)  de  diagrammes  respectivement 
égaux  à  leurs  projections  el  situés  dans  des  plans  hori- 
zontaux :  la  position  de  ces  diagrammes  esl  entièrement 
déterminée  dans  l'espace  si  l'on  assujettit  les  sommets 
projetés  en  I  )",  . . . ,  1),  . .  . ,  D  à  êl  re  tous  sur  une  même 
droite,  d  ailleurs  arbitraire.  Nous  désignerons,  dans  ce 
qui  suit,  les  points  de  l'espace  par  les  mêmes  lettres 
que  leurs  projections  horizontales,  ce  qui  ne  pourra 
pas  produire  de  confusion  :  I)7  esl  supposé  dans  le  plan 
horizontal.  Dans  celte  nouvelle  manière  de  concevoir 
la  ligure,  la  droit.'  mobile  de  l'espace  \;  I)  décril  un 
plan  D"A'8D';  \.  \,  décril  le  plan  \.l>  V  \,  \,  \..  le 
plan   CA*A    \  ,,  enfin  la  droite  de  clôture  <d)  décril 


un    |i.u  iIimImkIc   hyperbolique      P      lyanl    [ ■« »> i r    plana 
directeurs  la  plan  horizontal  el  !<■  plan  vertical  I)  I) 

plana,  l«-  paraboloïde  (i?)  el  Les  plana  liorizon- 
taux  des  diagrammes  supérieur  el  inférieur  limitent  un 
solide  plan  gauche    II  >. 

La  |>l;m  vertical.,  perpendiculaire  à  la  poutre  <|in  a 
pour  trace  VIP,  coupe  lu  panaboloïde  P)  suivant  une 
génératrice  rectiligne  lieu  du  poiiii  ~\  il  coupe  les 
autres  faces  <ln  ^> < >  1 1 <  1  < ■  II*  suivant  «les  lignes  droites* 
I  in  obtient  ainsi,  dans  i  <■  plan  vertical,  un  poly- 
gone PQRST;  le  point  p  décrit  les  côtés  PQ,  QB 
fig,     \  .    Ce   polygone,  outre   ses    Bomuiels  dans  les 


plans  le  plus  haul  el  le  |»lu>  baa^  s  un  sommel  aui 
chaque  arête,  tel I « •  que  V.  i  ,,  <ln  aolide  i  II  .  rencon 
Lrée  par  le  plan  sécani.  <  >n  \<>ii  inuuédiatement  « | u< -  le 
maximum  de  u?  correspondra  nécessairemenl  n  une 
position  de  >  i  mi  ni  m  Lui  ave*  un  des  sommets  du  poly- 
gone, Q  |>.u  exemple.  \  ce  moment,  le  diagramme 
mobile  C  \.  \-  \  -  I >  sera  placé  <!«•  manière  que  son 
sommel  \j  soil  en  Q,  el  un  </<-\  essieux  <ln  convoi  tera 
en  M.  \iiih.  .1  moins  que  la  niomenl  maximum  au 
poînl  M  ne  se  produise  ;i  rentrée  <>u  .<  la  sortie  <ln 
ii. un.  pour  I  obtenir  il  suffira  <!<•  prendre  le  |iln>  grand 
des  moments  obtenus  es  M.  à  I  instant  dn  passage  <l  un 
essieu  en  <  e  point. 


93  ) 
Clierclions  maintenant  le  | >I 1 1 ^  grand  de  ces  maxi- 
mums. Lorsque  le  train  a  la  position  //,//_.//,.  le  ino- 
mi'iii  tic  flexion  en  //..  a  pour  valeur  A^a^x  d.  Sutvauni 
le  deuxième  «--^ -> !«■  n  pendant  le  déplacement  <ln  convoi. 
La  droite  A.2aa  considérée  comme  étant  dans  Peepace 
décrit  un  plan  parallèle  à  l'arête  A,  \,  du  solide  II 
et  à  l'axe  du  paraboloïde  I  I'-:   a?  décrit  l'intersection 

de  (P)  avec  ce  plan,  c'est-à-dire  une  parabole.  La  pro- 
jection horizontale  de  cette  parabole  est  une  parabole, 
dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  AB. 

.Nous  lirons  ici  une  remarque  importante.  1  ouïes 
ces  sections  du  paraboloïde  par  des  plans  parallèles 
entre  eux  sont  des  paraboles  égales,  ef  leurs  projec- 
tions horizontales  sont  des  paraboles  égales  entre  elles. 
Elles  passent  toutes  par  le  point  C,  projection  du  point 
où  la  génératrice  verticale  du  paraboloïde  hyperbolique 
est  coupée  par  le  plan  sécant.  Pour  en  construire  une. 
il  suffira  d'en  avoir  trois  points,  savoir  c,  le  point  a'2 
fourni  par  le  diagramme  d'entrée  el  le  point  a .,  par  le 
diagramme  de  sortie.  Une  de  ces  paraboles  étant  con- 
struite aussi  exactement  que  possible,  ou  en  découpera 
un  patron  <pii  servira  à  construire  les  autres.  Sur  la 
Bgure  i.  nous  n'avons  représenté  qu'une  de  ces  para- 
boles; l'aie  en  traits  pleins  est  le  seul  utile.  Les  mo- 
ments sous  l'essieu  sont  les  portions  de  perpendicu- 
laires à  la  poutre  comprises  entre  l'arc  et  la  droite 
initiale  V  \,.  Le  moment  maximum  sous  le  second 
essieu  correspondra  au  point  pour  lequel  la  tangente 
est  parallèle  à  V,  A,.  Ou  trouvera  ainsi  pour  chaque 
essieu  un  moment  maximum,  el  il  faut  comparer  ces 
moments  maximums  cuire  eux. 

\  cet  effet,  M.  Léman  remplace  les  diagrammes 
polygonaux  ou  paraboliques  par  des  diagrammes  ayant 
tous  pour  ligne  de  clôture  ou  pour  droite  initiale  la 


1 1 

I " »u ( ri ■    \!'i.  Il  suffit,   pour  cela,  de  faire  glisser  chaque 
ordonnée  telle  que    \  . ./     dans   sa   direction    jusqu  à  i 
que  son  extrémité  supérieur!    vienne  sur  la  droite    \d 
(  )n  .uni  alors  au-dessous  de    \l>  deux  espèces  «le  dia- 
grammes. 

\m\  deux  diagrammes  polygonaux  d'entrée  et  de 
^<  »  i  lit-  (  \  \  h.  <.\(  \,l)  correspondront  <l<s  dia- 
gra es  polygonaux  \  y. ,  y  .  I>.  ^ a",  al  B.  Ces  deux  dia- 
grammes auraient  pu  être  obtenus  directement,  comme 
d'ailleurs  tous  les  diagrammes  polygonaux  analogues 
<]»''(iuii s  des  diagrammes  quelconques  C  \(  \-  V,":  en 
etl'et,  \  y  .  y. .  B,  par  exemple,  n'est  pas  autre  <  hose  rju  un 
polygone  funiculaire  puni  la  position  «lu  train  dans 
laquelle  l'essieu  de  queue  eal  au-dessus  de  \.  et  la 
méthode  de  Culmanu  permet  de  construire  un  poly- 
gone   funiculaire    dont    trois    côtés    passent    par    trois 

points  lionnes  (on  peut  aussi  employer  la  construct 

de  M  .  Coll  ignon   . 

\  un  diagramme  tuixliligue  tel  que  \  \  ■  >  <i ,. 
correspondra  un  diagramme  mixlilignc  formé  de  trois 
•  I  nu  ic>  A.'/.,.  A,//,.  Ii,  v.,  et  d'un  arc  de  coin  lu-  */. ,  /  . 
(  ette  courbe  sera  une  parabole  égale  à  lit  première. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théo- 
rème facile  ilon  I   voici  I  énonce  : 

/.  tant  données  une  parabole  et  une  coi  det  si,  à  pai  - 
///  il  une  droite  arbitrairement  donnéet  <>n  porte  sur 
les  diamètres  de  fa  parabole  des  segments  égaux  aux 
portions  de  diamètre  interceptées  entre  la  parabole  et 
ta  corde,    h-  lieu  des   extrémités  des   sesments  ainsi 

a 

obtenus  est  mie  i><ti  ,i!><>l<-  égale  à  la  première. 

I .  i  ré»  iproque  du  i  héorème  est  \  ra  ic  : 

Etant  données  deux  paraboles  égales  et  à  axes 
parallèles,  si,  à  partir  de  l'une  d'elles  et  sur  les  dia- 


mètres,   on  porte  des    segments   égaux  aux  port 
interceptées  mr  t-e\  diamètres  entre  l'autre  parai 
et  une  droite  donnée,  le  lieu  des  extrémités  des 
ments  ainsi  obtenus  est  mu-  droite. 

Il  n'esl  pas  d  ailleurs  nécessaire  d'avoir  construit  les 
paraboles  de  la  figure  i  pour  construire  celles  de  la 
ligure  [.  Par  exemple  la  parabole  correspondant  au 
deuxième  essieu  sera  déterminée  par  la  direction  de  son 
axe  (perpendiculaire  sur  U3)  el  par  trois  points 
-/., .  7  ,  lels  que 

\-;-i—  <  '.<■_>.         h .,  y..,  - ■■  a  .  \   .         h  \   . 

Le  contour  VI  y.,m\  x3  B  formé  par  des  arcs  de  para- 
boles et  par  deux  droites  Va' ,  Va,  donne  les  moments 
fléchissants  maximums  eu  chaque  point.  Vinsi  en  M  le 
inouienl  maximum  a  pour  valeur  Mm  x  d.  <  )n  peul 
même  suivre  la  variation  du  moment  fléchissant  en  M: 
en  effet,  sou  quotient  par  la  distance  polaire  d  com- 
mence par  avoir  la  valeur  M///'  au  premier  instant  où 
le  convoi  est  entièrement  engagé  sur  la  poutre,  croit 
jusqu'à  la  valeur  M/n  qu  il  atteint  au  moment  du 
passage  du  deuxième  essieu  i  parce  que  ///  est  sur 
le  deuxième  are  de  parabole),  el  décroît  jusqu'à  li 
valeur  M///    qui  correspond  à   la  sortie  du  convoi. 

La  Ggure  \  donnera  sans  peine  le  moment  fléchissant 
le  plus  grand;  ici  il  correspond  au  point  I'  el  se  pro- 
duit au  moment  du  passage  du  deuxième  essieu. 

Théorème  de  '</.  l'entre.  —  Traçons  une  parabole 
quelconque  égale  a  toutes  les  paraboles  précédentes, 
par  exemple  celle  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  poutre  \!>.  et  soit  AU  la  corde  d'il) tel 
lion  de  cette  parabole  avec  les  verticales  des  appuis. 
Reportons  sur  cette  parabole  le  diagramme  mixlilign< 


7.  .  //  ,  //  ,  7     lit  J  .;  QUI    Sait,  'I   .i|il  c-    l.i   mi  I|U  <K|iic  ri  i<  H  h  SI     à 

li  paj  édenle,  qu'il  suffil   pour  cela  «!«•  poru  r  sur 

Jeux  diamètres,  à  partir  Je  i.i  nouvelle  parabole,  ses 

lu 


longueurs  a  A..  a.,  A.  respectivement  égales  au*  lon- 
gueurs de  même  nom  comprises  entre  AI»  et  la  parabole 
du  deuxième  essieu.  En  un  point  M  quelconque  de  la 
poutre    \l>.    le    momeul    fléchissant   sous   le  deuxième 


•"7 
essieu  sera   donné  [iv  le    produit   Mm    -    </,    qui   est 
égal  à  M///  x  d.  D'où  l'énoncé  : 

<SÏ  (/^/r  poutre  à  deux  appuis  simples,  portant  ou 
non  une  dkarge  permanente  uniforme,  est  parcourue 

pur  un  convoi  quelconque,  I"  ru  leur  </ue  prend  le 
moment  fléchissant  sous  un  essieu  déterminé,  pendant 
la  m  a  relie  du  train,  est  représentée  pat  les  ordonnées 
d'une  parabole  i  moi  k  imu  iî  TOUS  LES  i.ssiki  x,  ces 
ordonnées  étant  seulement  comptées  à  partir  de 
droites  différentes  pour  les  différents  essieux. 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  traité  de  M.  Maurice 
Lévy  (§  220  et  suiv.)  Ja  règle  très  pratique  et  très 
simple  que  ce  savant  géomètre  a  déduite  du  théorème 

de  M.  Ventre. 

Remarque.  —  Pour  simpliOer  notre  exposé,  nous 
n'axons  pas  parlé  de  la  charge  permanente  uniforme 
portée  par  la  poutre.  On  sait  que  les  moments  de  flexion 
qui   en   résultent   sont  représentés   par  les   ordonnées 

d'une  parabole  orientée  connue  les  précédentes,  et 
doivent  être  ajoutés  aux  moments  dont  nous  avons 
parlé.  H  est  facile  de  voir  que  cela  revient  à  remplacer 
les  paraboles  du  texte  par  d'autres  paraboles,  aussi 
toutes  égales  entre  elles,  mais  avec  un  paramètre  dillé- 
rent.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Comparaison  des  deux  méthodes.  —  La  méthode 
\  entre  n  exige  le  tracé  que  d'une  parabole.  La  méthode 
Leni.ni  exige  une  parabole  par  essieu;  mais,  comme 
toutes  ces  paraboles  sont  égales,  il  -> 1 1 1 1  i i  de  tailler  un 
gabarit  en  carton  sur  le  patron  de  l'une  d'elles  cl  de 
s'en  servir  pour  tracer  les  autres.  Pour  la  recherche  du 
moment  maximum  maximoruin.  la  méthode  Léman 
le  donne  immédiatement,  comme  le  montre  la  ligure  j  : 


ig 
cette  !'■<  In  ni  ir  <st  plus  délicate  ave<  la  méthode  Ventre. 
L  une  il  I  autre  méthodes  montrent  nue,  pour  les  points 
il.-  la  poutre  situés  entre  h\  el  //,.!>•  momenl  de  flexion 
maximum  n'est  sans  doute  pas  atteiul  pendant  que  le 
convoi  esl    entièremenl    i  sur    la    poutre;   aucun 

essieu  n  est,  en  effet,  passé  pendant  cette  période  mu 
lion  A,//,.  Mais,  tandis  que  !<•  diagramme  Ventre 
n  offre  aucune  indication,  le  diagramme  Léman  montre 

que,    pendant  cette  période,   le  m< -ni  de  tlexion   au 

point  N  .1  décru  constamment  <l<-  la  valeur  \  a'  d 
.1  li  valeur  \n  ■  d.  La  figure  5  présenterait  ici  l'as- 
pect suivant  : 

Pig. 

M 


1    est  donc  très  probablement  avant  < | u« ■  le  traiu  n<- 

ùt  entièremenl  engagé  sur  la  poutre  que  s  esl  produit 

le  momenl  maximum,  et   il  s'est  produit  à  l'instant  du 

du  troisièi issieu  au-dessus  'lu  point  N.  'mi 

sait  '|ii  .m  lieu  'l«'  faire  reculer  l<-  traiu,  "n  peut  avant  ei 
la  poutre  virtuellement  d'une  même  quantité  dans  !<• 
-in-  de  la  marche;  !<•  même- polygone  <l<^  forces  dans 
lequel  <»n  négligera   la   première  charge,  la  même  dis- 
tance polaire  et    la   plus  grande   partie  des  polygones 
funiculaires  déjà  dessinés  pourront  être  utilisés.  Nous 
n  insisterons  pas  sui  ce  cas  qui,  en  somme,  s<-  rencon- 
■  m  ent  îonnellemen  i  dans  la  pral  ique. 
IVIais  le  diagramme  Léman  présente  un  dernier  avan- 
En  effet,  si  l'on  envisage  les  sections  \  // ,  <>n  \  // 
<!<•  la  poutre,  le  diagramme  Ventre  fournil  pour  tous  le 


points  de  cette  section  un  moment  de  flex laximum. 

\n  contraire  le  diagramme  Léman  montre  nettement 
que  cette  conclusion  sérail  erronée.  Par  exemple,  au 
point  Q,  le  premier  diagramme  donne  comme  momenl 
de  flexion  Qû'  O'/  au  facteur  d  près;  le  deuxième 
montre  que  !<•  moment  commence  par  avoir  la  valeur 
Q^ X  d  et  décroît  constamment,  en  |>;is^;iiii  par  la 
valeur  Q 9  ■  d  jusqu'à  la  valeur  QnffX,  d.  Ici  encore  le 
moment  maximum  s  est  produit  avant  que  !<•  convoi  ne 
lui  entièremenl  engagé  sur  la  poutre.  Le  polygone  des 
moments  représenté  |  fig.  6)  aurait  ici  l'aspect  suivant  : 

Fie.  6. 


[F8a] 

MÉTHODE  PARTICULIÈRE   D'INTÉGRATION   IIE 

•      __ 

QUAND  *,  P,  Ti  ?'  SOM  RÉELLES  II  QUE     >,3>-.o 
APPLICATION  V  LA  GÉOMÉTRIE; 

Pau  M.  E.  M  \TI1Y. 


I.i  mme.  —  Développement  des  fractions '■ 

en  fonctions  entières  de  ~.  p,  p 


1  ).in-.  la  i  lui  h  ic  des  li  h  m  i  mus  elliptiques  <>u  déuMtuiru 

nue  les  Fractions  <l<'   la  Forme  peuveul  s'<\- 

primer  en  Fonctions  entières  du  ~.  p  el  p  "  .  Les  déve- 
loppements ne  -"ni  pas  Formés;  comme  ils  seront  uti- 
lisés dans  la  question  .1  résoudre,  je  me  propose  de  les 
1  echei  1  lui  jusqu'à  l'exposant    I. 

Min  il  abréger  les  annotations,  je  pose 

■  1  1      «  1  -  ;<  //  —  v  1  —  ■>  : 

La  Formule  <l  addition  donne  alors 

1                   1 
= —  ?(M»  v). 

|i  //         |n  ji  r  ' 

Imi  dé)  i\  .mi     <  1  par  rapport  à  i\  ou  ;i 

P  i  1 

7 rr  =  I-7T-o(  11,  v) j-9v{  11.  p  1. 

[pu         pii-         p*v  ' 

<  )n  en  conclu! 

1  1 

=  Z-r     :    u.  v  1 —  o'„{  „.  V  1. 

J)  - 1 

<  )n  procède  de  même  poui  I  exposaul   î  el  I  on  obtient 

1        =  (  -£— L__  )  «( m    (,) 

j  ipu  —  pv  t3        Xîp'v        i  j>s»/  ' 

'  '  '  -i      " 

I  ' 

-+-  -  .       u.  I    1 •-,.,  i/,n. 

■/  |  ■  •  I    '  a  J 1  ■ 

Les    valeurs   <l<-    ■;,''//.  i'i   el     p,    ".  >■     se    déduisent 
de     , 

//  |  ■         •    p     >    . 

Cas  particuliers.  —  Si  pi  _    1 

=  o 


loi    i 
et  1rs  Formules  sonl  en  défaut  :  mais  alors,  on  se  serl  de 

(e«—  «B)(«a-    ' 

— —  =  i)(  ii  -+-  toa  »  —  ea. 

Il    suffit  de    les   ('■léser  au   eané.    puis    au    eul>e.    el    «le 
remplacer 

P3  =   |>l       -+-    -       g\  V  —   (S'a 

pour  avoir  les  expressions  intégrables. 

Méthode  d  intégration.  —  Soit  à  calculer 

I  \  i  x  —  oc)  (x  —  '6  )  i  x  —  •;  >  •  x  —  3    dx 

avec 

*  >  P>  Y  >  8.  t 

En  posant  x  —  x  =  —  >  on  en  déduit 

IfJ                 i                  _  ,         dy 

a  —  x  =             (at     -a),  dx  =  -±-  , 

y  y- 
Y  _  x  =  j-  —  (a  —  y  I, 

[   o  —  ./•  = (a  —  S). 

Il  en  résulte 


/(a  —  x  )  (  Ji  —  ./•  M  y  —  •'"  )  (  5  —  .r  i  <-/./■ 


V(y-<-»)  (? L<-i>)  (?-<'-*>) ?  £ 


l.e  polynôme  sous  le  radical  est  du  troisième  degré; 


poui  l.iii  '   disparaître  !<•  terme  du  second  degré,  ou  lui 

iA 

I    il  nulle.  >i 


; '  v 

■l  —  y 

?  —      \ 

t  —  o 


l'expi  <  ssion  se  change  en 

,1: 

-?)(«—  i  '  ')-; —    — ri" 

IjiIiii .  si lienl 


"        el  -.  \ 


■le  (  c  iiin- 


I 


•  m  iiuiii  r.i  écrire 


i 


=  —  -v/(«  —  P 


(  ionsénuemuienl 


\     /  \ 


J 


I)  abord,  on  peut  i  enia ruiu  i  que  de 


«/ 


on  en  déduit  » 

Ç       y  -h, In 

\   J     pu  — j 

i 

En  outre,  de  ce  que 
6p*u       :- - 
=  6(pu       p«  >*-     i  •  r>     pu       : 

il  résulte  que 

•i  \pv  I 


i  p   u 


pu  —  pi 

O,              .        .                l       ,  '         ii    u  .lu  .  r 

il    peut   (loue    intégrer  -    /    — p;u    lr>   for- 

1  [pu  —  J)i-  i  '    ' 

mules  •     <  i      i 

i    r     p"u  du  « 

;.'  (p«  — p^)' 

= ;-    /  m(u,v)  il u 

■  '    ■ 

p  »  r      J    '  p  i  v  ,  '     ' 

-+-  (*-=— £ — ■ —^       I  o(u,v)du 

6p'*v  2f'«l       .  ' 

1    1'    i     /  '                  ,          >    P  l      /  ' 
/   -     u,v)du : -h—    ;   -,    u.v)du. 

1   P*V  J  6    1'      >    .  '      ' 

<  »i .  de  (i),  (5)  el  i  6   .  on  tire 

/     t(U,  V  )  du     =  l0£  —  2U  Li>, 

i     .  —  V) 

i     /   (p'„(u,  *>)  ûfu  =  £i  u  +  i  i  --  ;<  u  —  i  •  —  ,> ,•< 

•  I   ,  —   r  u ! 

J1" 

u,  v)  du  --  — 

p  " 


(pu- 


'  "  p  »'• 


I 

In  se  sen  ont  Je  (i  :    cl    i  i   .  "ii  a.  en  ^i  oupanl  les 

h  11111-. 
Ç        y     n  du 

1  1. * — i ! ,ii    ;.    i 

'  / 

pi  I    p  * V \  /        \<  n  | 

— haÇu       tupv 

I   ' i      y  i»  "  —  ]"' 

La  question  sera  complètement  résolue  si  I  on  exprime 

pi',  j> V,  p"v  et  i> "V  eu  fonction  de  z,  y.  y,  8. 

Or 

i6 


3  \  %       i        y       ■  •        a  —  S 
OU  obtient  ainsi 
i-  p'v  = 


V^(  a  —  p)(a  —  y)(a 


(a  —  p)  (o  —  y)  («       8 
En  outre,  "n  >ait  que 

:  ip  p'. 

Les  limites  d  intégration  sont  fournies  par 

i 


a  —  • 


pu- 

aux  valeurs  exl  rèmes  de  a  correspondent  celles  de  u. 

D'un  autre  côté,  de  |  i  *>    i  I    i  ~    <>n  conclut  que  v  <  ■  i 
purement  imaginaire  et  compris  entre  <>  et 

/    ilrur  <lr  I  intégrale  quand  les  (inities  ne  I  inté- 
crat ion  sonl    i        ■■  et  x  =  1».  —  Dana  ce  cas  ;   c  =  y 


,  l>  II  II       '■> 

pu       pv 


x  =  3  donne 


]  =  ,  pu  =  eu 

pu  —  pv 


M; 


us  alors 

(P'«)S.  =  o,     (c-*--V.     ('°b|^)>      -/,. 

Avec  ces  conditions,  la  formule  (i5)  devienl 
l> J  a  ilu 


Ç        p  -'  //  du 

i    |i"r     ,       /  8pe 


(20)     i         -         '        a)'-+-(-£ £__  )  (tj'h-  w'pp) 

>  p  -»•  p  %o       p  W 

p   V  p3V  3        p  T  p  -r 

Les  uotations  to'et  y,'  peuvent  être  remplacées  par  K 
et  E'  qui  ont  été  calculées  par  Legendre;  les  formules 
sont 

i     w'  K'  .     ,  / 

i  =  >  «1    =   I'-    /.«l—  «3- 


'•■(?-:- 


Cl—  ''.i 

Il  est  donc  possible  d'obtenir  la  valeur  précise  de 


..■    v    .    2   _    !j  |  ,   y.  —  •■  ,  ,  a  —  0  ) 


/  8  ne         p  2  »■  ,       .    ,        i-j'        \ 

p  -i-         >•     •      /  ■ 

I»/;.  rfe  Ma  thé  mat.,  \*  série,  t.  V.  (Juillet  iyo5.) 


\  iii  i<  \  i  i<>\     <.i  u\ii  i  i .  ,i  .1  i  .  /  <>l  mi  ir    ii  mm  m  il    a 

deux  cylindres  droits  n  A,/w>  circulaires  dont  l'un 
pénètre  Vautre,  quand  les  deux  aa  es  ><>>it  perpendi- 
culaires entre  <■</  i  . 

Soil  n  l.i  plus  courte  distance  des  deux  axes  <l<s 
cylindres.  <  >u  choisi)  comme  ;i\«'  «li-s  /  l'axe  <lu  cylindre 
pénétré,  el  comme  axe  des  \  la  plus  courte  dislance; 
celte  plus  courte  distance  rencontre  l'axe  des  /  en  0 
par  <)  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  ZOX 
c'est  I  .i\<'  des  ^  qui  devient  parallèle  à  I  axe  du  second 
cylindre. 

Cela  posé,  il  esl  facile  de  voir  que  les  équations  des 
d<u\  <-\ lindres  sont 

R  . 
•i  -2-   «./•  —  «  r  =  r*. 

I  m-  tranche  commune  aux  deux  cylindres,  parallèle 
i  /»  >^    el  d'épaisseur  <lv.  a  pour  volume 

rc  <lz  : 

I  '   \  olume  total  commun  sera 

\         ,    /   zy  <lr. 

(Ml 

\  j     /    \       I'.-  —  T*)\ri  -  (rt  —   T)'\  ,lr. 

Les  quatre  racines  <iu  polynôme  son!  réelles  :  dans 
le  cas  '!••  pénétrai  ion 

—  h.        ••        a  •■--/•.  i; 

dans  le  cis  d'arrachemeni 

l:  o  —  r),  .       I;.         j      .i       , 

On reconnail  que  les  limites  d'intégration  sonl  -•  .  i  p 
el  qu'il  faut  appliquer  la  formule 


(  3o7  ) 

[Mm] 
SUR  L'ÉQUATION  INTRINSÈQUE  l>i:s  LIGNES  QUI  IPPAR- 
TIENNENT  A  CERTAINES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION 
Il  m  SECOND  DEGRÉ; 

Par  M.  Henri  PICCIOLI,  à  Empoli. 


La  méthode  que  j'ai  exposée  clans  un  article  récent  (') 
et  qui  m'a  servi  pour  trouver  l'équation  intrinsèque  des 
lignes  qui  appartiennent  au  cylindre  de  révolution  peut 
s'étendre  à  d'autres  cas  que  je  crois  bien  de  faire  con- 
naître dans  celle  Note. 

Je  commence  par  écrire  les  deux  groupes  de  formules 


,1» 


(»)  '     -7"  = 


dk 

B 

777 

0 

—  i, 

d\i 

A 

•  ; 

~ds~ 

P 

-r 

dC 

15 

ds 

T' 

"777"  = 

m  , 

■+■  sin*8, 

il  1)1 .. 
ds 

m. 

m  3            0 

= h  COSUj  COSOj, 

dm  t 
~ds~  = 

—  rnvll,  COSOj 

dans  le  premier  desquels  A,  H,  C  représentent  les 
distances  des  plans  principaux  d'une  courbe  à  double 
courbure  £  à  un  poinl  fixe  II.  el  dans  le  deuxième  : 

mt=  M/,  cos6|  —  M*cos0/„ 

(')  Sur  l'équation  intrinsèque  des  lignes  du  cylindre di  révo- 
lution {NOUV.  A/m..  i>|o4). 


i,,S     | 

où  i,  h,  h  rst  une  combinaison  des  nombres  i.  t,  I  ei 
M  :•  '.  ente  le  moment  de  la  direction  principale  Àlime 
pai  rapport  à  une  droite  fixe  f  avec  laquelle  elle  forme 
l'angle  <)/,- 

Je  rappelle  enfin  que  les  expressions 

\        B       i       ei     M,       V]       M 

mt'Miii  ni    I*'   carré   de    la   distance   <l  un    point    de   la 
courbe  £  au  point  lî  el  à  la  droite  r  respectivement. 
(  !ela  posé,  soit 

l'équation  d'une  courbe  r  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires 0.r,  Oy  el  soil  P  un  des  points  où  elle  esi 
rencontrée  par  la  ligne  £  appartenant  à  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  Z  lorsqu'on  fait  tourner  sou 
plan  autour  d'une  de  ses  droites,  par  exemple  autour 
de  l'axe  <  >.*.  Posant  l-  3  -  r-'  '  l,  l'équation  de  Z 
poui  ii  s  éci  ire  sous  la  forme 

/- 

Nous   admettrons   que  de  cette  équation   on   puisse 
tirer 
i  ?»); 

alors,  ci ie  >.  représentant  la  distance  de  I*  à  1  axe 

de  i"!  ition,  <  si  mesuré  par  ^  M;  \\-  M  el  /  par 
^  \-  1,-  (.-,  nous  pourrons  substituer  à  l'équa- 
tion    i  I  i  autre  qui  I  m  équn  a  ni 


v  Mf  ■+-  M*  h-  M         -     v'       B 
\  uiî.i  la  relation  qui  lie  les  distances  <l  un  point  de      à  11 


D  ivre   nous  avoi  que   R    appar- 

ti<  ut 


et  /•;  d'ici,  eu  élevani  au  carré  et  différen liant  ensuite 

par    rappOfl    à    l'arc    S   de     £,    tenant    compte   des    lor- 

mules  (I)  el  { II),  on  troui era 

Les   cas   auxquels    nous  nous  bornerons  clans  cetie 
Note  s'obtiennent  en  supposant 

— '—— —  =«        (a  const.  réelle). 

Il  en  résulte 

.  ;  gp -,  l*  )  =  al*+  b        1 1>  consl 

D'ailleurs,  comme 

ut  |  =  —  a  \ , 

les  deux  premières  des  formules  (II)  nous  donneront 

/;<■•_>  =  —  «B  -t-  (i  —  a  )  p  -+-  p  cos20, 

do 

ni3  =  —  «C  -t-  T-V-  (  i  —  a  —  cos"-0;  )  —  3T  cosO.  cosO., 
as 

e[  la  troisième  nous  conduira  à  une  relation  du  type 

Aji  COS'-»! —  A.JJ  COS20o-r-  A33  COS203-r-  Ai2  COS  0,  CO*0o 

H-  À23  cos02  cosO;)^-  A i3  cosôj  cos 6a      A  =  o, 

où  les  A  sont  des  fonctions  connues  de  0,  T  et  </. 

Delà,  suivant  la  méthode  indiquée  dans  la  Note  pré- 
citée, nous  parviendrons  à  L'équation  intrinsèque W=o. 

Les  équations  (1)  et  (3)  nous  donneront 

(  i  )  ax-  -+-  (  a  —  1  \y-  -4-  l>  =  o 

pour  équation  de  la  section  méridienne.  Cette  combe 
étant  uni-  conique,  on  en  déduit  que,  pour  a  >  1 , 
l'équation  \Y  =  o  sera  l'équation  intrinsèque  des 
lignes  qui  appartiennent  a  ['ellipsoïde  allongé  :  h  doit 


i,0     | 

ri  1 1   oégatil  pour  la  réalité  delà  surface.  Pour  o^«<i, 
\\  i  l'équation  Intrinsèque  d'un  hyperboloïde 

ii  une  /i/ij>i>r  (b  >  o)  nu  à  ilrnx  nappes  i  / '  -     < 
bien    il  une    surface   conique  de   révolution  (b       o). 
Enfin,  on  obtiendra  I  équation  intrinsèque  de  V ellip- 
soïde (ij>lnti  pour  a<o  et  i>o  ('   , 

Lorsque  a  esl  Ponction  de  /-.  dans  W  <>  figurent 
les  quantités  \,  B,  <-;  l'équation  cherchée  résulterait, 
in  éliminanl  A,  H.  < ..  entre  cette  équation-c'i  et  le 
s\  stème  i  I  >. 


mifi.iouui'iiii. 


(lui   lis     n'.V.WI.VSK     |)l  nf'cssr     ;'|     l'Ecole     I  '•  >U  I  '<  Il  11  i  1 1  11  l' 

par  M .  (  i .  Humbert,  Membre  de  l'Institut.     -  Tome  H, 

i  \dl .  in-N  "rie  w  m-  [g  ;  pagt  -s.  Paris,  Gauthier- Villars, 
1904. 

Le  second  Volume  du  Cour»  d'  Inalyse  de  M.  <i.  Humberi 
n  pond,  mieux  que  nous  n'aurions  osé  le  prévoir,  aux  espé- 
rances que  nous  i\.iii  fait  concevoii  le  Tome  L  Nous)  retrou- 
vons les  qualités  de  simplicité,  de  clarté  al  de  méthode  qui 
caractérisaient  lepremiei  Volume.  La  lecture  de  ce)  Ouvi 
faite  à  titre  de  délassement  pendant  les  vacances,  ■<  été  poui 
nous  un  \  1  .ii  1  ■  _il. 

Le   Volui -1   < I i \ i-.-  en   trois    Parties  :  Compléments  du 

Calcul  intégral,  Ponctions  analytiques  et  elliptiques,  Équations 
difféi  entielles. 

Le   programme    de    l'enseignement    des    Mathématiqu 


(  '  )  N. .11  ~  nous  sommes  bornés  aua  cas  remarquables   Pour  • 
on  obtiendrai!  I<  cas  du  cylindre  de  révolution,  que  j'ai  déjà  étudié, 
rme  de  l'équation  1  i)  nous  montre  que  la  sphèn    esl  exclue 
de  no isîdéi  al 


M 

l'Ecole   Polytechnique  esi   partagé  <'n   deux  années  :  la  pr< 
tnière  où  l'on  apprend  le  Calcul  différent  iel,  l'autre  i  t  s<  rvée  au 

Calcul  intégral.  Cette  division  surani i  Factice  ne  doit  pas 

être  -.m-  gêner  quelque  peu  les  professeurs  de  l'Èi  oie  obliges 
de  se  plier  à  cette  règle  qui  devait  même  avoir  de  graves  in- 
convénients avant  qu'on  eût    sage ni   accru    le  programme 

de  l.i  classe  de  Mathématiques  spéciales  des  notions  essen- 
tielles sur  ces  matièi  es. 

Le  Cours  de  M.  Humbert  se  ressent  de  ces  entraves  dans 
son  ord ancement.  Il  avait  bien  été  obligé,  malgré  les  pro- 
grammes, de  parler  quelque  peu  du  Calcul  intégral  dans  le 
premier  Volume;  mais  il  n'avait  pu  le  faire  que  fort  disi  i 
ment  en  se  contentant  de  donner  des  définitions  approchées 
et  les  règles  fondamentales  «In  calcul  des  quadratures.  Il  re- 
vient donc  tout  d'abord  sur  ce  sujet  pour  préciser  les  notions 
analytiques  'l'aire  et  de  volume  pour  p. nier  des  intégrales 
multiples  et  des  intégrales  de  lignes  et  de  surfaces.  Le  Cha- 
pitre sur  !<■  changement  de  variables  dan-  une  intégrale  mul- 
tiple est  particulièrement  clairet  précis.  Évitant  toujours,  et 
avec  raison,  de  noyer  le  lecteur  dans  de  grandes  théories  ab- 
straites, il  expose  d'abord  le  problème,  par  voie  géométrique, 
sur  des  exemples  d'intégrales  doubles,  pour  ensuite  généra- 
liser le  procédé  par  voie  purement  analytique.  Cette  manière 
de  faire  qui  va  du  simple  au  compliqué  est  l>icn,  en  matière 
d'enseignement,  généralement  la  meilleure.  De  ce  que.  Mans 
quelques  cas  particuliers  la  théorie  générale,  à  cause  de  la 
symétrie  des  notations,  est  plus  simple  que  l'étude  d'un 
exemple,  certains  auteurs  ont  cru  devoir  généraliser  la  mé- 
thode qui  consiste  à  embrasser  toujours  une  question  dans 
toute  son  ampleur,  dès  le  premier  abord,  pour  n'en  déduire 
qu'ensuite,  à  titre  d'exercices,  l'examen  de  cas  simples  et 
d'usage  courant.  C'est  une  erreur,  et  il  faut  savoir  discerner. 
C'est  dan-  ce  choix  judicieux  que  se  manifeste  le  talent  d'un 
professeur,  ei  M.  Humbert  nous  prouve  qu'il  possède  ce 
talent  au   plus  haut  degré. 

Des  applications  intéressantes  du  '.aïeul  des  intégrales  mul- 
tiple- aux  aires,  volumes,  centres  de  gravité,  moment  d'ini 
courbes  tautochrones  et   étude  sommaire  des  fonctions  eulé- 
riennes  complètent  heureusement  la  première  Partie. 

La  théorie  générale  des  fonctions  analytiques,  telle  qu'elle 


.huit  ables    1 1  .in  aux    de    '  lauchj  .    \\  ei(  i  si  i 
Min...  Lefflei  et  tant  d'autres,  n<   parait  pas,  •■  première  vue, 
d'une  nécessité  absolu*    dana  un  Ouvrage  destiné  ■*  de  futurs 

ingén s.  M  i  -      omme  le   fait    remarquei    1  auleui    dana  -■* 

1  l'Ecole  Polytechnique  n'est   ni    une  école  '!<•  pure 

théorie,  ni  une  école  de  pure  application  On  doit)  donnei 
,iu\  élèves  une  instruction  ét<  ndue  ei  solide  »,  e(  il  se  rail 
peut  ôti  l  in  i.ii.  de  retrancher  de  l'enseignement  des 
théories  qui  tiennenl  aujourd'hui  uu<-  -i  grande  place  dana  la 
ioua  prétexte  qu'elles  ne  sont  pas  immédiatement 
utilisables  pai  les  praticiens.  v.m  on  d'ailleurs  m  eilea  n< 
serviront  pas  soua  peu?  Et  du  reste  l'exemple  dea  fonctions 
elliptiques,  qui  pourrait  nt   être  utilisées,    et   qu'on    ne  pi  ut 

étudiei    -.m-  ,iM>ir    quelque    peu    approfondi    la    il ie    des 

fonctions  d'une  variable  imaginaire,  vient  •>  point  corrobore) 

..il   assertion.  Non  seulement  nous  ap| ivona  M.  Eiumberl, 

mais  noua  irona  même  plua  loin  que  lui  dana  cette  voie;  el  si 
nous  osions  formuler  un  desideratum  .i  propoa  de  son  excel- 
lent  Ouvrage,  noua   émettrions  l<     regret    de   ne  paa   j    voii 

quelques    indicationa    plua    développéea    bui    la    thé i    dea 

Groupa  de  transformations.  Cette  théorie  est  actuellement 
d'une  telle  importance,  elle   s'infiltre  ■>  tel   point  dana  toutes 
les  parties  dea  Mathématiques,  qu'on  ne  s'explique  paa  poui 
quoi,  en  France   du  moins,  on   l'écarté  systématiquement   de 
tout  enseignement. 

P l'étude  des  f Lions   analytiques  l'auleui    adopte  le 

point  de  vue  de  Cauchy.  C'est  le  procédé  le  plus  bref,  le  plua 
clair  et  aussi  le  plus  complet  si  l'on  j  ajoute,  comme  c'est  le 
cas  ici,  dea  indicationa  sut  lea  théorèmes  de  Weierstrass  et  de 
Vlittag   Li  fflei  . 

M  Humbert  s'est  à  peu  près  borm  .i  l\  lude  des  inti  gral<  - 
de  fom  tiona  uniformes,  se  i  ont<  niant  de  notions  rapides,  mais 
suffisantes,  sui   le   cas  où   la  fonction    possède  des  pointa  de 

b bernent  du  i\\«-  de  celui  de  \  ï      ".  poui  a      a,  et,  pai 

suite,  il  n'a  paa  cru  devoii  s<    servii  dea  feuillets  de  Kiemann. 
évidemment    raisonnable.  Il    a  ainsi    préparé  le  terrain 
poui  une  •  tude  sommaire  des  fonctions  elliptiques. 
Jusqu  ici  on  noua  a  trop  souvent  habitué  ou  bien  •<  réduire 

la   plac<    lée    aux    fonctions   elliptiques,  dana   un   Irait 

.  lassiqui  .  .i  -i  | le  chose  que  !<•  le<  L<  ui  n'avait  aucune  idée 

nette  sur  la  question,  ou  bien  .i  noua  présente!  quelque  volu- 


mineuse  monographie  propre  .1  rebutei  les  plus  vaillants  pai 
ses  dimensions.  M.  Humberi  .1  réussi  .1  condenseï  fort  babile 
menl  en  quatre-vingts  pages   1  *  »  1 1 1  •  <•  qui  I  ^m   le 

sujet.  Poui  exposer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  on  suil 
d'ordinaire  deux  voies  :  l'une,  la  grande  \"i<'  royale,  qui  1  on- 
siste  1  construire  d'abord  les  fonctions  7.  .1  en  faire  une  étude 
magistrale  pour  passer  de  là  à  la  fonction  Ç  puis  à  la  fonc- 
tion i>":  l'autre,  <-n  quelque  sorte  historique,  <|ui  définit  de 
suite  pu  par  l'inversion  d'une  intégrale  de  première  espèce, 
mais  i|ui  se  heurte  rapidement  à  des  difficultés  telles  qu'on 
abandonne  le  plus  souvent  la  partie,  pour  laisse)  l'étudiant 
dans  l'ignorance.  L'auteur  en  a  choisi  une  troisième  fort  élé- 
gante et  d'une  remarquable  rapidité. 
Il  définil  d'abord  Z/<  par  nue  série  de  Mittag-Leffler,  après 

;i\oii   succinctement  établi  les  propriétés  générales  des  t - 

lions  doublement  périodiques  uniformes.  Cette  série  met  de 
suite  en  évidence  les  propriétés  essentielles  de  la  fonction  Z, 
i|ni,  d'ailleurs,  est  rationnellement  construite  comme  fonc- 
tion méromorphe  admettant  comme  pôles  les  points  périodes 

La  fonction  j>  u  est  alors  définie  par  l'égalité 
p  u  =  —  Ç  u 


et  ^  u  par 


i|ui  entraîne 


-?  a  —  //  /■*  " 


r  («"-=)* 


<fu 

=  LU. 

3"  Il 


Ainsi,  en  quarante  pages,  non-  apprenons  à  connaître  les 
principales  fonctions  elliptiques,  leurs  propriétés  essentielles, 
leurs  relations  fondamentales,  jusques  j  compris  1rs  for- 
mules d'addition.  Le  reste  n'est  qu'applications  et  calculs 
numériques,  car  judicieusement  l'auteur  .1  tenu  à  montrei 
comment  pratiquement  on  pourra  se  servir  de  ces  fonctions. 

La  dernière  partie  du  Volume  traite  des  équations  différen- 
tielles et  au\  dérivées  partielles.  Non-  \  trouvons  d'abord  les 
procédés  d'intégration  des  équations  différentielles  classiques 


■  In  premier  ordre.    ■  e  Chapitre  esl  actuellemenl   presque  '-ii 
entier  dans  le  programme  de  la  classe  de  Mathématiques  Bp< 
ciales,  aussi  les  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  pour- 
ront-ils \  puiser  .1  I 

Viennent  ensuite  les  cas  de  réduction  les  plus  courants 
d'équations  d'ordre  quelconque  el  des  indications  sommaires 
sur  les  systèmes  d'équations  différentielles. 

I       ■  ervé   deux    l"iiu-   Chapitres    aux   équations 

linéaires,  el  même  il  ;■  cru  devoii  e nsacrei  un  tout  entier 

.1  l'étude  ■  !<■  la  forme  analytique  de  leurs  intégi  des.  Était  ce 
l  •  ■  «  - 1  »  re    mi  simplement    util-  1   il  pas  eu   là 

quelque  entraînement,  quelque  suggestion  inspirée  par  les 
récents  el  superbes  travaux  sur  les  équations  différentielles 
.1  points  critiques  fixes?  Kn  revanche,  nous  nous  étonnons 
un  peu  de  ne  pas  trouver,  dans  une  étude  aussi  détaillée,  les 
indications  né<  essaires  pour  I  intégration  des  1  quations  dont 
les  coefficients  sont    linéaires  en  x.  On  s  aérai,  les 

•  i.  il  .-ut   peut-être   été    bon  de  le  faire  savoir  .1   de 
futurs  prat  iciens. 

Le  Volume  se  termine  par  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  el  de  quelques  types 
simples  1  lassiques  d'ordre  supérieur  au  premier. 

\"ii-  pensons  en  avoir  assez  •  1 1 r  pour  avoir  pu  montrer  tout 
l'intérêt  de  ce  beau  Court  d'  lualyte.  Il  eût  été  bien  regret- 
table que  M.  Humberl  ne  l'ait  pas  publié,  1  ar  il  rendra  1 
nemeni  de  grands  services  1  d'autres  qu'aux  jeunes  Polyte<  h 
nui. h-.  C'est,  pai  excellence,  l'Ouvrage  qui  convient  aux 
candidats  au  certificat  de  Calcul  différentiel  el  intégral  de 
ii"-  I  ;t.  ultés  des  S(  iences.  Ils  le  liront  sans  j >«- i u <•  .-t  \  trou- 
veront, -"H-  une  forme  toujours  simple  el  claire,  quoique  i"i  1 

rigoureuse  et  précise,  les  notions  dont  sten  droit  d'exigei 

l'eux  l  1  c laissance.  Carlo  Boi  bli  r. 


I.i     "\n  ni   1    L'iNTÊGRATIOH    i   i    Là  &ECHERCH1    DES  FOHC- 

rtONs  primitives,  professées  au  Collège  de  France  par 
VI.  Henri  Lebesgue,  Maître  de  Conférences  à  la  Faculté 
des  !  le  Rennes.        1  vol.  in  8  <l<-  \  11  1  18  pages. 

l' iris,  Gauthiei   \  illars,  190  1 . 

,-  nos   pères,    j'entends   par   là    les    mathématiciens    de 


• 

talent  qui  ont  construil  notre  Science,  attendaient  que  Ie9 
difficultés  se  présentassent  pour  les  rés Ire. 

aujourd'hui  H  <~i  une  jeune  gén<  ration  qui  court  au-devant 
des  écueils,  dédaigne  les  grandes  routes  claires,  celles  qui 
parfois  sont  les  voies  triomphales,  et  se  complaît  i  côtoyer  les 
précipices,  au  risque  d'avoir  le  vertige,  en  des  i  hemins  étroits 
et  broussailleux  où  l'on  a  grand'peine  .1  ne  pas  se  perdre. 

Autrefois  on  se  garait  des  fonctions  discontinues,  comme 
un  artiste  se  gare  des  difformités  .  aujourd'hui  on  les  recherche, 
<>n  construit  à  plaisir,  et  non  sans  peine,  des  monstres;  et, 
pour  peu  que  vous  les  %  poussiez,  nos  jeunes  cher<  heurs  vous 
prouveront  irréfutablement  que  la  fonction  continue,  au  moins 
dans  I  < •  1 1 1  -~  conceptions  sinon  dans  la  nature,  n'est  qu'un  acci- 
dent négligeable. 

Et  cependant,  quelque  doute  que  l'on  puisse  émettre  sur  la 
nécessité  ou  l'utilité  de  tels  travaux,  on  est  forcé  d'admirer 
l'ingéniosité,  la  profondeur  de  vues,  l'impeccable  logique  de 
ceux  qui  s'y  livrent  cl  v  réunissent  comme  M .  Il  fin  i  Lebesg 
Ils  rendent  service  à  la  Philosophie  de  notre  Science,  nous 
apprennent  à  nous  délier  de  nous-mêmes,  et  nous  incitent,  en 
non-  montrant  la  voie,  à  peser  scrupuleusement  nos  mots  et 
il"-  idées. 

Les  définitions  mathématiques, is  dit  M.  Lebesgue    p. 

appartiennent  à  deux  classes.  Les  unes  -"Ht  descriptives, 
c'est-à-dire  qu'on  \  ••nome  des  propriétés  caractéristiques  de 
l'être  qu'on  veut  définir;  les  autres  sont  constructives,  car  on 
\  énonce  quelles  opérations  il  faut  faire  pour  obtenir  l'être 
que  l'on  veut  définir. 

La  définition  de  la  fonction  primitive  est  descriptive  puisque 
cette  fonction  est  définie  par  la  propriété  d'avoir  une  fonction 
doi ■/  '•  pour  dérivée;  au  contraire  la  définition  <\>-  l'inté- 
grale indéfinie,  d'après  Riemann,  par  la  limite  de  la  somme 


k 


N^  /..,-,-,  0, 


quand-le  maximum  des  intervalles  partiels  0,  tend  vers  zéro, 
est  évidemment  constructive. 

Ces  deux  définitions,  <\<-  nature  différente,  et  plus  généra- 
lement toutes  celtes  qu'on  a  pu  donner  de  la  fonction  primi- 
tive ou  de  l'intégrale  indéfinie  sont-elles  d'accord?  Telle 


Ii6 

l.i  questi [ue  le  pose  M,  I  •  bcsgue,  qu'il  s'est  posée  dans  - 1 

thèse,  qu'il  .1  résolut  1  1  doni  il  ■>  enseigné  les  r<  sullats  en  un 
.  ..m  -  de  \  m  -1  leçons  pendant  l'hivei  1902-1903  au  Collège  de 
l  rance. 

Lorsqu'il  s'agit   de  fonctions  continues  tout  marche  ■>  sou 
hait;   c'est    lorsqu'il   \    a   des  discontinuités   que  la   cho 
complique 

S    1  .--i   11  iit-  fonction  primitive  d<    f    1     1  supposé)   con- 

tinue 1  I  intégrale  d<  finie  1  -1 

m  /  : 

li  déjà,  | 1   que  cette  définition  simple  ail   un  sens,  faut-il 

.  tablir  l'existence  de  la  primitivi  fait  au  moy<  a 

il  une  aire  et  cela  conduit  Caucbj  à  préi  iser  la  notion  d'aire 
comme  limite  d'une  somme  de  rectangles  infiniment  petits. 
L'intégrale  étant  définie  lorsque  y  1  est  continue,  -1  ./■  =  </ 
est  une  discontinuité  de  /<  r  1,  Caui  1  » \  1  onsidére 


-/< 
=    /  /'   /     da    ■     I        f   1  •  da 


et  fait  tendre  A  et   /.    vers   zéro,  simultanément  et   indépen- 

damment.  Si  S  a  une  limite,  ce  sera  l'intégrale    /      /    v)dx. 

•  3. 
Dirichlel  étend  le  procédé  de  Cauch)  au  cas  où  les  discon- 
tinuités de  y  x)  forment    un  ensemble  e  dont  le  dérivé  t   ne 
cont  ient  qu'un  nombre  fini  de  point  s. 

M.  I  .  b  !Sgu<    re<  hen  he  quels  sont  tout  les  1  as  où  le  pi I< 

de  Cauch)  est  applicable  et  arrive  à  la  conclusion  qu'il  faut  et 
il  suffit   que  l'ensemble  des  points  de  discontinuité  de 
-nii  réductible,  en  supposant  l'existence  >\<-    I     1     vérifiant 
iui  les  inlei  <  ailes  de  continuité. 

1  la  définit  ion  de  l'intégrale  de  toute 
interprétation  géométrique,  prend  comme  définition  précisé- 
ment 1  elle  que  Cau<  l<\  emploie  pour  I  aire.  D'après  lui  on  .1 
aloi  s. 


/      /'   1    dx      lim   2 


"7 
ii  Paul  du  Bois-Reymond  montre  que,  pour  que  le  second 
membre  ail  une  1  i ■  ■  i ■  t •  -  pour  une  fonction  bornée,  il  faut  el  il 
suffil  que  les  points  de  discontinuité  de  /  i  forment  un 
ipe  intégrable,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  points  pou- 
vant être  i  nfei  mes  dans  un  d bre  fini  de  segments  dont   la 

somme  des  longueurs  est  aussi  petite  que  l'on  veut,  ensemble 
de  mesure  nulle. 

C'est  là  une  condition  plu-;  large  que  la  précédente. 

Cette  définition  purement  analytique  de  l'intégrale  définie 
peul  d'ailleurs,   d'après  M.  Jordan,   être  présentée  sous  une 
forme  géométrique.  Il  faut  alors  reprendre  une  à  une  les  no 
lions  de  courbe  et  d'aire. 

Une  courbe  est  définie  par  les  égalités 

où  l'on  fait  \ arier  t  île  /„  à  t\. 

Elle  est  fermée  si,  pour  /,,  el  t,,  x  et  y  reprennent  les 
meniez  valeurs.  Pour  un  esprit  —ïiii|>Iî--i«-  la  notion  d'aire 
limitée  par  une  telle  courbe  est  intuitive;  mais,  bêlas!  les 
choses  ne  sont  pas  toujours  aussi  simples  que  l'aire  d'un 
cercle  ou  d'une  ellipse,  lorsqu'on  s'égare  dans  la  forêt  des 
fonctions  biscornues.  On  a  découvert  des  courbes  qui  couvrent 
toute  une  région  du  plan;  telle  est  la  courbe  de  Péano  qui, 
lorsque  /  varie,  passe  par  tous  les  points  de  la  surface  d'un 
carre!  Qu'est-ce  alors  que  l'aire  limitéi'  par  une  telle  courbe? 

.M.  Jordan,  ayant  défini  {'intérieur  de  la  courbe,  partage  le 
plan  en  petits  carrés;  il  considère  d'une  part  la  somme  de 
tous  ceux  dont  tous  les  points  sont  intérieurs  à  la  courbe  et 
d'autre  part  la  somme  de  ceux  dont  quelques  points  au  moins 
sont  intérieur-  à  la  courbe.  Ces  deux  sommes  ont  des  I i m i t .  s_ 
lorsque  les  petits  carré»  tendent  vers  zéro,  qui  smit  ce  qu'il 
appelle  les  étendues  intérieure  et  extérieure  de  la  courbe. 

La  courbe  a  alors  une  aire  si  ces  deux  étendues  sont  égales; 
et.    tout   bien    pesé,    on    retrouve   exactement   l'intégrale 
EUemann. 

La  recherche  de  la  fonction  primitive  suivant  la  définition 
descriptive  parait  maintenant  également  résolue.  Si  l'on 
considère  en  effet  l'intégrale  indéfinie  de  la  fonction  bornée 


ii8 
intégrabl 
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est  arbitraire.  On  a  une  fonction  continue  gui  admet  f[  r  | 
pour  dérivée  en  tous  les  /><>i/its  oùj  ontinue. 

Mais  que  se  passe-t-il  aux  discontinuités  de  f(x)1  La  diffi 
culte  esi  toujours  la  même  et,  si  l'on  voulait  trouver  une  fonc 
lion  |>!  iiuii i\ <•  * I « •  /'(  ./•  i  qui  aurait  pour  dérivée  /(x)  poui 
toutes  les  valeurs  de  x,  i<-  problème  n'aurai)  généralement 
aucune  solution.  En  effet,  pour  une  valeur  x$  de  discontinuité, 
les   trois   nombres   (supp   ses    existei      f(a        •■  .  J    r<>-*-o) 

,,      ,'v'        ''        ' 
ne  -"in  pas  tous  trois  égaux.  Or,  — ! -. < 

d'après  If  théoré le  la  moyenne,  aura  |><>m  limite 

mu_/"<  i ,,      o)  suivani  que  A  tend  vers  zéro  pai   valeurs   a 
tives  mi  positives,  el  -.1  limite  ne  sera   pas  fi  '■„  1.  comme  on 
le  désirei  ait. 

Lorsqu'un  problème  n'a  pas,  en  général,  de  solution,  le 
mathématicien  d'ordinaire  le  transforme  de  façon  qu'il  en 
ail   une. 

< le  qui  précède  montre  que  F(x  la,  pour  a  -    1     •  n  quelque 
sorte  deux  dérivées,  l'une  .1  gauche,   l'autre  à  droite,   respei 
tivemeni   égales   aux  deua    valeurs,    ■>    gauche   el    •>    droite, 
de   !■  '    . 

Plus  généralement,  -1  l'on  considère  un  point  de  disconti- 
nuité .'•,,  d'une  fonction  bornée  f[  x  1,  soienl  M  et  m  lés  limites 
supérieure  el  inférieure  >\<-  f(x)  dans  l'intervalle  .'•„ — 1.  ./,,. 
I.  rsque  tend  vers  zéro  M  el  /"  ont  respectivement  des 
limites  M.  el  m»  qui  sonl  les  limites  tupérieure  et  infé- 
rieure  <<  fauche  de  1  •  pour  x  =  ./■.,.  On  définit  de  même 
les  limites  tupi  rieure  et  inférieur  </  <li>nt<    M,/  et  /n,/. 

Soit  alors  I'    r  1  une  fonction  a  variation  bornée.  I .-  rapport 

:            h        1  '    .• 
,,/,,- 

est  une  fon<  lion  bornée  1  1  ses  quatre  limites  poui  A       0  sonl 
les  quatre  nombres  dit  \ ./.  inférieui  el  supé- 

1  ieui .  ■!  gauche  el  à  droite,  de  F    r)  pout 

Le  problème  'I'-  la  recherche  de  la   fonction  primitive  peut 
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alors  se  généraliser  en  considérant   la  fonction  con dél<  i 

minée  |>ar  un  de  ses  nombres  dérivés. 

Kl  tout  compte  fait  on  parvient  à  la  conclusion  que  /<"/// 
qu'une  fonction  intégrable  (sens  de  Eliemann)  soit  une  fonc- 
tion dérivée  (c'est-à-dire  ^>ii  en  tous  ses  points  la  dérivée 
d'une  autre  i  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  <iit  en  tout  point  une 
valeur  moyenne  déterminée  et  qu'elle  soit  partout  <  -<//< 
à  sa  valeur  moyenne. 

I  i  valeur  moyenne  |><>ur  x  =  x0  est  la  limite  de  l'intégrale 


>  «—il 


quand  /.  ei  h  tendent  vers  zéro. 

Il  reste  cependant  à  voir  -i  l'on  peut  étudier  les  fonctions 
dérivées  sans  passer  par  L'intégrale  de  Eliemann. 

Or.  M.  Lebesgue  nous  montre  d'abord  qu'on  peut  démon trei 
directement  que  toute  fonction  continue  est  une  fonction 
dérivée;  puis,  une  série  uniformément  convergente  de  fonc- 
tions dérivées  est  encore  une  fonction  dérivée. 

Il  n'en  résulte  cependant  pas  que  pratiquement  on  ait  ainsi 
construit  toutes  les  fonctions  dérivées. 

Le  fait  fondament.il.  dû  à  M.  Voltera,  est  qu'il  existe  des 
fonctions  dérivées  non  inté  §  râbles  au  sens  de  Riemann. 

Il  en  résulte  que  l'intégrale  définie,  comme  l'ont  fait  <  iaucbj  . 
Duhamel  et  Serret,  en  partant  de  la  fonction  primitive,  peut 
exister  -ans  que  L'intégrale  de  Riemann  existe  et  inversement. 
Il  y  a  désaccord. 

Pour  arriver  à  le  l'aire  disparaître,  M.  Lebesgue  substitue  à 
l,i  définition  constructive  de  l'intégrale  définie  de  Eliemann  la 
définit  i lescripl  ive  suivante  : 

Vous  nous  proposons  d'attacher  à  toute  fonction  borné* 

/'(  ./•  i.  ilé finie  </<ms  un   intervalle   fini  (<z,  b),  un  nombr* 

fini   /     f(x)dxy   que  nous  appelons  l  intégrale   de 
tlons  (a,  6)  et  qui  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 
i°  Quels  que  soient  a,  6,  //.  on   a 

.h  .!.  +  h 

I        f{x)dx  I  fi    r  -   h)dT. 


•    Quels  g ue soient  </.  I<.  <-.  "//  " 

!>,,/,        j     /  ./•  i  </./■       I     /'<  x  \  dm 

■  . 

■ 
/     [/(  x  n-ç(a?)]  da        j  / 

S      '"//  '/ y'    <»  et  l>  '.  •  ".  on  a  aussi 

i  ,  dx    <•■ 


> 


i  x  dx  =  i . 


/ 

ci 


6  Si  j  i  tend  en  croissant  >-,  rs  f  r  i,  l'intégrale 
>/<■  /„  i  x  •  tend  vers  celle  de  J I  a:  i. 

Il  est  clair  que  toute  fonction  f(x)  intégrable  au  sens  de 
Riemann  esl  intégrable  au  sens  aouveau  el  l'auteur  démontre 
que  l'intégrale  de  Riemann  esl  la  seule  solution  du  problème 
ainsi  posé.  Mais  il  j  ..  plus,  el  nous  apprenons  que  les  fonc- 
tions de  Riemann  ne  sonl  pas  les  seules  qui  admettent  une 
int<  grale  au  nouveau  sens.  Ce  sonl  i  es  fonctions  que  M.  Le- 
•  •  . 1 1  •  |  p •  - 1 1  •  -  sommables. 

Toute  fonction  dérivée  bornée  est  sommable  et  tes  inté- 
grales indéfinies  s<>nt  les  fonctions  primitives. 

Ainsi  disparaît  en  partie  le  désaccord.  Il  ne  ili-|>;n;iii  pas 
complètement,  cai  il  reste  toujours  des  fonctions  sommables 

bornées  qui   ne  sont   pas  <l<~  dérivées  el   il  \   b  des  I tions 

non  bornées  qui    ne   *"nt   pas  sommables  el   pour  lesquelles 
cependant   le  procédé  'l>-  Gauchy-Dirichlel  fournil   une  inté 
gi  aie  - 1 1 1  sens  de  •  îauchj  . 

Cette  rapide   analyse   <\<-  l'intéressant   Ouvrage   de  ML  Le- 

besgue  suffira,  je  I  espère,  | donner  une  idée  des  problèmes 

subtils  que  l'auteui  .i  étudiés,  de  ceux  qu'il  s'esl  posés  el  des 
i --ijlr.it—  qu  il  .i  obtenus. 

Il  s'esl  volontairement  limité  aux  fonctions  réelles  de  va- 
riables réelles  el,  le  plus  souvent,  les  a   supposées  born  es. 


(  3ai   ) 

Il  est  probable  que  la  question,  déjà  fori  difficile  dans 
domaine  restreint,  sérail  d'un  abord  encore  plus  ardu  dans  le 
cas  d<-   variables  complexes  où   forcément    interviendrait    le 
chemin  d'intégration. 

Je  doute  que,  dans  ce  cas,  les  si*  conditions  pos<  -  -  en  défi- 
nition par  M.  Lebesgue,  même  modifiées,  suffisent  poui  carac- 
tériser l'intégration.  Ainsi,  des  conditions  i  I)  el  (6  on  déduit 
sin^  peine  l'égalité  absolument  nécessaire 


f   kf'a    dx    -k  f  f(x)dx, 


où  A~  est  une  constante  réelle.  Je  ne  vois  pas  que  ces  condi- 
tions puissent  suffire  à  l'établir  dans  le  cas  de  k  imaginaire. 
Jadis,  dans  des  recherches  -ur  des  transformations  additives 
vérifiant  1rs  conditions  (3)  et  (6),  je  me  suis  heurté  à  cette 
difficulté  el  n'ai  pu  la  vaincre  qu'en  astreignant  la  fonction 
transformée  à  être  régulière. 

Il  est  vrai  qu'ici  on  pourra  tourner  la  difficulté  en  rame- 
nant le  cas  de  la  variable  imaginaire  à  celui  de  la  variable 
réelle,  par  une  définition. 

Quoi  qu'il  en  soit  l'Ouvrage  de  M.  Lebesgue  est  de  ceux  que 
les  professeurs  doivent  lire  et  méditer.  Il  leur  fera  faire  ce 
travail  de  derrière  la  tête  que  jadis  M.  Vacquant  me  con- 
seillait «le  faire  pour  moi-même,  dans  l'intérêt  de  mon  ensei- 
gnement, mais  qu'il  me  conseillait  aussi  de  conserver  par  devers 
moi,  pour  ne  présenter  aux  élèves  que  des  idées  simples  et 
facilement  assimilables. 

Je  doute,  d'ailleurs,  que  M.  Lebesgue  ait  écrit  son  Livre 
pour  «les  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  ou  même  pour 
les  candidats  à  la  Licence.  Carlo  Bolrlet. 


Cours  de  Géométrie  lnali  [-iqi  i  à  L'usage  des  can- 
didats à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures;  par 
MM.  A.  Tresse  et  _/.  Thjbaut.  —  i  vol.  in-8°  de 
[11-54*9  pages.  Paris,  Armand  Colin,   1904. 

I.  École  centrale  des  krts  et  Manufactures  a  été  la  première 
à  modifier  son  programme  d'admission  dan-  le  sens  largi  et 
pratique  dans  lequel  est  conçu  le  nouveau  programme  de  la 

Ann.  de  ifathémat.,  \-  série,  t.  V.  (Juillet  1  .  '.  1 
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classe  de   Mathématiques  spéciales  élal ;,  il  v  •<  un  in,  par 

une  G nission  interministérielle.  L'Ouvi  ige  de  MM.  Tresse 

ei    rhybaul   corres| I  admirablement  .1  cet  esprit   iveau. 

1 1    1  luei  les  difficultés,  élaguei  les  disi  tissions  purement  foi 
melles,  multiplier  les  exemples  numériques,  éviter  la  multi- 
plicité des  méthodes  |>"ur  un  même  sujet,  telles  ^<>m  les  .| u .1  - 
lités  fondamentales  de  ce  Ln  re. 

Les  deux  géométries  (à  deux  et  trois  dimensions)  sont  rédi 
-m  le  même  plan.  Il  nous  suffira  donc  d'examiner  rapi- 
dement l.i  premièi e. 

Dans  les  /  r<  liminaires  nous  signalerons  tout  spécialement 
I  principe  d'homog  a  t<  >-i  la  construction  d'expressions 
ilg  mi  jues  régularisée  1  1  codifiée  pai  une  règle  générale  dite 
de  réduction.  Il  est  .1  remarquer,  et  l'on  pourra  s'en  rendre 
compte  -m  maints  exemples,  '|u<-  l'application  de  cette  règle 
conduit  le  plus  souvent  aux  constructions  graphiques  les  plus 
simples  et  que  beaucoup  de  constructions  soi  disant  timpli~ 
fiées  ne  le  sont  qu'au  point  de  vue  «lu  langage  et  pas  «In  tout 
.m  point  de  vue  graphique,  qu'on  ne  <!•  >i  1  jamais  perdre  de 
\  ue,  en  pai  eil  1  as. 

V I •  1 1 •«  l'étude  de  la  droite  et  du  cercle,  vient  immédiatement 

celle  des  c bes  planes  faite  pai  ordre  de  difficulté  croissante. 

1  'u  étudie  d'abord  les  c 'bes  dont  les  équations  sont  résolues 

en  ./  et  )  .  puis  celles  où  x  et  y  sont  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  '.  |>"m    n'abordei   qu'en  derniei  lieu,  et  avec 

tempérament,  les   rbes  données  par  une  équation  de  la 

forme 

La    ili>'-"ii'-  des    asymptotes   est,    en   particulier,   présentée 
d'une  1. 1  i"i  1  simple,  claire  et  1  apide. 

Le  Livre  H  •  -1  réservi  à  l'étude  des  coniques  sui  leurs  équa- 
tions réduites,  pré<  1  dant  ainsi  le  Livre  \   réservé  .1  l'étude  des 

courbes    du    se» I   ordre     sui    leut    équation   générale 

arrangement    est    très   rationnel    et    |  il   va   du 

simple  au  compliqué  et  facilite  aux  élèves  la  compréhension 
des  théorèmes  généraux,  puisqu'ils  1  onnaissent  les  objets  par- 
ticuliei  -  ■'  u  quels  il-  s'appliquent . 

1   -  irtout  dans  l'étude  des  quadriques  que  cet  an 
ment  est  ble. 

fous  ■    ux  qui,  en  effet,  ont  jadis  ens  sui- 


\;nii  L'ancienne  coutume,  savent  avec  quelle  peine  les  élèves 
de  première  année  s'assimilaient  les  théories  g<  nérales  sur  les 

centres,  diamètres,  axes,  etc.,  qui  s'appliquaient  en  s me  à 

des  surfaces  ■  ) 1 1 " î I  —  ne  connaissaient  pas,  dont  il-  ignoraient  la 
forme  géométrique  et  les  propriétés  essentielles. 

Sagement  les  auteurs  ont  glissé  sur  les  longues  discussions, 
-.m-  portée,  sur  des  équations  gi  nérales;  et  dans  les  surfai  es 
du  second  ordre  ils  se  sont  contentés  d'indiquer  lu  possibiliu 
de  la  réduction  des  équations  en  av-  rectangulaire-  -;m- 
méme  rechercher  comment  on  trouverait  les  changements  de 
coordonnées  qui  l'effectueraient.  C'est  bien  suffisant. 

Les  auteurs  ont   même,  par  un  artifice  fort   élégant,  < '•  n  î  t . 

d'avoir  à  démontrer  que  l'équatii a  S  a  toutes  ses  racines 

réelles,  car  il  leur  suffit  qu'il  y  en  ail  une,  non  nulle.  II  est 
d'ailleurs  à  remarquer  que,  de  leur  méthode  même,  résulte 
cette  réalité. 

L'Ouvrage,  excellent  à  tous  points  de  vue,  n'est  malheureu- 
sement pas  assez  complet  pour  les  candidats  aux  Écoles  Poly- 
technique et  Normale. 

Il  serait  facile,  dans  un  appendice  ou  par  quelques  Notes, 
de  le  compléter,  et  nous  le  désirons  vivement,  car  nos  élèves 
n'oni  actuellement  aucun  Livre  rédigé  dan-  l'esprit  de  leur 
programme;   et  celui-ci   s'y  conforme    d'une    façon    parfaite. 

<;.  B. 

Ma.tema.tika  terminaro  kaj  krestomatio ;  par 
M.  Raoul  Bricavd.  —  i  vol.  petit  in-8°  de  5g  pages. 
Paris,  Hacbette  et  G,e,  190").  Prix  :  o'',-.>. 

Les  progrès  incessants  de  la  langue  auxiliaire  Espéranto 
sont  -i  rapides,  que  le  jour  où  les  savants  l'adopteront  exclu- 
sivement  pour  la  publication  des  grands  travaux  d'un  intérêt 
universel  <■-(  tir-  proche.  D'ailleurs  l'existence  <■'  le  succès  de 
VInternacia  Scienca  Revuo,  revue  mensuelle  scientifique, 
rédigée  tout  entière  en  Espéranto  ■•(  ir.iiiant  des  sujets  les 
plus  divers,  prouve,  par  le  fait,  l'indiscutable  appropriation  <\<- 
cet  idiome  m  facile  aux  besoins  i\<-  la  Science.  \  vrai  dire,  la 
terminologie  scientifique  en  Espéranto  n'est  pas  encore  ii\<  e 
mai-  cette  terminologie  est,  coi e  "ii  -ait,  déjà  par  elle- 
même  si  internationale  que  les  auteurs  de  la  Scienca  R 
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mit  pu,  -.ni-  craindre  d'être  incompris,  employer  des  milliers 
de  termes  techniques  puisés  dans  ce  fonds  commun  et  qu'ils 
proposent  ainsi  en  attendant  qu  une  autorité  compétente  les 
sanctionne  définitivement. 

Malgré  tout,  poui  évitei  les  li  g<  res  divergences,  il  \  .1  inte 
rêt  .i  ce  que  cette  terminologie  devienne  rapidement  stable,  et 
■  .-1   dans         but   que   M.  li.   Bricard  a  rédigé  son   petit  Ou 
vrage  <\  il  contient    tous  les  termes  principaux   1  n  usage  dans 
les  Mathématiques, 

Il  n'impost  pas  au  lecteur  les  termes  qu'il  emploie,  il  se 
contente  de  les  proposer;  mais  leur  choix  est  si  judicieux 
que,  sans  nul  doute,  sa  terminologie,  à  quelques  détails  près, 
sera  définitivement  adoptée,  En  tous  cas,  il  est  certain  que, 
dès  maintenant,  les  mathématiciens  espérantistes  l'emploie- 
ront .1  I  exclusion  de  toute  autre,  et  ainsi,  bon  un-  mal  gr<  .  elle 
fei  .1  loi. 

Tous  ceux  qui  "Ht  quelque  peu  étudié  la  question  d'une 
langue  artificielle  et   <>nt  pratiqué  l'Espéranto  savent  combien 

il  est  dangereux  et  téméraire  de  vouloii  1  réei  un  dicti aire 

technique  de  toutes  pièces,  mol  par  mot,  en  dehors  de  tout 
essai  pratique,  de  tout  emploi  eflectii  dans  un  texte  suivi. 

Les  mots  ;mi»i  <■  1 1  < > i ~ i -  risquent  fort  de  ne  pas  cadrei  avec 
l'esprit  de  la  langue,  de  se  contrecarre!  les  uns  les  autn  -  et 
surtout,  ce  qui  serait  très  grave  pour  une  langue  aussi  souple 
que  I  Espéranto,  de  m-  pas  se  prétei  aux  nombreuses  et  utiles 
•  I ••  1  i \ ai i>. n-  qu'autorise  la  langue. 

C'est  pour  éviter  cet  écueil  qu'au  lieu  de  poursuivre,  comme 
M.    rloffbauer   l'avait    tenté,  d'ailleurs   avec   succès,  dans   les 
suppléments  de  ce  journal,  la  publication  d'un  dielionn 
M.   l;.   Bricard  a  élaboré  une  sorte  de  Chrestomathie  mathé- 
matique  composée  de  définitions,    d'exemples   el    d'en ses. 

rédigée  tout  entière  en  Espéranto  et  où  le  contexte  explique 
les  termes  nouveaux.  \in-i  l'on  \"ii  les  mots  en  place,  on 
juge  de  leui  degré  d'appropriation  ;i  la  langue,  de  leui 
souplesse  et   de  la  commodité  de  leur  emploi. 

Bien  plus,  notre  langage  mathématique  se  compose  non 
seulement  de  termes,  mais  encore  d'expressions  coulumiéres, 
de  tournures  sacrées  qui  ainsi  sont  rendues  dans  cet  Ou- 
vrage qui  -    termine  par  quelques  textes   -ui\i>  bien  1  lioisis. 

Le  travail  était  moins  facile  qu'on  ne  pourrait  le  1  roire  au 
premiet  abord. 
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Il  fallait,  en  premier  lieu,  extraire  de  la  langue  vulgaire 
tous  les  termes  utilisables,  en  fixer  le  sens  au  poini  de  vue 
scientifique,  et  en  choisir  la  forme  pour  une  utilisation  t . « ■  î I ■  ■  . 

Il  fallait  ensuite,  non  pas  créer,  n i ;i i ~  choisir  dans  la  termi- 
nologie des  langues  européennes,  suivanl  l'internationalité 
acquise,  1rs  termes  nouveaux  indispensables  soil  poui  dési- 
gner des  objets  qui  ne  figurenl  pas  dan-  les  dictionnaires  cou- 
rants, soit  pour  éviter  les  doubles  sens,  inacceptables  dans  une 
langue  scientifique  et  logique. 

Il  fallait  même  aller  plu-  loin  :  toutes  nos  terminologies 
scientifiques  se  sont  créées  peu  à  peu,  un  peu  au  basard,  d'une 
façon  souvent  irrationnelle.  Or,  ayant  à  donner  une  termi- 
nologie nouvelle  dans  une  langue  logique,  on  devait  néces- 
sairement essayer  d'j  introduire  plus  de  régularité  et  de  raison 
qu'il  n'y  en  a  dans  les  nôtre-. 

Dans  cet  ordre  d'idées  le  mieux  eût  donc  été  de  faire 
presque  table  rase  de  ce  qui  existe  et  <!<■  créer,  de  toutes 
pi  !(  es,  une  belle  terminologie  logique  et  philosophique,  con- 
forme à  la  Science  qu'elle  énonce. 

Mais  le  mieux  esl  souvent  l'ennemi  du  bien,  et,  à  Imule- 
verser  ainsi  toutes  nos  babitudes,  on  perdrait  en  internationa- 
lité, en  compréhension  immédiate,  ce  que  l'on  gagnerait  en 
régularité  et  en  logique. 

Voici,  par  exemple,  le  moi  déterminant  qui  est  absolument 
international  et  qui  cependant  n'a  rien  de  raisonnable,  puis— 
qif'un  déterminant  ne  détermine  rien.  Le  remplacera-t-on  par 
un  terme  nouveau  dont  on  imposera  la  connaissance  aux 
mathématiciens,  lorsque  tous  comprendront,  sans  plus  d'ex 
plications,  le  mot  espéranto  déterminante?  !<■  principe  de 
l'internationalité  et  de  la  compréhension  immédiate  oblige  à 
conserver  le  mot  de  ter  minant  o,  malgré  qu'il  ait  l'air  d'un 
dérivé-participe  du  verbe  determini. 

\in-i  l'auteur,  sans  cesse  ballotté  entre  deux  principes,  a  dû 
bien  souvent  faire  des  sacrifices  à  nos  habitudes  acquises.  Il  a, 
le  plus  souvent,  presque  toujours,  donne  !<■  pas  au  terme  inter- 
national, et  il  a  eu  raison 

Cependant,  grâce  à  d'ingénieux  artifices,  il  a  pu  fréquem- 
ment, tout  en  sauvegardant  la  compréhension  immédiate. 
introduire  plus  de  régularité  dan-  la  terminologie. 

L'Espéranto,  comme  l'Allemand,  forme  des  mots  composés 
dont  la  signification  u'e-t   pas  douteuse  dès  qu'on  connaît  les 


,fj 

mots  composants.  G  faculté  précieuse  il  n  él< 

vent   |«* » — j l»l«-  d'obtenir   des   t -    n  sans  chargci 

notre  méi re,  là   où  nos  langues  vivantes  sont  absolument 

i  haol  iques. 

Pour    nommer    les    polygones    nous    disons    en    français 
triangle,  quadrilatère,  pentagone,  bcxagom  I         gulariti 

■  i   l  illogisme  de  cette  terminologie  barbare  saute  aux  yeux, 

■i  tel   poîni   que   H"-  géomètres  i lernes  ont,   ave<    raison, 

dédoublé  la  série  en  :  triangle,  quadrangle,  pentagone, 
d'une  part,  el  trilatère,  quadrilatère,  pentalalén  ,  et<      d  autre 
part.  C'esi  I  <  •  l:  i  <  j  1 1  < •  mais  ce  n'i  si  pas  encore  régulier. 

En   Espi  ranto  ai  nifie  angle  et    M.  Brî<  ard  i  hoisil 

pour  côté  le  mot  nouveau  latero,  laissant  au  mol  flanko  de 
l.i  langue  vulgaire  son  sens  g<  néral  de  côté,  il" 
les  mots  tri     I  .  kvar  |  i   .  I.^m     i),  ses  (6)  de  la  numéra 
tion,  il  obtient   les  deux  séries  régulière*  :  triangulo, 
rangulo,  kvinangulo,  etc., et  trilatero,  kvar  latero,  kvinla- 
/'  /".  «i.  .  immédiatement  i  ompn  hensibleset  qui  ont  I  ava 
de  pouvoir  se  prolonger  indéfiniment;  et  ainsi  tout  poly{ 

d'un  1 1  <  <  1 1 1 1  •  i  <   de  côtés  donné  aura  - 10m  réguliet  en  Esp< 

ranto. 

Vu  bes '■!  provisoirement,  on  pourra  admettre  des  dou- 

blets.  Unsi,  ayant  i  li-i-i  le  mot  edro  pour  désignet  une  face, 

il  obtient  la  série  i ia\edm  dro,  triedro,  kvnn  dro,  ••!■ 

dekduedro  immédiat*  ment  i  ompn  bensible  dés  qu'on  <  onnait 

les  h-  de  nombres;  mais  il  admet  les  doublets  internalit 

ii.ni\  diedro,  tetraedro,  oktaedro,  dodekaedro  également 
compris  à  cause  de  leur  internationalité.  Certainement  I 

••i  la  logique  feront  disparaître  le nds  devant  les  premii  rs, 

de  la  même  façon  que  les  n -  réguliers  de  la  Chimie  moderne 

•  *iit  étouffé  les  anciennes  expressions  de  vitriol,  acidi  muria- 
i  ique,  et<  , 

-   exemples  suffiront,   je  pense,   a    faire   voit    dans  quel 
esprit  .i  la  fois  pratique  el   teienti/ique  M.  Bricard  a  • 
-.i  terminologie.  El  si  j'ajoute  qu'espérantiste  babile,  il 
n. m    toutes   les  ressources  el   les  nuances  de  cette  langue  si 
in  he,  -i  souple  el  -i  pr<  cise,  j'<  ipère  ainsi  avoit  suffisamment 

piqué  la  curiosité  de  mes  lecteurs  pou îiler  non  seule ni 

ceux  qui  connaissent  déjà  l'Espéranto,  mais  surtout  ceux  qui 
ii«-  le  connaissent  pas,  ■■  lire  celte  excellente  petite  bnx  lune. 
Je  ne  connais  pas  de  mathématicien  qui,  ayant  pris  la  peine 


de  parcourir  une  grammaire  Espéranto,  n'ait  pas  été  immé- 
diatement séduil  par  cette  langue  si  approprié)  ■>  la  précision 
et  .1  la  clarté  qui  conviennent  ■>  sa  Science.  B, 
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COKUESI'OMUXCE. 


M.  Fontené.  —  Dans  la  2e  série.  Tenue  \,  page   135,  - 
le  n°  1031,  on  a  donné  la  question  suivante  : 

Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  perpendicu- 
laires communes  aux  côtés  opposes  d'un  quadrilatère 
gauche  se  coupent.  \  \.  M . 

Dans  la   prétendue   solution    qui   a   été   donm  série, 

t.  XII,  p.  \~  \  k  on  ne  tient  aucun  compte  du  Fait  que  les 
«Imites  à  considérer  soni  des  perpendiculaires  communes. 
i  Cf.  t.  Xïl,  p.  5  ■.-.  et  t.  XIII,  |>.  i 


\I.IIKI.\IMI\  DBS  SCIENCES  IATHI1ATI0UBS 
(CONCOURS  IE  1905). 


Sujets  des  compositions. 


Mathématiqm  s    éh  mentairet , 

On  »  1  ■  •  1 1 ii»-  un  cercle  <i  <!<•  centre  *>  ei  de  rayon  H,  un  point 
fixe  K  .i  l'intérieur  de  ce  cercle.  I  a  rayon  lumineux  FK,  éma 
ii.mii  d'un  point  F  de  la  circonférence  du  cercli  C,  se  réfléchit 
en  K  -m  le  diamètre  <»l\  et  \;i  rencontrer  la  circonférence 
de  <;  en  un  point  E.  s"ii  M  le  milieu  de  la  corde  EFet  Boit  Al; 
la  corde  de  C  perpendiculaire  au  diamètre  (|l\  au  point  K. 

i  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  exin- 
scrits .m  triangle  MA.B  quand  F  décrit  la  circonférence  du 
cer<  le  C. 

•  Etudier,  dans  les  mêmes  conditions,  comment  varie  le 
cercle  passant  par  les  centres  des  trois  cercles  exinscrits  au 
triangli    M  IB 

■    i  mi  prend  un  second  point  k   fixe,  intérieui  à  G  et  situé 
-m  le  diamètre  '  >K.  I  a  rayon  lumineux  I    l\  .  paralli  l<   è  I  K 
se  réflé  hit  en  k  sur  i  e  diamètre  et  rencontre  en  I.  la  i  ircon 
férence  du  cercle  C.  Trouver  le  lieu  do  point   de   rencontre 
de  El    i  i  de  E  I     lorsque  F  et   I      ■   d  plai  ent  sui  la  i  in  on 
férence  du  cercle  C.  Etudiei  ce  lieu  en  supposant  que  K  et  k 
pla<  ent  sur  un  diamètn  fixe  i  i  de  telle  sorte  que  le  milieu 
de  KK   reste  fi\<-. 

i    S   it  M  le  milieu  de  E'F'.  La  droit   MM  rencontre  le  1  i •  - ■  » 

de   M  en   un  uouveau  |">iiii   II   et  >  •  lui  de  M   en  un  i veau 

point  II.  Etudiei  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ll(  'Il   et  la 
pei  pi  ndii  ulaii  e  .m  milieu  de  II  II  . 

.  Soit  l.  le  point  qui  partagi  llll  dans  un  rapport  donnéX. 
Démontn  i  qui  l<  lieu  du  point  I.  est  i  a  _■  néral  une  ellipse. 
Examine)  comment  varient  les  cercles  principaux  de  cetti 
elIî|>-«-  quand  le  i  appoi  i  /  varie. 


\fathtmat  i<j  u  es  spéc  ù  îles. 

i  On  donne  les  deux  droites  I».  I»  définies  respe  livemeni 
par  les  équations 

(D  y  =  o,        8  -   h, 

,  D  x  =  o,        z  =  — A, 

les  axes  •!<■  coordonnées  "./•.  "  r,  oz  étanl  supposés  rectangu- 
laires. Trouver  l'équation  ponctuelle  de  la  surface  v  lieu  du 
sommet  d'un  paraboloïde  variable  qui  passe  par  ces  deux 
droites.  Trouver  l'équation  tangentielle  de  la  même  sur- 
face s. 

a"  Calculer  les  e 'données  d'un  point  quelconque  M  de  la 

surface  S  en  fonction  de  l'abscisse  x  et  de  l'ordonnée  ;  des 
deux  points  V  N' où  une  droite,  menée  par  M.  rencontre  rcs- 

pectivemenl  1>  el  D'.  Soi!  P  le  poinl  de  c 'données  a.  {2  dans 

le  plan  xoy.  Lieu  du  poinl  M  quand  i'  décrit  une  droite  quel- 
conque  du  plan  xoy.  Elude  de  l'intersection  de  la  surface  S 
une  quadrique  quelconque  qui  passe  par  D  et  D'.  I  i.  i 
correspondant  du  point  P.  Ca?-  où  cette  intersection  se  décom- 
pose. 

3"  Démontrer  que  la  surface  S  est  sa  propre  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  une  infinité  «le  quadriques  Q,  dont  "ii 
cherchera  l'équation  générale  ponctuelle.  On  envisagera  plus 
particulièrement  parmi  elles  les  paraboloïdes  Qi.  Trouver 
1  enveloppe  des  quadriques  Q. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

I  quation  d'un  plan,  par  rapport  à  trois  axes  de  c 'don- 
nées rectangulaires  ox,  oy.  oz,  étant  décrite  sous  la  forme 

ut  —  if  y  ■+■  uz  =  À, 
[uations 

U  =  cos'-.  V  =  mi)  O,  <r  =  C0t8,  h  =  f{  fL    - 

où  8  et  d  désignent  deux   paramètres   arbitraires   et  / 
une  fonction  donnée  de  ces  paramètres,  définissent  une  sur- 
face S  en  coordonnées  tangentielles. 


i     Démontrer  que,  si   l'o nsidère  sui   la  surface   S    les 

deux  systèmes  de  courbes  6      ■  •  •  n  ~  i . .   o      const.,   la  •  •  ■  m  ■  1 1  - 

lion   nécessaire    ei    suffisante    pour   qu -    deux    systèmes 

soient  conjugués  est   q  soil  de  la  i"i  me 

■ 

mu  mu-  foncti I''  '•  seul  ei  B  fonction  de  s  seul. 

/'  ///n  toute  lu  suite  de  l'énoncé,  on  supposera  que  / 
est  de  cel  te  foi  me. 
a°    Muni  i .  i    . | ii .•   ].■-   .  > >u 1 1  :i-i  .    sont 

les  ligne*  ,; •  -l<-  la  surface  S  el  qu'elles  sont 

en  outre  des  courbes  pi. un--.  Calculer,   en   fonction   de  8  h 
les  deux    rayons  de  courbure  principaux  «-n   nu  poini 
quelconque  de  la  sut  fa< 

1  '  -  deux  i  .i\ nu-,  l'un  lt i  esl  fonction  •!<•  8  seulement; 
l'autre  l!..  dépend  en  général  ■>  la  fois  de  (>  el  de  -.  Quelle 
forme  doit  avoii  /  8,  «  pour  que  \'<_  soil  aussi  indépendant 
de  p?  Montrer  que,  dans  ci  cas,  la  surface  S  esl  de  révolution 
autour  d'un  ;i\>-  parallèle  .i 

Établit  ■  | il*-,  plu-  particulièrement,  on  peut  déterminei 
l.i  fonction  f{  8,  -  i  '!>•  raanii  i  e  à  avoir 

R        ftaugO,         R,  =  _/i 

R,  •  i  r. .  étant,  suivant  I  usage,  affectés  d'un  -i-n<-  el  /  dési- 
gnant  une  longueur  donnée,   positivi négative.  Effectue! 

cette  détet  mination. 

I  rouver,  dans  ce  cas  particulier,  la  relation  entre  I 
qui  définit  une  1 1 u n ■■  géodésique  quelconque  de  la  surfa 
■  i   calcule!    la  courbure  el   la   torsion    de  cette  ligne   en    un 
quelconq le  ses  j »< > i  n t  - . 

1/.  i  '//;  /<///<■  i  ,it  t'u/i  ii,  I  h  . 

m    ox\y\*\   un   trièdre   trirectangie  d x .•  et   oaej  -   un 
trièdre    trirectangie   mobile   de    même   sommet    cl    de   même 

orientation.  I  n  corps  solide  v    attaché  à  ce  k I  trièdre, 

esl  .iiii-i  mobile  autour  du  point  ii ne  <>. 

Foi  mei  les  i  quai -  de  Bon  mouvem  ml 

Qui  -ii  ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  poini  o  esl  de 
i  évolution  autour  de  o  -. 


I    ;;, 

■/.■'  <  lue  le  solide  S.   supposé   non   pesant,   esi    sollicité   pai 
une  force  I    appliquée  en  un  point  '  ■  de  "  -  tel  que  oG  =  a, 
dirigée   suivant    PG,    I'   désignant    mi    point   de   oz\    tel   que 
,.  r      /..  et  égale  à  une  fonction  donnée/  GPj  de  la  disi 
des  deux  points  < '■  et  1'. 

3"  Qu'au  début   du   mouvement,   l'angle   zoz\   est   droit  et 
que    la    rotation    instantanée   du   solide   S  se  trouve  dans  le 
plan  zozi,  avec  des  projections  sur  oz  et  sur  <<~"i  égales  res 
pect ivement  à  u>  et  à  u>j. 

Application.  Le  solide  S  est  une  sphère  homogène,  de 
centre  G,  de  rayon  </  et  de  masse  M.  <  •"  a  de  plus 

b  =  a,        wi  =  —  -u>,        /'i  GP  i  -    .   M  h  !•)"- • 

GP 

Exprimer  les  angles  d'Eulér  en  fonctions  explicites  «lu 
temps. 

Déterminer  et  «tudier  successivement  les  trajectoires  de 
l'extrémité  de  la  rotation  instantanée  par  rapport  aux  deux 
trièdres  trirectangles  "X^i-,  et  oXY*,  suppo —  orientés 
comme  le  trièdre  oxiyiXt,  oX  étant  perpendiculaire  au 
plan  zozt. 


SOLITIOXS  »E  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1970. 

i 1903,  p 


Le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe  repré- 

sentée  par  l'équation  intrinsèque  p  =  a  —  j-  i  a  et  b  étant 

des    constantes  positives)   a    la   propriété    caractébistique 
qu'on  peut  tracer,  sur  la  surface,  a  tiques  à  cour- 

bure constante. 

I  i  i  courbes  ont  pour  rayon  de  courbure  géodésique  \  abt 


pour  rayon  de  courbure  absolue  a  l 


b 

G.    PlRONDINI. 


SOLI  I  ION 

Par   i    V 


Soient 


s,.  9|  i  ■  le  rayon  de  courbure  absolue  el  de  courbure 

idésique  d'une  ligne  L,  placée  lui    un  cylindre  •  I •  •  ■  1 1  les 
ni  pai  allèles  i  I  .1  ne  des  z . 

8,   I  mu  linais le  L,  *m  les  génératri 

r  el   .    I '.11  ■   el  le  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  L  du 
<-\  lindre. 


1  *n  .1 


1         '       /_!_      f^Y         JL  .     '/'1  1  ,/'1 


Si  donc 


■  ■h   .  - 1 .  t  nul 


Pi  —  ft 


1        /a*  — 


■  ni-'i 


-m '1  ,/M 


l         nu 11  déduit  d'il 


cos8 

a 


1 
Si  I  "ii  pos 


ay/aî—  <j« 


V  1. 


"  ~  T 


la  com  [uations  (1       1    donne 

ce  qui  démoni  re  le  théorème  1  nom  é 


2007. 


< >/i  donne  dans  un  plan  deux  cercles  C  etC\  on  mène 
à  ('.  une  tangente  variable  qui  coupe  en  met  n  le  cen 
soit  <•>  le  centre  du  cercle  guipasse  par  les  points  m  et  n  et 

par  h-  centre  <>  du  cercle  G  :  quel  est  le  lieu  du  point  u>? 

(R.  B. 

SOU  TION 
Par   M.    Canon. 

Prenons  Les  points  o'  el  n   symétriques  de  o  el  n  par  r.i|>- 
port  au  centre  i  du  cercle  G'.  .Menons  la  corde  n'o'g,  elle 


esj  perpendiculaire  à  ng,  comme  on  lui  esl  parallèle  l'angle  ong 
est  droit.  La  droite  ng  passe  alors  par  le  point  /  diamétrale- 
iii eut  opposé  à  o  sur  le  cercle  de  centre  u>.  Le  i  entre  w  étant  sur 
la  perpendiculaire  abaissée  de  i  sur  mn.  le  |  >  ■  •  i  1 1 1  /  esl  aussi 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  o'  sur  //*//. 

Les  triangles  o '  gl,  neo  sont  semblables,  il-  d tent 

o  l  _   "V 


-,    /    ^ 


O   A'  X   O   /l 


onst . 


Le  segment  o'I  étant  double  du  segment  tut,  on  voit  donc 


I 

que  i '■>  est  de  grandeur  constante  el  que  le  lieu  de  <»  est  un 
•  ercle  de  centre  i. 

appelons  l!  le  rayon  <!<•  C,  i  le  rayon  de  C,  el  d  la 
distance  io. 

D'après  ce  qui  n  ieni  d'él  re  t  mm  é 

l;       ,/• 

o  /  = 

r 

el  .il"i  s 

Ri      ,/■ 


/  w  = 


Remarques.  --  Supposons  que  les  tangentes  ■<  <i.  issues 
de  ///  el  /'.  se  coupenl  sur  C,  alors  elles  déterminent  avec  ///// 
ii  ii  1 1  i  .i  m  i^  1 1-  inscril  à  C    el  circonscrit  ■>  <  '..  On  sait  qu'alors 

di_  Rt— aRr, 

par  suite 

tu    -  l;. 

on  rel  rou>  e  ainsi  un  i  éaultal  connu. 

vi  l'on  transforme  par  inversion  l'énoncé  de  la  question 
proposée,  ''M  prenant  le  point  o  poui  pôle,  on  obtienl  celti 
propi  iét< 

/ //   cercle    I»   de    grandeur    invariable    tourne    autour 
d'un   </■    set  points  <•.    le   lieu   du  pied  de  I"  perpendi 
culaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe   radical  de   I'   et 
d'un  cercle  fixe  est  un  cercle. 

I  i  démonstration  directe  est  très  simple,  elle  s'applique  ■> 
•  e  i héoi ème  plus  g<  n<  rai  : 

/ //    cercle    l>   de   grandeur   invariable   tourne   autoui 
d'un  point   arbitraire  o,   le   lieu   du  pied  de  I"  perptn 
diculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'an-  radical  de  I'  et 
d'un  i  >  i  cle  fixe  est  un  cercle. 

i      Dsformé  pai  inversion,  en  mettant  le  pôle  au  point  • 
i  héoi  i  me  donne  le  suivant  : 

Soient  C  M  deux  cercles  qui  se  coupent  <  n  m .  nt  et  u  le 
rentre  du  tjui  passi    par  m,   //   et  un  point  arbi 


135 

traire  o  :  ce  /><>int  »•>  décrit  un  cercle  lorsque  l>  tourne 
autour  de  o,  ra/u  varier  de  grandeur. 

autres  -•Mutions  par  MM.  A.brahesci  .  Barisien,  \ .  M   :  s,  Parrod, 
Retali  ei  Troin. 

2008. 

(1895.    p.     ,-. 

<>n  considère  un  triangle  fixe  Wl*..  une  direction    A    et 
un  point  0.   On   tire    A.O,    BO,  CO.  On  mène  par    \    la 

droite  (a)  symétrique  de  U>  /"//•  rapport  à  la  direc- 
tion i  a  i.  Ou  /;i('«c  /)(//■  I!  >•/  C  tes  droites  I  (i)  e*  i  •■  <///>/- 
logues  à  (a). 

i°    (A)    étant  donnée,   le    Heu  du   point    0    tei  yac   /es 
droites  <  »  >.  |  (3  .  i  -;  l  correspondantes  concourent  en    <  '    e*< 
l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  et  dont    A 
est  une  direction  asymptotique; 

2°  ()  étant  V orthocentre  du  triangle,  O'  es/  sur  /<■■  cercle 
circonscrit  : 

Ai  étant  donnée,  trouver  l'enveloppe  de  00'. 

(L.  Tboin. 

SOLUTION 

Par  M.  V.  Retali. 
Étant  donnés    dans   un    plan    un   triaDgle    fixe    V.BC,   deux 


points  fixes  A.  A   et  un  sixième  point  '  >.  -i  les  droiti  - 
~"iit  respectivement  conjuguées  harmoniques  de    \'».  B0 
par   rapport    aux   couples  du  rayon    VA.    \  a  :   BA,  BA  :  GA, 
<  !  A    ei    concourent    en    même    point    0',    les   trois  faisceaux 


A   iA'OO  i,  l".'  aa \  .  i  ><  '     -..m  harmoniques  i  t  pai 

-ni ii'  les  deux  points  0,  0'  sont  conjugués  harmoniques  pai 
rapport  .i  aa  -m  la  conique  VBCAA  si  a  el  a  sont  ■< 
I  infini,  orthogonales  en  dîrectii  n,  la  i  onique  est  une  l> 
bole  équilatère;  les  points  0  0  sont  les  extrémités  d'un 
diamètre  variable  'i  par  suite  l'enveloppe  'I'  ''',  est  le 
cent re. 

>i  !.■  point  0  de  l'hyperbole  équilatère  est  l'orthocentre  'lu 

triangli   inscrit    VBC,  le  point  <li. itralemenl  opi est   sur 

1.'  cercle      M'.'.   :   théorème  connu  qui  découle  d'ailleurs  de 
dite  des  angles  B  \'  !,  B  I  i 

tutres  solutions  de  MM.  Lrtierck,  Parrod  et  \uihmi 

2009. 


'///  donne  un  quadrilatère    VBCD  inscrit  dan»  unt 
nique,  et  un  point  arbitraire  0.  *tn  lu  tangente  en   \  à 
la  conique,  on  prend  le  point  E  où  cette  droit*  est  n  m 

//■•'■<■  par  I,    côté   CB;  "/'  Hum   la  droite  OE  qui  coup*    M'> 

,  //  M .    1  n  un.  \  ,  n  du  côté  CD  on  obtient  de  menu   l<  point  N 

sur  \l>.  Quelle  est  l'enveloppe  </••  /-/  droite  MV  lorsque  *. 

■  l,i  coniqut  '  Canot 

SOU   I  [ON 

Pai   m.  Parrod. 

I  .  -  points   I    el  F  sont  bomographiques,  pai  suite  M  .  i  \ 
quand   le  point   <■  est  en    \     M   el    N   sont  confondus  en    \: 
donc   M  N   passe  par  un  point  t î  v  ■  - . 

Remarques.  La  droite  passe  pai  un  point  fixe  quelle  que 
-..ii  la  droite  donnée  passant  pai  \  et  que  ce  point  soit  situé 
..n  -m  la  «  onique,  l'enveloppe  est   une  conique  tang<  nte 

.ni\  droites    \l»  el    \  !'■ 

Utions  |..n    MM.    \  D,  V.  Mais.  RlTALI. 
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REPRÉSENTATION  RE   CERCLES   PAR   IM:s   POINTS 

Par  MM.  a.  SAINTE-LAG1  i    i  i  .1.  il  \  \<.. 


I.  -  n 


i.l'l  \  ITION     DE     I.  \     REPRÉSENTATION. 


Nous  m'  roulons  pas  irai  ter  ici  le  problème  le  plus 
général  de  la  représenta  lion  par  des  point-  des  cercles 
•  lu  plan  ou  même  des  sphères  de  l'espace.  Cette  élude  a 
élé  faite  en  particulier  par  MM.  Darboux  el  Sophus 
Lie.  Nous  voulons  montrer  simplement,  sur  un  cas 
particulier,  comment  on  peut  rattacher  aux  propriétés 
des  cercles  de  nombreuses  propriétés  des  points  de 
l'espace  ou  inversement. 

Soient  il  le  plan  considéré  et  P  un  paraboloïde  de 
révolution  tangent  au  plan  t  en  son  sommet  O.  Si 
l'on  prend  un  cercle  C  quelconque  du  plan,  le  cylindre 
droit  ayant  ce  cercle  pour  base  coupe  le  paraboloïde 
suivant  une  conique  dont  le  plan  a  pour  pùle  C  par 
rapport  au  paraboloïde;  nous  dirons  que  c  est  le  point 
représentatif  du  cercle  C  ou,  plus  simplement,  que  c 
est  l'axial  du  cercle  C. 

On  obtient  encore  l'axial  d'un  cercle  en  portant 
sur  l'axe  de  ce  cercle,  à  partir  de  son  centre,  un 
segment  égal  au  quotient  de  la  puissance  de  O  par 
rapport  au  cercle  C  par  le  double  du  paramètre  <lu 
paraboloïde,  ce  segment  étant  au-dessus  de  ir,  si  la 
puissance  considérée  est  positive,  au-dessous  dans  le 
cas  contraire. 

.l/i/i.  de  Mathémat.,  4e  série,  t.  V.  (  \oùt  190.1.) 


II.    -     I    iM 


I  I    I    I   s     M  M  II    I  s     l'I      i    I   le    I    1   s. 


(  )n  verra  il  très  aisément  à  <|u<>i  correspondent  les 
ramilles  les  plus  simples  <!<•  cercles.  Nous  ne  ferons 
«111  énoncer  l<s  principaux  résultats. 

Les  cen  les-droites  ont  leurs  axiaux  .1  I  infini  el  inver 
sèment.  Les  cercles-points  ont  leurs  axiaux  sur  le  para- 
boloïde  P  el  im  ersemenl . 

\  drv  cen  l<  -  1  '  •  ■  ntriques  correspondent  !<•>  points 
de  leur  axe  commun,  les  |><»iiii^  >l<  cet  axe  intérieurs  au 
par  aboi  oïde  correspondant  d'ailleui  a  s  des  cen  les  im  1- 
ginaires. 

Les  cercle*s  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  o>  de  centre  0 
ont  leurs  axiaux  sur  !<•  plan  coupant  I*  suivant  un 
1  en  le  égal  à  to,  plan  pai  allèle  au  plan  jt. 

III.  —  Cercles    i  \ N'.i  n  1  -. 

Si  deux  cercles  sont  tangents,  leurs  axiaux  sont  soi 
une  .tangente  à  I'.  le  point  de  contact  il'1  cette  droit 
avec  I  '  étant  projeté  sur  n  au  point  de  contact  des  deux 
cercles.  La  position  relative  des  axiaux  <•(  du  point  de 
contact  dans  (espace  indique  d'ailleurs  la  nature  «lu 
i  ontai  1 . 

Les  cercles  tangents  au  cercle    \  d'axial  k  ont  dont 

leurs   points  représentatifs  sur   l< de   lommi 

circonscrit  au  paraboloïde,  les  points  de  ce  cône  situés 
-n    P  correspondant  aux    points  de    \  et   les  point 
I  infini  aux  1  angentes  h   \ . 

I  11  particulier,  les  cercles  passant  par  un  point  li\< 
ont  le  m  -  axiaux  dans  un  plan  tangent  à  P.  Les  réci- 
proques   de    ces    diverses    propriétés     1    d'ailleurs 


i 


IV.  —  Ceb 


RCLES     IH»\M>  I  III    I  loi   l  -,. 


Les  axiaux  des  cercles  noinothétiques  à  un  cercle 
donné  A  par  rapport  à  un  point  <•>  sonl  dans  le  plan 
vertical  contenant  l'axe  de  \  et  le  point  ta.  Leur  lieu, 
dans  ce  plan,  «-si  une  parabole  définie  par  la  direction 
de  s'»n  axe  qui  est  vertical,  par  l'axial  de  A  et  par  le 
point  où  l'a  verticale  de  <•>  coupe  le  paraboloïde  P,  point 
où  elle  lui  est  tangente. 

Prenons  les  deux  droites  auxquelles  restent  tangents 
tous  les  cercles  considérés.  Les  axiaux  des  cercles  lan- 
gents  à  une  droite  étant  sur  un  cylindre  circonscrit  au 
paraboloïde,  on  voit  que,  ici,  on  aura  à  [tien die  une  des 
deux  paraboles  d'axe  vertical  et  tangentes  à  P  qui  <  :om- 
posent  l'intersection  de  ces  cylindres.  Le  choix  sera 
aisé  en  remarquant  que  les  deux  familles  de  cer<  les 
tangents  aux  deux  droites  se  distinguent  par  le  lieu  de 
leurs  centres. 

La  définition  de  l'axial  d'un  cercle  au  moyen  de  sa 
cote  montre  que  l'on  a  la  propriété  suivante  : 

Si  0  est  le  cercle  pour  lequel  la  puissance  de  O  est 
minimum  |  cercle  dont  L'axial  est  au  sommet  de  la  para- 
bole), deux  cercles  de  même  puissance  par  rapport  à  O 
ont  leurs  centres  équidistants  de  celui  du  cercle  'i. 

\  .    —    CeRCI  ES    i>!'.  rHOGOS  w  \  . 

\  deux  (cnles  orthogonaux  correspondent  <\cnx 
points  conjugués  par  rapport  au  paraboloïde  P  (  fig.  i). 

Prenons,  en  effet,  les  deux  cercles  orthogonaux  (  '.  et  C 
cl  soient  Qel  «  les  intersections  avec  P  des  cylindres  les 
admettant  pour  sections  droites.  M  et  .\  étant  les  points 
communs  à  0  et  '.' .  la  tangente  à  0  eu  M  coupe  L'axe 


,|u  cyliudru  C  el  coupe  aussi  la  droite  I>  coujuguée 
de  M\  par  rappoi  i  h  P.  <  h  I)  paaae  par  le  pôle  du  plan 
,1,.  ',  par  i  appoi  :  à  I'.  <|ni  esl  >m  l'axe  de  <  •  ;  on  en 
déduit  que  la  tan|  ente  en  M  ..  8  passe  par  ce  pôle  qui 
se  trouve  ainsi  dans  le  plan  fJ. 

|_,.s  cercles  orthogonaux  ii  un  cercle  C  d  axial  i  onl 
leurs  axiaux  dans  l<-  plan  polaire  <!«•  c,  <•!  inversemenl. 
[cj  encore  on  distingue  immédiatement  les  cercles  réels 
dés  cei  i  les  imaginaires. 

Lea  cercles  d'un    faisceau  <>m  leurs  axiaux   sur  une 


droite  et  les  cercles  du  faisceau  orthogonal  onl  les  leurs 
sur  la  droite  conjuguée  de  la  première  par  rapport  au 
pai  aboloïde. 


VI.         Cercles  coupàht,   soi  -   ■  »    ^••'  '    ""N>>'  • 

i\     CERCLI      DOSHÉ. 

Les  cercles  coupant  un  cercle  i  sous  un  angle  \   onl 

lenrs  axiaux  sur  une  quadrique  réglée  circon >  à  P 

i,,ui  le  long  de  la  conique  ai  projetée  inr  le  pi  in  donné 
suivanl  le  cercle   i . 

Considérons  les  cercles  coupant  sons  l'angle  \  au 
,,,,;,,,  \i  le  cercle  A;  leurs  centres  soni  «ni  une 
droiu  MN  l  ûsanl  ave*  le  rayon  de  M  l'angle  \   et  tan- 


■•il  ) 

génie,  pai  suite,  à  un  cercle  V  iudépi  tidanl  du  point  M 
considéré     fis.  a).  Ces  cercles  on l  leurs  axiaux  sur  la 


Fil 


tangente  T  au  paraboloïcle  au  point  m  où  la  verticale 
de  M  le  coupe  et  située  dans  le  plan  vertical  MNtw. 

On  oblienl  ainsi  <lcu\  familles  de  génératrices  pour 
la  surface  lieu  de  ces  droites,  .suivant  qu'on  prend  1  une 
ou  l'autre  des  tangentes  issues  de  U  au  cercle  A  .  Nous 
allons  \  oir  que  deux  tangentes  de  familles  différentes  T 
et  T'  se  coupent.  Soit  M'N  la  seconde  tangente  à  A'. 
fournissant  T  :  T  et  T  coupent  toutes  deux  la  verticale 
du  point  IN  et,  de  plus,  la  droite  conjuguée  de  //////'. 
Celte  dernière  étant  le  lieu  des  axiaux  des  cercles  pas- 
sant par  M  et  M'  coupe  également  celte  verticale. 
Donc  T  et  T'  se  coupent  en  un  point  //  de  cette  ver- 
ticale. 

On  voit  que,  si  l'on  prend  trois  génératrices  d'un 
même  système,  toutes  les  génératrices  de  l'autre  sys- 
tème les  coupent.  Le  lieu  de  ces  génératrices  est  donc 
une  quadruple  dont  on  a  immédiatement  les  propriétés 

ci-dessus. 

Si  nous  considérons  l'intersection  de  la  quadrique  <v> 
et  de  ~.  nous  voyons  que  : 

Les  cercles  coupant  le  cercle  \  sous  l'angle  \  et  qui 

passent  pur  un  point  fixe  (  I  ont  leurs  centres  sur  une 


••I 

conique  dont  un  foyer  est  en  O.  //  en  est  ih-  menu 
plus  généralement  <l>-  tous  les  cercles  ayant  menu 
puissance  pai  t  apport  a  un  i  oint  n .»  e. 

I ..  g  «  i-  | • . 1 1 1 1 <  uliers  "U  \  esl  nul  ou  égal  à  un  droil 
redonneraient  des  propriétés  connues. 

Si   l'on   considère  l'ensemble  des  cercles  C  coupanl 
deux  ii  m  l«s  donnés    \  el    \    bous  des  angles  donnés  \ 
ci  \  .  il  existe  une  infinité  de  cercles  coupanl  tous  les 
cercles  C  sous  un  angle  constant,  ces  <  «  r<  les  font  partie 
d'un  fa  [sceau  pond  uel. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que  les  qua 
driques  passant  par  l'intersection  des  quadriques  Q 
ii  Q',  lieu  des  axiaux  des  cercles  C  coupanl  \  sous 
I  angle  N  ou  \  bous  l'angle  N  .  Boni  toutes  circonsi  rites 
i  P  le  long  de  coniques  ayant  en  commun  deux  points 
\|  ci  N .  (  >n  en  déduit  que  les  cercles  correspondant  n 
quadriques  et  qui  coupenl  sous  des  angles 
constants  les  cereles  C  onl  leurs  axiaux  sur  la  droite 
conjuguée  il"'  M  N  par  i  appoi  ta  I*. 

Il  \  .1 .  en  particulier, deux  cercles  tangents  •■  tous  les 
cercles  I  I  n  remarquant  que  l'intersection  des  deux 
quadriques  Q  el  Q  -,•  compose  de  deux  coniques,  on 
voit  <l  ailleurs  que  1rs  cercles  i.  se  groupent  en  deux 
familles.  Il  j  a  un  cercle  orthogonal  à  chacune  des 
deux  familles.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  d'une 
même  famille  esl  uni-  conique. 

\  1 1  Cbrcli    di    a&YOH   Donné. 

Le  lieu  des  axiaux  des  cercles  ayanl  un  rayon  l!  esl 
un  paraboloïde  de  révolution  déduil  de  I*  par  une 
translation  parallt  le  i  l'axe  de  i  <•  dernier. 

Pi  enons    un    cercle   < .  de   i  enti  <•    M    el    soil    */   la 

distance  OM,  la  cote  de  I  axial  du  iihI.-im.ihi   \i 
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égale  au  quotient  de  </-  par  le  double  paramètre  de  I' 
«  fie.  3  i.  Si  l'on  chen  be  la  cote  <l<-  L'axial  de  C,  "ii  \i»it 

i  \K.  3. 


que  la  différence  de  cote  ///<  esl  égale  au  quotient 
de  R2  par  le  même  double  paramètre. 

On  pourrait  transformer  des  propriétés  bien  connues 
des  cercles  de  rayons  égaux  pour  en  déduire  des  pro- 
priétés des  paraboloïdes. 

Considérons,  par  exemple,  le  paraboloïde  déduit 
de  V  par  une  translation  quelconque  parallèle  à  l'axe 
et  y.  étant  un  point  arbitraire  de  V  remarquons  que  le 
cône  circonscrit  à  V  de  sommet  y.  coupe  P  suivant  une 
certaine  conique  8  dont  le  plan  coupe  P  suivant  une 
conique  homothélique  et  concentrique  8. 

La  propriété  bien  connue  de  l'existence  de  mx  cercles 
de  même  rayon  tangents  à  un  autre  cercle  ayant  encore 
le  même  rayon  montre  ici  que  les  deux  coniques  0  et  8' 
admettent  un  bexagone,  circonscrit  à  0  et  inscrit  dans 
la  conique  8'. 

\  111.  — ■   Inversion. 

Prenons  deux  cercles  \  el  B  du  plan  -  inverses  I  un 
de  l'autre  par  rapport  au  cercle  d  inversion  G.  </.  /'.  ■ 
étant  les  axiaux  de  ces  trois  cercles,  ces  trois  |>i»im^ 
seront  en  ligne  droite,  et,  si  '/  désigne  le  point  <>u  cette 
droite  coupe  le  plan  polaire  8  <lr  r  par  rapport  à  P,  Içs 
segmenta  cd  et  dl>  sont  conjugués  narmoniques. 


•M 

Pom  l<  montrer,  il  suffit  de  considérer  \<-^  cercles 
\.  B,  C  el  le  cercle  orthogonal  à  C  aux  j >< •  i i ■  t ->  où  \ 
el   l>  le   coupent  :   M,    \      fig.    \  .   On   n'a    plna  qu'à 


/•    •/  i 


remarquer  que  les  centres  de  ces  quatre  cercles 
formen l  une  < 1 1 \  i ^ ï * n i  harmonique  sut  la  perpendicu- 
laire à  M  \  en  ^"ii  milieu. 

<  in  \<>ii  que,  dans  l<-  plan,  L'inversion  des  cercles 
par  rapport  au  cercle  ( .  se  ramène  dans  I  espace  à  une 
homologie  de  centre  c  et  de  plan  ').  Ceci  montre,  pai 
exemple,  que  I  ensemble  des  cen  les  coupant  le  cercle  < . 
sous  un  angle  donné  se  reproduit  identique  à  lui-même 
pat   I  inversion,  etc. 

I  \  .         Courbes    inâllagmatiques. 

Prenons  une  courbe  quelconque  M  <•!  considérons-la 
i  omme  un  lieu  <l<-  <  entres  de  cen  les  null  :  les  axiaux 
de  ces  cercles  donnent  une  courbe  ///.  projection  cyliu 
drique  de  M   sur  le  paraboloïde  P.   Prenons  de  même 
la  courbe  M    inverse  par  ■  '!*[*'**  '  au  cercle  C  de  la  pn 
cédenle  cl  5a  projection  m'  sut   P.  D'après  <  <■  qui  |>i  <•  - 

<<•'!'■.   m    sera    la  seconde    c be  d'intersection  de    I' 

le  cône  de  sommet  i  ayant  pour  base  I  i  courbe  ///. 

S     ;■'    i  _  'nêraletnent,  //"//«•  considérons  l<i  courbe 
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d'intersection  avec  V  il  un  cône  quelconque  de  som- 
met  c,  elle  sera  projetée  sur  le  j>l<ui  t.  suivant  une 
courbe  admettant  pour  cercle  <7  inversion  le  cercle  <. 
d'axial  c,  courbe  nui  sent  donc  anallagmatique. 

\.    —    Oi  AUTloi  i:s    BICIRÇULAIRES. 

Eu  particulier,  une  biquadratique  gauche  tracée 
sur  1*  pouvanl  rire  placée  de  quatre  manières  diffé- 
rentes sur  un  cône  du  second  degré,  donnera,  par  pro- 
jection, une  quartique  qui  sera  quatre  lois  anallagma- 
tique. 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  ce  procédé  d'étude 
des  quartiques  bicirçulaires  avec  celui  qu  indique 
Duporcq  dans  ses  Eléments  de  Géométrie  moderne. 
JNous  verrous  plus  loin  a  quoi  tient  cette  analogie.  On 
retrouverail  d  ailleurs  aisément  toutesles  propriétés  des 
quartiques  bicirçulaires  ('). 

Montrons    d'abord    l'existence    des    coniques    délé- 


(')  Les  théories  précédentes  permettent  d'avoir  aisément  la  con- 
dition pour  qu'une  quartique  ait  un  point  double  a  distance  finie. 

s-i  l'on  considère  les  cercles  dont  les  axiaux  sont  sur  une  conique 
fixe  0,  ces  cercles  sont  orthogonaux  au  cercle  ti\>'  ayant  pour  axial 
le  pôle  «lu  plan  de  8  par  rapport  à  P,  et  leur  enveloppe  est  évi- 
demment une  quartique  bicirculaire,  projection,  comme  on  le  -ait. 
d'une  biquadratique  gauche  tracée  sur  1'. 

>i  l'on  veut  que  cette  quartique  circulaire  ait  un  point  doul>k  a 
distance  Gnie,  il  faut  et  il  suffît  que  la  biquadratique  ait  un  point 
double,  aucune  corde  d'une  courbe  tracée  sur  P  ne  pouvant    être 

verticale.  < ixige  que  la   conique  8   soit   tangente  à  P,  le  cône 

polaire  réciproque  de  8  qui  contient  la  biquadratique  étant  alors 
tangent  au  paraboloïde.  Dans  ce  cas,  la  déférente  est  dans  le  plan  - 
et  tangente  au  cercle  directeur  correspondant. 

I  »n  verrait  aussi  qu'une  quartique  bicirculaire  se  décompose  en 
deux  cercle-  m  le  cercle  directeur  est  bitangent  à  la  déférente  qui 
lui  correspond  el  l'on  retrouve  alors  l'ensemble  des  cercles  tangents 
à  deu\  cercles  fixes. 


rentes.  s"ii  B  la  biq u ad ra tique  gau<  lie  >m  P.  [Venons 
deux  points  </  ii   /'  de    15  en  1 1 ^ i u •  droite  avec   un  des 
souimels  de  cône  <■  el  !<•  poinl  u  où  tib  coupe  !<■  plan  |"  i 
laire  0  de  c  pai  rapport  .1   I'     fie.   5   .  Les  tangentes  en 

1  ,..  .. 


ii  cl  A  1  B  se  coupent  <  u  un  poinl  />  de  la  tangente,  au 
lieu  de  </.  eu  '/.  Le  <  »  1  <  le  >\  axi  A  /,  esl  donebilangent  à 
li  quartique  projection  de  15  sur  -,  il  <>i  il«-  plus  « >  1 1 1 1 . .  — 
gonal  au  cercle  d'inversion  d'axial  c  el  son  centre  décril 
une  conique,  car  le  lieu  'l«'  />  dans  ')  n'est  autre  que 
I  enveloppe  des  droites  conjuguées  de  oh  par  rapport 
.m  paraboloïde,  enveloppe  < j  1 1  î  r>i  une  1  onique,  polaire 
réciproque  «lu  coue  <-.  Ce  mode  '!<•  génération  <!<■  la 
quartique  montre  bien  qu'elle  est  bieirculaire,  comme 
on  le  voit  1  u  remarquant  que  les  quatre  points  <l«-  B 
situés  dans  le  plan  «!<•  l'infini  sont  deux  .1  deux  sui  les 
ératrices  de  I'  dans  ce  plan,  lesquelles  passent, 
il  ailleurs,  par  !<•-  points  cy<  liques  du  plan  -. 

Les  quatre  cer<  les  dire*  Leurs  sont  orthogonaux  deux 
.1  deux,  1  ir  leurs  quatre  axiaux  <  —  «  »  *  1 1  dans  l'espace  les 
sommets  «I  un  tétraèdre  conjugué  commun  aux  c  dm 
au  pai  aboi 01  de. 

Les  quatre  déférentes  sont  homoiocales,  cai  m  nous 
prenons  les  quatre  points  communs  aux  cônes  «lan^  |< 
plan  <lr  I  infini,  leurs  plana  polaires  sont  isotropes  et 
deux  a  deux  parallèles,  deux  contenant  une  des  géné- 
ratrices de   I'  el  les  deux  autres  la  seconde.    Donc   les 


■i;  ) 

quatre  coniques  d'intersection  <!<•-.  cônes  avec  le  plan 
de  I  infini  donnent  par  polaires  réciproques  quatn 
cylindres  <|iii  sonl  les  cylindres  projetant  les  déférentes 
et  ijin  admettent  en  commun  quatre  plans  tangents 
isotropes. 

XI.    —    (  lOl   i:  BES    IN    GÉNÉB  M.. 

Nous  venons  de  considérer  une  courbe  comme  lieu 
Je  cercles-points.  Un  peut  associer  de  façons  très  di- 
verses des  cercles  à  une  courbe  quelconque. 

Si  l'on  considère,  par  exemple  les  cercles  passant 
par  l'origine  et  tangents  ou  normaux  i  la  courbe, 
cercles  dont  l'axial  est  confondu  avec  !<■  centre,  on  ob- 
tient des  propriétés  des  podaires  ou  des  antipodaires  de 
la  comité. 

En  cherchant  quels  sont  les  axiaux  des  cercles  tan- 
gents à  la  courbe  M  eu  un  point  donné  ou  orthogonaux 
en  ce  point,  on  voit  (pie  deux  faisceaux  de  courbes 
conjuguées  sur  V  donnent,  par  projection,  deux  fais- 
ceaux de  courbes  orthogonales.  C'est  un  cas  particulier 
de  ce  fait  facile  à  vérifier,  en  partant  de  deux  faisceaux 
de  cercles  orthogonaux,  que  deux  droites  conjuguées 
par  rapport  au  paraboloïde  se  projettent  sur  -  suivant 
deux  droites  rectangulaires. 

Si  m  est  la  projection  de  M  sur  P,  l'arête  de 
rebroussement  \\  de  lu  surface  développable  donnée 
par  les  plans  tangents  à  V  tout  le  /"//:,■  de  m  u  pour 
projection  sur  le  plan  r.  la  développée  de.  M. 

En  effet,  le  cercle  de  courbure  en  un  point  K  de  M 
est  défini  par  la  condition  «le  passer  par  trois  points 
infiniment  voisins  de  celle  courbe  et  a  son  axial  au 
point  d'intersection  o\e>  trois  plans  tangents  en  trois 
points  infiniment  voisins  du  point  k  de  la  courbe  m. 


;  |8 
Indiquons  encore  la  propriété  suivante  : 

.S/  mi  point  décrit  <l<m\  I  espace  une  courbe  m  quel 
conque,  l<  cercle  dont  il  est  l'axial  </  ton  centre  qui 
décrit  Itt  •  oui  be  M  prçjection  <!>■  m  et  il  enveloppe  une 
be  que  I  "//  '/  en  projetant  sur  ~  l'intersection 
avei  I'  de  lit  Hèveloppab le  polaire  réciproque  de  ni 
l>ai  rappoi  i  à  I*. 

S  ii.  i  h  effet,  /.  1 1 1 1  poinl  de  /// :  en  prenant  l«'  point 
infiniment  voisin,  <»n  \<ih  tiue  le  cercle  K  <l  .i\i;il  /,  el  le 
cercle  infiniment  voisin  ont,  en  commun,  deux  points  \ 
el  I).  c  est-à-dire  sont  tangents  .1  deux  cercles-points 
(jiii  ont  pour  axiaux  les  deux  points  a.  I>  où  Peal  coupé 
par  li  <li«>ii«'  conjuguée  de  la  corde  joignant  les  <I«mi\ 
points  de  ///  que  l'on  avail  considérés     fi  g 

1  i« 


Il  Hiiln  de  passeï  à  la  limite  pour  obtenir  I  énoncé 
<  i-dessus 

N  ius  11  insisterons  pas  davanl  ige  sur  la  théorie  des 
courbes  en  général,  car  <'ll«'  nous  éloignerait  ii"|>  de 
I  él  ude  des  cei  1  les. 


\  1 1 .         Quadhiques. 

Si  I  on  considèn  les  cercles  dont  les  axiaux  décrivenl 
une  quadrique  quelconque  Q,  011  voil  qu'on  peut  les 
définir  géométriquement  par  la  condition  qu  il  j  un  ail 
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deux,  el  deux  seulement,  ayant  pour  centre  un   poinl 
arbitraire  du   plan,  ou,  d'une  façon  plus  précise,  que 
par  deux  points  arbitraires  du  plan  il  en   passe  deux, 
et  deu  \  seulement . 

La  vérification  des  diverses  propriétés  suivantes  d'un 
tel  ensemble,  que  l'on  peul  appeler  ensemble  du 
second  ordre,  se  ferait  immédiatement  d'après  ce  qui 
précède. 

Les  cercles  de  V ensemble  coupant  sous  l'artgle  \  //// 
cercle  donné  oui  leurs  centres  sur  une  qiiadrique.  Si 
cet.  an  rie  est  droit,  on  a  une  conique  et  leur  enveloppe 
est  (durs  une  quadrique  bicirculaire. 

Les  cercles  passant  par  un  point  fixe  ont  leurs 
centres  sur  une  coin  que.  Les  cercles  de  rayon  donné 
ont  leurs  centres  sur  une  quadrique. 

Les  faisceaux  de  cercles  de  l'ensemble  qui  corres- 
pondent aux  génératrices  de  la  quadrique  ont  leur 
ligne  des  centres  qui  enveloppe,  une  conique,  il  en  est 
d'ailleurs  de  même  de  leur  axe  radical  commun. 

La  transformation  par  inversion  par  rapport  à  un 
cercle  quelconque  fait  correspondre  à  un  ensemble 
du  second  ordre  un  autre  ensemble  de  même  ordre. 
Il  y  a  d'ailleurs  i/uatre  cercles  d'inversion  par  rap- 
port auxquels  l'ensemble  est  anallagmatique,  c'est- 
à-dire  se  transforme  on  lui-même.  Ce  sont  dans 
l'espace  les  quatre  sommets  conjugués  communs  à  la 
quadrique  et  au  paraboloïde. 

On  traiterait  aisément  la  question  des  cercles  com- 
muns à  deux  ensembles  et  l'on  pourrait  plus  générale- 
ment étudier  des  ensembles  d'un  ordre  quelconque, 
mais  cette  recherche  nous  entraînerait  trop  loin. 

Faisons  encore  une  remarque  :  on  voit  que  dans  le 
cas  où  la  quadrique  est  un  cône  l'ensemble  est  suscep- 


15 
lible  d'èlrc  défini   simplement  comme  [ensemble   des 
cercles  coupanl  un  cercle  li\«'  donné  de  i < ■  1 1 « •  façon  que 
l.i    corde  commune   ><>ii   tangente  à  une  conique  li\<- 
donnée  i  i  oir  I; te  de  la  |>a 


\  1 1  I  .       -      VuTB.ES     MODES    DE     REPRESENTATION 

h   i    \     l'i.  \  N  . 

<  )n  généralise  immédiatement  ce  <|ui  précède  «-n  pre- 
nant m  lu  h  (1  un  paraboloïdc  de  révolution  une  qua- 
drique  de  révolution  quelconque  <l  axe  perpendiculaire 
.m  plan  donné. 

Si  S  et  S'  son!  !<■•■>  deux  sommets  <l<-  la  quadrktue, 
i.hii  cercle  du  plan  donne  deux  roues  de  sommets  S 
ei  S'  ayant  ce  cercle  [tour  base  {fig*  ~  >•  Si  nous  pre- 

Fig.  -. 


m  m  s  un  de  ces  cônes,  il  coupe  la  quadrique  suivant  une 
conique  G  dont  le  pôle  c  peul  être  considéré  comme  le 
point  représentatif  du  cercle  C.  D'ailleurs  la  droite  <S 
passe  par  !<•  i  <'ni re  de  (1. 

Nous  dirons  seulement  quelques  mots  <ln  cas  parti 
culiei  où  la  quadrique  considérée  est  une  sphère.  La 
conique  G  es)  i<  i  un  cercle  qui  i  pour  projection  stéréo- 
graphique  le  cercle  <..  Les  propriétés  de  cette  projec- 
tion "in  été  données  par  exemple  par  Duporcq  dans  ses 
/éléments  de  Géométrie  moderne 
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XIV.  —    Application  lux  problèmes  di  Gergonhi 

ET    DE    S  i  i  i  M ■  i;  . 

La  nolion  d'axial  dans  le  cas  d'une  sphère  permet 
d'avoir  des  .solutions  peut-être  un  peu  pins  simples  que 
les  solutions  classiques  pour  ces  deux  problèmes. 

Deux  cercles  tangents  ayant  leurs  axiaux  mit  une  tan- 
gente à  la  sphère  et  deux  cercles  orthogonaux  avant 
leurs  axiaux  conjugués,  la  recherche  des  points  com- 
muns à  trois  cônes  à  laquelle  se  ramène  le  problème  de 
Gergonne  \a  se  trouver  considérablement  simplifiée  : 

Prenons,  comme  nous  le  ferons  aussi  pour  le  pro- 
blème de  Steiner,  pour  plan  de  figure  le  plan  équatorial 
delà  sphère,  le  sommet  de  la  projection  stéréographique 
étant  par  exemple  au  pôle  le  plus  bas.  Précisons  même 
davantage  en  supposant  que  le  cercle  équatorial  soit  le 
cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés.  Les  axiaux 
des  cercles  donnés  sont  alors  leurs  centres  mêmes  dans 
le  plan  de  ligure. 

Ceci  posé,  soient  L,  M,  N  les  centres  des  trois  cercles 
donnés  (jig-  8).  Le  cône  de  sommet  L  par  exemple, 

Fie.  S. 


circonscrit  à  la  sphère,  a  pour  contour  apparent  sur  le 
plan  de  figure  les  tangentes  L  au  cercle C.  Les  inter- 
sections   deux  à  deux  de    ces   cônes    sont    Ac>   coniques 


dans  des  plans  verticaux  dont  les  traces  telles  que  I) 
"-m-  le  plan  de  figure   s<>ni   faciles  à  obtenir.  Les  buil 

points    < muns    aux    trois    cônes  -><>iii    deux  à   deux 

symétriques  par  rapporl  au  plan  de  figure  el  on!  quatre 
projections  sur  ce  plan  •  | ik-  I  ou  a  en  faisanl  couper  les 
droites  telles  que  I). 

Sun  y.  un  <!<•  ces  points  que  nous  considérerons  par 
exemple  <  omme  élanl  la  projection  de  deux  axiaux  pris 
sur  le  cône  !..  Il  reste  à  avoir  les  deux  cercles  corres- 
pondants; tous  les  cercles  don!  les  axiaux  ><>m  sur  la 
verticale  de  a  ayanl  pour  axe  radical  avec  C  la  polaire  \ 
de  y.  il  suffira  d'avoir  les  centres  K  el  K.  des  deux  cercles 
d'axiaux  k  el  /.  sur  la  verticale  de  x  i   //_• .  g).  <  )n  .1  La 

Fig.  ■(. 


cote  de  I.  en  menant  '////  perpendiculaire  à  <  >L  par  k  et 
rabattanl  ce  poinl  /.  en  R  sur  le  cercle  de  diamètre  /////. 
Le  centre  K  cherché  partageant  Oa  dans  !<•  rapporl  de 
la  '  oie  1  li  ni  rayon  de  la  sphère,  il  suffira  de  menei  RS 
ou  lis  1  unir  avoir  eu  K  el  K  les  deux  centres  cherchés. 

(  >n  peut  remarquer,  comme  d'ailleurs  <  i-dessous,  dans 
!<•  problème  <!<•  Steiner  <>u  dans  t •  > u t  autre  problème 
analogue,  que  I  ex i stem  e  de  la  symétrie  qu  il  1  a  pai 
rapporl  au  plan  <l«-  figure  donne  immédiatemenl  une 
propriété  des  cercles  cherchés  :  ils  mit  deux  à  deux 
même  axe  1  adi<  al  .i\  <•<   le  cercle  C. 

Les  cercles  «  oupanl  un  cercle  donné  \   sous  I  angle  \ 
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ayant  leurs  centres  sur  une  quàdrique  circonscrite  à  la 
sphère,  un  \a  se  trouver  ramené  pour  le  problème  de 
Sleiner  à    chcrclier    les  points  communs  à   trois  qua- 
driques. 

Prenons  toujours  pour  cercle  équatorial  le  cercle  C 
orthogonal  aux  trois  cercles  donnés,  àyanl  pour  axiaux 
leurs  centres  \  ,  \  .  V". 

La  quadrique  relative  au  cercle  \  a  pour  section  sur 
le  plan  donné  une  couique  qu'il  est  inutile  de  tracer  el 
qui  est  bitangente  à  C  en  h.  et  B.  Les  plans  des  coniques 
d'intersection  ont  pour  traces  des  droites  telles  que  I) 
et  D'  formant  faisceau  harmonique  avec  \P>  el  \  B'  el 
que  nous  allons  déterminer  \  fig.  10).  Coupons  les  deux 

Fis.  i". 


quadriques qui  nous  donnent  ces  droites  par  uue  droite 
que  nous  prendrons  en  \V.  Si  l'on  connaissait  les 
points  [VIN  et  M '  V  où  celte  droite  coupe  les  deux 
coniques  de  contour  apparent,  d'après  le  théorème  de 
Desargues,  D  et  I)  couperaient  la  droite  \  \  en  deux 
points  formant  division  harmonique  avec  M_\  et  M  \  . 
Oi',  M  et  X  si'  déterminent  aisément  en  les  considérant 
comme  les  axiaux  ou  les  centres  de  deux  cercles  cou- 
pant le  cercle  \  sous  L'angle  \  .  de  centres  sur  \  \  et 
orthogonaux  à  ('..  Les  deux  cercles  Met  "S  passant  alors 
.1/;//.  de  Mathémat.,  \    série,  t..  V.  |  \<>iït  uio3.)  ?.2> 


par  deux  pointa  ti\<  -  qui  sont  les  pointa  communs  aux 
cercles  \  h  V,  el  coupanl  \  bous  un  angle  connu, 
s\  'lu  icnnenl  rapidement . 

(  )n  in  déduirait,  comme  dans  le  problème  de  <■  i 
goune,  la  construction  d'un  point  x  et  l'on  achèvera  la 
solution  comme  «  i  dessus,  si  !  <>n  peut  avoir  les  points 
my  n  où  la  perpendiculaire  en  a  à  ON  coupe  laconique 
de  contour  apparent  de  la  quadrique  relatiye  à  N 
fig.  m   .   Remarquons  que  cette  conique  étant    bilan 

n.    n. 


gen te  au  cercle  C  en  N  i  i  B  tout  point  M  de  cette  conique 
donne  un  rapport  constant  pour  sa  dislance  à  \l>  et 
pour  la  longueur  de  sa  tangente  à  t.:  la  distance  de  m 
i  A.B  étant  connue  el  le  rapport  constant  dont  ou 
vient  de  parler  l'étant  également  puisqu  "ii  a  déjà  en  M 
•  i  \  deux  points  particuliers  de  cette  conique,  <>n  aura 
tisémenl  ///  el  //.  el  I  ou  achèvera  sans  peine  la 
solution  comme  pour  le  problème  >\>-  <  îergonne. 

(  )n  peut  toutes  les  fois  que  x  est  extérieur  au  cercle  C 
ibrégei  les  dernières  constructions  en  remarquant  <|ii< 
les  i  ercles  <  herebéa  passant  par  deux  pointa  Gxea  réi  Is 
<i   devaul   couper  sous   l'angle  N    un   cercle  don  ni 
déterminent  1res  aisément  eu  Lransformanl  la  figure  bai 

inversion  par  rapport  à  un  des  deux  points  réels nu», 

<|ui  sont,  comm  ■  on  l'a  vu,  l<-s  point  i  où  la  pol  lire  de  i 
(  oupe  I 
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Cette  remarque  s  applique  évidemment  île    même  au 
problème  de  <  rergonnc. 

\\  .  Extensions   diverses. 

L'étude  des  cercles  <lu  plan  correspond,  comme  ou 
sait,  en  iransformanl  par  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  un  cercle  quelconque,  à  l'étude  des  coniques 
ayant  un  foyer  commun  qui  est  le  centre  du  cercle  par 
rapport  auquel  on  fait  la  transformation. 

.Mais  il  existe  d'autres  extensions  immédiates.  C'est 
ainsi  qu'on  étudierait  de  façon  analogue;  les  sphères  en 
les  représentant  par  des  points  de  l'espace  à  quatre 
dimensions,  ou  plus  simplement  qu'on  étudierait  les 
segments  portés  par  une  droite  en  leur  associant  des 
points  d'uw  plan  lixe  passant  par  la  droite  au  moyen 
d'une  conique  fixe  de  ce  plan,  avant  un  axe  perpen- 
diculaire à  la  droite  portant  les  segments  considérés. 
Celle  étude  est  d'ailleurs  assez  intéressante,  car  elle 
permet  d'utiliser  un  très  grand  nombre  de  propriétés 
des  courbes  plane-. 


[Alb  et  II] 

UN  THEOREME  RELATIF  AUX  VALEURS  MOYENNES; 

Par  M.  T.  HAYASHI,  à  Tokio. 


Dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
lie,  t.  XXVI,   p.   281-28/f)]  MT.   I)"|;"id   a    prouvé   un 
théorème  relatif  aux  valeurs  moyen  nés  et  M.  G.   Dai 
boux  en  a  donné  une  autre  démonstration. 

\  oici  une  proposition  analogue. 

Soient  <ï|,  a2 </«  n  nombres  positifs  tous  diffé- 


rcnis,  'i  soit  PC  le  produit  du  toutes  les  sommes  de  » 
quelconques  de  cos  n  nombres.  Il  j  a 

}  !    n 

telles  sommes.  Posons 

i 

P    ' 

- —        N 

On  a  alors 

N,        V  v        \  .  .  .        N 

Supposons,  en  effet,  que  le  Lliéorème  soil   vrai  poui 
//  nombres,  de  telle  sorte  que  I  on  ail 


P     '  P        ' 


<  r      „  I  I, 


,.|  rem  pi  a<  ons,  dans  cette  inégalité,  successivemenl  at . 

a. i     par  a„+l.   Multiplions  les  //       i  inégalités 

ainsi  obtenues     \   compris   la   précédente)  membres   à 
membres,  i  i  nous  obtenons 

;,!■     ;  HP         '  ,.<„_,). 

(  >, .  d'une  part,  Il  l\  comprend  n  i  <  ■ .  fa<  Leui  s, 
h,  d'autre  part,  !<•  produit  contient  symétriquement 
ums  les  li«  leurs  de  I';,   ,  qui  sont  au  nombre  de  <'.;,. ,. 

<  )ii  a  donc 

i 

ni'  IV, 

et,  d'une  fa lalogue, 

i 

il  »  i 


<  )n  en  conclut  nue 

H-t-1  n-H 

(1"'         fin  <  l  i   I"''  I    i1 

et,  par  suite, 

i  i_ 

l  pr       \<-'„+,  (  P/M  1    |C„    \ 

/•  /•  -+- 1 

lorsque  /•>_  //  —  i . 

Cette    inégalité    est,    d'ailleurs,    évidente    lorsque 
/•  =  //. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  n=2  est,   par  suite, 
général. 


[M- la] 

DÉTERMINATION  D'UNE  SURFACE  ALGÉBRIQUE; 

Pah  M.  LANCELOT. 


Soit  une  surface  algébrique  de  degré  ///.  Son  é(jua- 
tion,  en  coordonnées  homogènes, 

f(ar,y,z,t)  =  o 

a  pour  premier  membre  un  polynôme  homogène  eu  r. 
y,    z,   /,  comprenant   un  nombre  de  termes  égal  à   Y"' 
(nombre  des  combinaisons   avec    répétition   de  quatre 
lettres  ///  à  ///).  11  comprend  doue 

_  (/»■+-  i)  (m  -+-  i)(m  -h  3) 
4  ~  6 

paramètres  homogènes  ou 

I  m  -    I  i  (/;/-'  i  i  01-4-3  i  m    ni'-— (\  m        m 

coefficients  non  homogènes. 


i       II   I  i  il  I    doDC,    | ..  in    i  Ici  ii  iniiicr  uni'  mii  I 

/// 1  ///  '    •    fi  ///        ii 
6 

conditions  simples    se  Lraduisanl  par  une  seule  relation 

entre   les  coefûcienls)   el    indépendantes   les   unes  <l<"> 

autres. 

.,  .  ///   ///-  h  6m  +  n) 

l.ii   i  temple,  pai  (><»niis  passe,  en 

général,  une  suri  m  <•  de  degré  ///,  et  une  seule. 

.  //////■'  l.//;  I  1  I  . 

rar  — -  —  i  puini».  passenl  une  mu- 

ni té  de  surfaces  dépendant  il  un  paramètre.  Les  équa- 
tions •  1 1 1 ■  expriment  que  la  surface  de  degré  ///  passe 
par  les  points  donnés  étanl  linéaires,  I  équation  géné- 
rale de  ces  surfaces  esl  de  la  forme 

j    ./.  .     z,t        i  :    v,yt*,t 

ii  ces  surfaces  passenl  toutes  par  une  courbe  qui  esl, 
en  général,  de  degré  m1,  intersection  des  surfaces 

/     i  .   \  .  z .  I     =  0,  i)  =  0. 

Il  s'eusuit  que  la  courbe  algébrique  de  degré  m-. 
intersection  de  deux  surfaces  de  degré  m.  esl  déter- 
minée par  la  connaissance  de 

///   ///        6 m  -+-  n      -6       m  '  -   i.  m  -'      i  i  m       6 

- = ■  >•  »  i  m  i  - . 

6  6  ' 

pai   tous  ces  points,  il  passe  une  infinité  d<    sui 
faces  de  degré   m   ayant   en   commun    une   courbe    <!«• 
degré  ///-'.  el  une  seule. 

, ,                      6/n  ■+-  n  •  •    .• 

r  i  —  ■>  ixiimIn  passenl  une  mli 

nité  de  surfaces  de  degré  m  dépendant   linéairement 


(  35g  ) 
de  deux  parauièl l'es 

/-+-Xç  -^   =0. 

Ces  surfaces  < >n  i  en  comuiun  ma  points  :  les  points 
d'intersection  des  trois  surfaces   /  =  o,   ^     -o,  y 

On  a  iIdiic  le  i  liéorème  suit  uni  : 

Toute  surface  <l<-  >/<'^r(:  m  passant  par 

m3  +  6m2+n»(  —  i  ■>. 

■ IKlIIltS 

(l  ' 

passe  en  plus  />ar 

m3      i>//(-  --  -m/// — 12        5///3 — C>///'2 — 1 1  m    -    \i 

/// l  —  =  

6  6 

nulles  points. 

Isolons,    parmi    le    système    à    deux    paramètres   de 

r                                  ,        m{  m'+  (>///-   1 1 
surlaces    passant    par   les    - ■>.    points 

donnés,  un  système  à  un  seul  paramètre.  Toutes  ces 
surfaces  ont  en  commun  une  iufinité  de  points  formant 
nue   courbe   de    degré    m2.    Comme    elles   vont    tontes 

.        5  /// :i  —  f>  //?  -  —  ii///  —  i  a  .  .. 

passer   par    les    ; autres   points,    il 

s'ensuit  que  eelte  courbe  de  degré  m2  passe  également 
par  ces  points. 

On  voit  donc  que  : 

n      m   ///•    -  6m  ~  1 1  i  •         -i  ■    r 

i      l'ai   ; 2  points  il  passe  une  inh- 

nité  de  courbes  de  degré  m-,  intersections  de  deux  sur- 
faces d'ordre  m  :  toutes  ces  courbes  ont  en  plus 

'>///'  —  6m2  —  n///  -+■  i  ' 
6 
autres  points  ûxes. 

'"    Toute  surface  d'ordre  m  coupant  une  courbe  de 


degré  m-,  intersection  de  deux  surfaces  d'ordre  ///.  en 


///.  m        6  m       ii 


•  |i"i  ni  -  fixes, 


.1  « -< > 1 1 1 it -  «  ii 


■  ///  '    -  Ci  m"        i  i  m  -+-  12 


.niti es  points  li\<  - 

/  xemple.  --   i "  ///     -  a  : 

///(  ///-      6m  -+-  i  c)        -    i       ■  •      ii' 


Par  g  points  passe,  en  général,  une  quadrique,  el 
une  seule. 

Par  8  points  passe,  en  général,  un  faisceau  de  qua- 
driques  ayanl  en  commun  une  biquadraliquc  gauche. 
I  ue  courbe  gauche  du  quatrième  degré,  intersection  de 
deux  i|uadriques,  esl  déterminée  par  s  points. 

Par  ~  points  passe,  en  général,  un  réseau  de  qua- 
driques  ayanl  8  points  communs.  Toute  quadrique 
passant  par  n  points  passe  égalemenl  par  un  huitième. 

m        î  : 

/// 1  ///-  c.///      i  n        l  1 1 

6  ci 


19. 


Par    10    points   passe,   en    général,   une    surface   du 
1 1  oisième  <\r-i  é,  el  une  seule. 

l'.n    iS  points  passe,  en  général,  un  faisceau  de  sui 
i  ubiques  ayanl  en  commun  une  courbe  «lu  neu- 
vième degré . 

Pai    \~  points  pas  e,  en  général,  un  réseau  de  sur- 
-  cubiques  ayanl  1 ~  points  communs.  Toute  surface 
cubique    passant    par    17    points    passe    en    outre    par 
in  points  fixes  différents  des  \~  premiers. 


I6i  ) 
Remarque.  —  On  voit  que  (de  môme  que  pour  la 
détermination  <!<••>  courbes  planes)  la  donnée  d'uu 
certain  nombre  de  points  peut  ne  pas  donner  ce  même 
nombre  de  conditions  distinctes,  la  donnée  de  quelques- 
uns  d'entre  eux  pouvanl  résulter  nécessai  renie  ni  de  la 
donnée  de  quelques  autres. 

Exemple  de  points  non  distincts  pour  la  détei  mina- 
tion  (l une  surface.  —  On  sait  qu'une  surface  de  degré  /// 
et  une  courbe  de  degré  />  se  coupent  en  mp  points;  el 
que,  par  suite,  si  une  surface  de  degré  ///  passe  par 
(mp-\-  1)  points  situés  sur  une  courbe  d'ordre  /'.  elle 
la  contient  tout  entière. 

La  donnée  de  ces  |  mp  4-  i  >  points  entraîne  donc  celle 
d'une  infinité  d  autres  comprenant  tous  les  points  de  la 
courbe. 

Ainsi,  la  donnée  de  3  points  situés  sur  une  même 
droite  entraine,  pour  une  quadrique,  celle  de  tous  les 
points  de  la  droite. 

La  donnée  de  n  points  d'une  cubique  gain  lie  entraîne, 
pour  une  quadrique,  celle  de  tous  les  points  de  celte 
cubique'. 

On  a  vu  que,  en  général,  une  quadrique  passant 
par  7  points  passe  par  un  huitième  point  seulement; 
on  a  donc  une  exception  à  celle  règle  générale  el  l'on 
est  amené  à  distinguer  deux  sortes  de  réseaux  linéaires 
de  quadriques,  les  unes  avant  8  points  fixes  et  les  autres 
passant  par  une  cubique  gauche. 

On  voit  en  plus  que,  par  -  points,  ne  passe  aucune 
cubique  gain  lie  en  général. 

Théorème.  —   Si,  sur  les  m3  points  d'intersection 

de  trois  surfaces  algébriques  de  degré  m.  ni- p  sont 
situes  sur  une  surface  de  degré  p  inférieur  à  w»,  les 


m  —  /-     autres    sont    situés    sm    une    surface   de 

m  — />. 

I    u.  m  /a-  m       />  •  était  plus  pclil  que 

(  m       /■       i      m       p        <      m       p 


—  i 


ou  égal  .  par  ces  m2 (m  — p)  poiulsoii  pourrai)  toujours 
faire  passer  une  infini  le  de  surfaces  <l<-  degré  ///    -  /'  l  ou 
une  seule)  el  le  théorème  sérail  évident. 
Si 

m  - 1  //'  —  /'  I  > Ç —  i , 

prenons  parmi  les  m-  ni  —  »)  points  eu  question  ce 
uombre  de  points.  Ils  déterminent  une  surface  de 
degré  m — />  qui,  avec  la  surface  de  degré  />  donné, 
<  onstitue  une  surface  de  degré  ///,  passant   par 

///       p  •+■  i)  (m  —  p       s)  i  m  —  /< 
,„->_,.-.  g 

des  .'// :  point s  donnés. 

(  .c-  nombi  e  <-•,{  d'ailleurs  supéi  ieur  .;i 

///   '//  -      6m  +  u) 

-6 "' 

el  l.i  surface  particulière  de  degré  ///  considérée  p 
par  les  m*  points  donnés.  c.  q.  f.  d. 

/  temple.      -    Soient     trois    quadriquea.    Elles 
coupent,  en  _■  lierai,  en  8  pointa.  Si,  sur  ces  8  points, 
m- 1>        j     ///        > .  i>       m   se    trouvent    sur    un    même 
l>l  ni     />   =  i),   les    J   autres   se  trouvent  aussi   sur    un 
même  plan. 

Si,  -m  les  •-  points  d'intersection  de  trois  surfaces 
cubiques,  > \  se  trouvent  sur  un  même  plan,  les  18  ad  très 
-•  trouvent  sur  une  quadrique 


Ce  théorème  peul  ètro  regardé  comme;  relatil  k  I  in  1er 
section  d'une  surface  de  degré  ///  <i  dune  courbe  de 
degré  ///-,  intersection  de  deux  autres  surfaces  de 
degré  m. 

Soient  une  surface  de  degré  ///  et  une  courbe  «I»' 
degré  mh  qui  puissenl  rire  considérées  comme  appai 
tenant  à  l'intersection  d'une  autre  surface  de  degré  /// 
et  il" d ne  surface  de  degré  //.  I  ne  surface  de  degré  ///  —  // 
constitue,  avec  cette  dernière,  une  surface  <!<•  degré  ///. 
Les  trois  surfaces  de  degré  ///  ainsi  formées  <  >  1 1 1  en 
commun  m3  points,  dont  ///-'//  sur  la  surface  de  degré  h 
et  iii-i  i/i  —  h)  sur  l'autre. 

Par  les  m- (  in  —  h)  derniers  points  et  par 


///         I  i  i  ni  —    2        //' 


■ 


6 


—  i  —  m-i  m  —  h 


<l<\^  ///-' //  premiers  faisons  passer  une  surface  de  degré  m  ; 
t-lle  appartient  au  réseau  et  passe  par  les  m3  points 
considérés.  (  m  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si,  par 

(m  +  i)i  m  —  2)  ( m -t-  3)  . 
—  1  —  /h2(  m  —  h 


points  (l'une  courbe  de  degré   rnh   (h<Z.m):  on  fait 
passa  une  sur  face  de  degré  m.  elle  coupe  la  courbe  en 

m   -  1 ,  i < m   ■    >  •  ■  m 


autres  points  fixes  {h  est  suppose  plus  petit  que  m    el 

il  faut  ifue 

y  m     -  1  1 1  m  —  >  1  1  m  -    3 


[K7a] 

Mil  LES  RAPPORTS  HYPERANHARMOMQUES; 

Par  M.  '.i  orgi  -  REM<  >!  \l»<  »/.. 


I.  Dans  un  article  préccdenl  |  '  noua  avons  établi 
mu  extension  de  la  notion  du  rapport  auharuioniquc 
de  quatre  quantités  au  cas  de  •  n  quantités,  '/  élanl  nu 
•  ■m ier  < | ii<  1  <  < nique. 

Les  nouveaux  rapports  (rapports  hypcranharmo- 
uiques  •  sonl  des  quotients  de  deux  produits  de  //  diffé- 
rences; chacune  des  2 /*  quantités  ne  figure  qu'une  fois 
dans  le  numérateur  el  le  dénominateur,  mais  toutes  \ 
figun  m  dans  chacun  des  ternn  s.  I  l'esl  là  !<•  mé<  anisme 
de  1<  ur  Formation  el  le  fail  qui  entraîne  toutes  les  pro- 
priétés 'I'-  ces  1  apports. 

Il  ne  faul  pas  croire  que  les  rapports  hyperanharmo- 
niques,  tels  que  je  les  ;ii  définis,  ne  sonl  que  <!<•>  pro- 
duits de  rapports  anharmoniques  il<-  quatre  quantités. 

I..i  plupart  'I  entre  eux  soûl  des  expressions  qui  ne 
sonl  pas  'lu  toul  réductibles  aux  rapports  auharino- 
uiques  usuels. 

Supposons,  par  exemple,  que  !<•  numérateur  con- 
tienne la  différence  )  ,  r:  el  le  dénominateur  la  <lil- 
féi  enci    .  . 

Mors,  -i  i  t  figure  dans  l«-  numérateur  par  la  diffé- 
rence j  y  h  h  i,  a,  3),  il  faut  que  ^j  soit  combiné 
ave<    1     dans   le  dénominateur  pour   •]■>«*    I  ou  puiss< 

(  '  )  Voit  ■.  mars  1  . 


65   i 
former  un  .rapport  livperanharmonique  réductible  aux 
rapports  harmoniques    c  est-à-dire  produit  <lr  tels  rap- 
ports).  \ui  i ciiiciii .  le  rapport  obtenu  esl  bien  irréduc-^ 
ni, i, 

(.c  5011I  ceux  « 1 1 1 ■  nous  intéressent  surtout. 

L'évaluation  ilu  nombre  des  rapports  irréductibles 
est  facile  à  faire;  |«'  laisse  au  lecteur  le  soin  delà  faire. 

II.  Les  propriétés  des  rapports  uyperanharmoniqucs 
sont  tout  à  fail  aualogues  à  (elles  des  rapports  liaruiu- 
niques. 

Soit 


I!  {y\,yt 1»n  I  = 


P  '.«'i-.' ••• Xtn) 


Q  '.»  i-.' '-i y*n  I 

un  tel  rapport. 

Faisons  la  transformation  bomographique 


Un  aura 


I''.'-,..!.. .1    . 


(i  =  i,  2,  3 m). 


Pi 


■^i-rOH^o-rOi..,  '>3sn  -+-   0  i 

■"  '  '    (  y^!  -h  o )  ( y^î ■+■  3 ) . .  .<  y  si/i  —  r"  l 


V'.1   i.yi 


I   XO 


Il  en  i  ésultc 

•  ;  yi,yi y™)  =  Ri  «i,  -•: =j 

Les  rapports  hypcranharmoniques  ne  changent   pas. 


('  )  Dans  le  cas  <l<  /*  —  ;.  tous  !<■■>  rapports  réductibles  sont  n 
sairement  des  rapports  harmoniqui  -  l 'est  -à-dire  iju'ils  ne  renferment 
que  quatre  quantités).  On  s'en  aperçoit  immédiatement. 
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iiuand  <'ii  effectue  sur   i"ii>   \r-    yi  une  transformation 


Imhiiiil;i  ;i|iliii|in-  «  f  1 1  *  •  1  «  uiiiiiir. 


III.   Si  les    !  n  droit)  s  I  >M.    OM  ,  OM„ <  >M. 

sont  coupées  par  une  sécante  aux  points  M,.  M.. 

NI    Ma/i    les    r;i|i|)niis   hvperanharmoniques   île 

/.■  |ipiiii>  restent  1rs  mêmes,  quelle  que  mui  cette 
nie. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  fail  au  moyen 
du  précédent.  <  In  passe  d'une  sécante  .1  une  autre  pai 
une  1  ransformal ion  1 1  « •  1 1 1  < «^  1  apbique. 

Quanl  â  la  définition  du  rapport  hyperanharmouique 

de    -a  points  M , .  M. M  _     situés  sui   une  droite, 

elle  se  fail  ou  bien  au  moyeu  de  leurs  abscisses  relatives 
.i  une  origine,  <>n  bien  par  !■  s  si  gmeuts  M.  M,.  <l  nm- 
façon  évidente. 

Chacun  «l»^  termes  du  rapport  sera  un  produit  de 
//  segments  M.  M    n'ayant    tucune  extrémité  commune 

l\  .  Je  remarque  maintenant  que  la  formule  donnée 
dans  I  article  précédent  pour  l'évaluation  du  nombre 
des  rapports  hyperanharmoniques  de  \n  quantités  tient 
compte  aussi  des  dégénérescences,  t  est-à-dire  des  rap 
ports  ne  dépendant  que  de  '//,  quantités  1  //,  n  ou 
enc(  'i  e  des  1  apport  -  anharmouiqui 

Soit  Nfl  le  nombre  fourni  par  cette  formule;  le 
nombre  des  rapports  hyperanharmoniques  de  i/i  quau 
lités,  proprement  dits,  est  égal  à  N«  — N7i  ,.  Si  Ion 
iv  train  lie  de  ce  nombre  !«•  nombre  des  rapports  réduc- 
tibles 1  produits  de  rapports  anliarmouiqucs  ,  ou  obtient 
le  nombre  des  i . •  | > | »> •  1 1  s  <!<•  >  n  quantités,  <|ui  nous  inté- 
nlielh  ment . 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  HATI1ÉMATIQ11BS 
l\  1905  (MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

-  1 1  nos   pab   M.   CLAPIER. 


(ht  donne  un  cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  I!. 
n/i  l>oi/i?  fixe  k  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  I  a  rayon 
lumineux  FK,  émanant  d'un  point  I  de  In  circonfé- 
rence du  cercle  C,  se  réfléchit  en  K.  sur  le  diamètre  <  >k 
et  y«  rencontrer  lu  circonférence  de  C  en  "/>  point  Y.. 
Soit  M  Aj  milieu  de  lu  corde  II  et  soir  \H  A/  corde 
tir  C  perpendiculaire  au  diamètre  OK  <///  point  k. 

i  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits  au  triangle  MAI!  quand  I  décrit  In  circon- 
férence du  cercle  C. 

2°  Etudier,  dans  les  mimes  conditions,  comment 
curie  le  cercle  passant  pur  les  centres  des  trois  cercles 
exinscrits  au  triangle  MAB. 

3°  On  prend  un  second  point  k  /i.ve.  intérieur  à  <  . 
et  situé  sur  le  diamètre  OK..  Un  rayon  lumineux  ¥  k  . 
parallèle  à  FK,  se  refléchit  en  K  sur  ce  diamètre  et 
rencontre  en  E'  la  circonférence  du  cercle  C.  Trouver 
le  lieu  du  point  de  rencontre  de  II  et  de  Y  1 
lorsque  1  et  I  '  se  déplacent  sur  la  circonférence  du 
cercle  C.  Etudier  ce  lieu  en  supposant  que  k  et  k 
déplacent  sur  un  diamètre  fixe  et  de  telle  sorte  </u>-  I, 
milieu  de  kk  reste  fixe. 

j"    Soit    M     le   milieu    de    IV  I"  .    /.,/    ,//■,>//,<   MM     /,-//- 

contre  le  lieu  de  .M  e/i  ////  nouveau  point  II  e*  ce/m 
</('  M'  en  un  nouveau  point  Il  .  Etudier  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  II  OH   e(  la  perpendiculaire  au 

milieu  de  III I  . 


58 

S  i  h  le  point  qui  partage  MM  dam  un  rapport 
donni  .  Démontrer  que  le  lieu  du  />*>ir/r  h  <">/  en 
général  une  ellipse.  Examiner  comment  varient  la 
cercle  principaux  de  cette  ellipse  quand  le  rapport  m 
varie. 

I.  S  I  Kl  le  trajet  Buivi  par  un  rayon  lumineux 
issu  il  ii  j."ini  E  de  la  circonférence  (C)  «•!  se  réflé- 
chissait l  m  le  diamètre  PP  .  La  normale  K  \  i  ce  dia- 
mètre i  bissectrice  <lr  I  Kl  ;  par  suite,  !<•  faisceau 
K'I'I  est  harmonique  el  la  corde  1  I    va  passer  pai 

un  pi    i     lixe  l\  pôle  de  la  normale   \l>    fis.   i  l. 

g.  i. 


Il  en  résulte  que  le  poiul  M.  milieu  '!<•  1. 1  .  décrit  la 
circonférence  de  diamètre  OP  passant  par  \  el  B. 
Chei     i  pn^  comment    varient  les  centres  des  cercles 

qui  i i  m  les  <"i<:s  du  triangle    \  M 1 1  dont  !«•  cercle 

circonscril  est  fixe. 

I  de   de  diamètre  OP  passe   par  les   points    \ 

I  ,<  -  bisseï  ti  ii  es  de    \  \M'>  sont  Mi'  el  M*  > 

- 1  I lésigne  par  I   el   I  ( .  lj  el   I  :  les  centres  des 

ecrclet    inscrits,   ">n   sait   < | u > -   le  point    I'  est    le  milieu 
de  II,  el  le  poiul  <  )  esl  le  milieu  de  I    I  .  :  d  ailleurs,  h 


(   36g   i 
triangle   V.IP  esl  isoscèle  et  l'on  a 

n       PA 

et  le  lieu  des  centres  I  ou  I,  est  précisément  la  circon- 
férence de  centre  P,  orthogonale  à  la  circonféi  en<  i     ( 

Fi  g.  a. 


les  deux  autres  centres  1^.  el  I3  sont  tels  que  l'on  a 
01,  =  OA  =  0I3 

et  se  meuvent  sur  le  cercle  de  centre  O,  orthogonal 
à(C). 

II.  Les  milieux  des  côtés  du  triangle  I4 I2I3  formé  par 
les  centres  des  cercles  exinscrits  sonl  les  points  (  ).  Q,  Il 
situés  sur  le  cercle  circonscrit. 

Soient  \  el  P>  les  extrémités  des  diamètres  de  ce 
cercle  issus  des  points  A  et  B5  le  centre  du  cercle  qui 
passe  par  les  points  I,.  L.  I :!  esl  à  l'intersection  de  II  \ 
el  (^)B  ;  I  angle  formé  par  ces  droites  esl  constani  el  égal 

à  A115  et  le  lieu  de  ce  centre  1'  est  la  circonférence  de 
Ann.  de  Mathémat.,  \  série,  t.  \.  (Août  i\  -■  \ 


centre  O  passant  pai  \  el  B  :  en  effet,  une  rotation  de 
1 8o°  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit    amènera  il 

I  \.  1U.  Il'  sur  la  position  I  \  .  I  li  .  I  <>;  de  sorte  que 
FT)  esl  ég  il  el  parallèle  a  11'. 

Le  triangle  ROQ  esl   iuscril  dans  un  cercle  fixe  qui 
esl  le  ceiele  des  neul  points  relalil  au  triangle  1,1.1 
le  rayon  'lu  cercle  circonscrit  a  ce  triangle  esl  double 
«lu  rayon  'lu  précédent,  il  esl  donc  constant. 

Ainsi,  li-  «  1  utre  [esl  à  une  distance  (  )l*  des  points  I , . 
[a,  I  ,  el  la  circonférence  qui  passe  par  ces  trois  pointa 
se  meul  de  manière  < j  1 1  « •  son  rayon  ^* > î t  fixe  el  que  son 
(  entre  décri  1  e  une  eii  conférence. 

111.  Pour  construire  le  rayon  réfléchi  Kl  .  il  suflii 
de  prolonger  le  rayon  incident  jusqu'au  poinl  «l«'  ren- 
contre I)  avec  la  circonférence  G  el  '!<•  nu- 1  ici  DF  per- 
pendiculaire .ni  diamètre  I  'I'  fia.  1  ).  Si  l'on  fait  cette 
construction  pour  uu  rayon  E  1\  parallèle  .1  KK. 
les  arcs  II..  1)1)'.  FF'  son!  égaux,  et,  par  suite,  le> 
cordes  EF,  E'I    sont  égales. 

La  bissectrice  <!<•  l'angle  qu'elles  forinenl  \.i  ]>.t-^' 1 
par  l<-  |xiini  ()  ci  leurs  milieux  .M  el  M  sonl  à  égale 
distance  de  ce  point.  Si  1  on  désigne  par  '  )  le  conjugué 
bai  monique  du  | »> > ï  1 1  l  U  par  rapport  aux  pôles  P  el  I'  . 
il  e>i  clair  que  le  poinl  de  rencontre  des  rayons  réflé- 
■  liis  11.11     décrit  la  circonféren<  e  <le  diamèti  e  00  : 

II  m  circonférence  esl  fixe,  lorsqu'on  suppose  que  les 
points  l\  el  K/  se  déplacent  sur  le  diamètre  réllécliissaul 
le  m  uinie  que  leur  milieu  si  ni  fixe  \  en  effet,  nous  ivons 

li  relation 

•  ' I •         <  •  K         l; 
ÔP  .     i  'K         l: 


1  1  >k  -  t)K' 


OP       OP  H 


'>:•  ) 

si  le  milieu  de KK  est  donné,  OK     -OK    est  déterminé 
ri  le  segmcnl  <  M  >  es!  constant . 

I\  .    Les  lieux  des  points  M  «i  M    soni  les  cercles  de 
diamètre  OP  et  OF,  et,  de  plus,  ()\l       <>\l   [fig, 

Fig.  3. 


désignons  par  H  et  II' les  points  où  la  droite  MM'  coupe 
ces  cercles  et  joignons  PII,  P'H';  les  deux  quadrilatères 
inscriplihles  OPILM,  OP'H'iM'  montrent  que  les  angles 

OPH,  ÔP'li'  sont  égaux  respectivement  aux  angles  à 
la  base  du  triangle  isoscèle  OMM'  :  donc  le  triangle  PSP 
est  lui-même  isoscèle  el  le  point  S,  intersection  de  PH, 
PU.  décrit  la  perpendiculaire  au  milieu  (),  de  PP.  Le 
cercle  décrit  sur  OS  comme  diamètre  passe  par  les 
points  11,  Il  et  O,  :  donc  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  OHM    passe   par  un  second   point  li\e  (),;   de 

plus,  puisque  OtS  esl  la  bissectrice  de  11SII  ,  la  per- 
pendiculaire m  milieu  de  II II  pivote  autour  du 
point  <  >, . 


I  .  Les  angles  POH,  I'  '  »  1 1  compléments  des  angles 
.1  la  base  du  triangle  isoscèle  PSP  son!  égaux  et,  si 
I  on  prend  !«■  symétrique  II,  '!<•  Il  i>ai  rapport  au  dia- 
mètre IT  .  les  unis  points  II,.  O,  Il  ^>iii  en  ligne 
droite. 

Soit   A    le   | ••  > î 1 1 1    (jiii    partage    Mil    dans   le   rapporl 

<l é  m  :    menons  A</A,    perpendiculaire  h    l'I'  :   nous 

avons  les  relations 


h  II 

/'.II. 

h  II 

hx  H 

llll, 

g  A, 
tQH, 

h  ht 

llll. 

117/ 

TTTi  ' 

OAj 


I  nuis  iip  m 


I  x  I  •  •  1   '    1       •  I  ''  /'  I 

De   la    première   on   ueuuil  que  le  rapporl  est 

constant,  car  n  el  A,  partagent  tous  deux  II  II,  dans 
un  rapporl  constant,  Par  suite,  le  point  A,  décril  une 
circonférence  de  diamètre  OT;   les  deux  autres  rela- 

i  '//'i  •      '//'i 

h  i  ni  (lin-  le  r.iiipurl    ;  .  -  .  il   par  Miilr       ,    .  esl 
1  '  l         h  li  x  '  i/h 

tussi  conslaul  et,  par  suite,  le  lieu  du  poiul   //  esl    la 

figure    liomologique   du    lieu    du    poiul    A,:    i  esl    une 

ellipse  admettant  comme  cercle  principal   la  circonfé- 

i  ence  préc<  dente. 

I  * . « !•  —  le  ■  .-  de  la  figure,  c  esl-à-dire  quand  le  poiul  A 

i  il  situé  entre  les  points  II  el   II  .  le  petil  axe  de  I  el- 

II' 
lipse  esl  '  '  I  .     .,  étant  égal  ■>  ///  :  si  le  point  h  était  situé 

en  dclion  d<  -  points  II  el  M  .  I  )  I  sérail  le  grand  a \<-  de 
l'ellii 


(  3;3  ) 
CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL 


Caen. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  l'intégrale  de  l'équa- 
tion j>q  =  xy  </ui  s,-  réduit  à 


\/\  -i- r2        pour 
Son  noN. 


s  =  x  \f\        l     . 

11.   Déterminer   une   surface  dont  les   asymptotiqw 
projettent  sur  /<•  plan  des  xy  suivant  1rs  développantes  du 

cercle 

".        ./  ■-      y-=  </-• 

Solution. 


z  =  C.r -- C'y -\-C-h  e       -"- 

i  Juillet  rgo5. 

Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  Lignes  asymptotiques  de  la  surface 
engendrée  par  la  rotation  </<•  la  courbe  z  —  j\  x)  tournant 

autour  >/<■  <  >  ;. 
Ipplication  : 

./■     , :       !  a  ,       '■  ±  \fx -  —  a- 

z  —  \    i  a*  —  lo« 

•  a  ■>.  a 

On  construira  la  courbe  méridienne. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  les  surfa 

x--i-y-~-z-=i.ez         et         ax*-hbj 

et  l'on  demande  : 

i"  D'étudier  la  projection  sur  zOy  de  l'intersection  de 
ces  deux  surfaces  ; 


D'évaluer  l'aire  de  la  portion  de  la  premier*  surfaa 
tfui  est  comprise  à  l'intérieur  de  lu  f<  •  onde. 

(tu  considérera  successivement  les  <l  tix  cas  suivants 


Marseille 


h       i       i,       o 

I uillel  i qo5 . 1 


Épreuve  écrite.  —  /  n  cercle  de  rayon  donm  \\  "  poui 
centre  un  point  situé  sur  Oxà  la  distance  x0  de  l'origim  0 
,/,  s  ,  oordonm  •  s  rectangulaires.  Ce  cercli  a  pour  axt   Oa 

/'  terminer  lit  surface  passant  par  < ,   cercle  et  satisfai 
\<i/it  "  l'équation  aux  dérivées  partielles 

px         >/v  =  O. 

Déterminer  les  lignes  asytnptotiques  ■!<   cette  surfaa 


S  .1  I  PION. 


(•ni  rouve  le  conoïde 


rS(i)*H    ,.=    ». 

l.nii.i  vr.  pbatiqi  B.       Le  point  -  décrit  dans  le  plan  des 
un  chemin  allant  du  point  c,  -  y—i  au  point 


*,  =  !         '  i  y[=x 


sur  une  chaînette  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des   i 
/  a  /-  ttre  e  dt  signe  le  nombre  c  <nnu. 
Calculer  la  longueur  cL  ce  chemin  à  o,ooi  près. 


,i/5  pai  défaut 


Soi  DTION. 


Montpellier. 


(  Juillet  igo5 


Éprj  i  vi   écrite.        Un  cylindre  de  révolution  est  reprt 

u  nii  l 'ii  i ' ■  -  i  ouations 

x  =  •!  <■>>- 1.  /  -m  t. 


(  •'»:■•>  i 

i     Détei  miner  une  courbe  C  tracée  sur  le  cj  lindre,  i<  IL 
que  son  rayon  de  courbure  vérifie  la  relation 

R  sîn*o  = 


fT+b* 

où  cp  es*  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  -,  ■  né- 
ratrice  du  cylindre  et  b  une  constante. 

■  Calculer  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de  torsion 
et  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la 
courbe  <  !  obtenue. 

I  Démontrer  que  le  rayon  de  torsion  T  vérifie  la 
relation 

T  siii2tp  =  la. 

i  Déterminer  les  courbes  plus  générales  tracées  sur  le 
cylindre  telles  que 

T  sin  2  cp  =  >a  -+-  C  sin2  cp. 

Epreuve  pratique.  —  r  Déterminer  les  lignes  asympto- 
tiques  de  la  surface 

z  =  ./>-. 

■  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

z  =  x*yï, 

a  et  P  étant  des  constantes.  i  Juillrl  1900. 

Rennes. 

Epreuve  écritb  :  I.  Calcul  intégral.  —  On  donne  l'équa- 
tion différentielle  V.x 

(E«)     x(x    .i)^--+-[(a  +  2)a:-(a-f-i)]^H —y       ,, 

<a)  -x  désigne  une  constante. 

1"  Montrer  que  1  1^  1  admet  deux  intégrales  r„  et  v\ 
telles  que 

.' "       »(a,  a?),        ^1=  ar"*«p( —  a,  a?) 

o(ot,47j  désignant  une  série  entière  en  ,r  dont  I,  -  coeffi- 
cients dépendent  d>   ac.  <v  -  gale  à  1  pour  ./•  =  <>. 


/  /  ou\  er  In  limite  vi  rs  laquelle  tend  le  rapport  — — 

quand  ■>  /<  nd  vei  \  wéro. 

\  Cal  uter  la  transformée  dt  \x  définie  par  le  chan- 
gement de  variable  c  et  pur  le  changement  </< 
fonction 

y=  t'T, 

.1  compan  •  cette  transformée  à  l'équation  I 

i  Étudier  les  intégrales  de  l'équation  I  .,  à  laquelle  tt 
réduit   \j.  pour  2  —  <>.  Jans  h-   voisinagt    dt    chacun  dei 

irais  points 

1  0,  '  1  ■  ' 

II.  Calcul  différentiel.        r    Vérifier  que  l 'équation 


z  =  yx*  —  y- — 1  —  an  tang-    —  arctangyïr' 


.1 


représente  la  surface  développable  S  ,haii  1rs  plans  tan 
ç  ■•ut*  ont  pour  équation 

/  ~m  /       y  cos/       /. 

i  étant  un  paramètre  variable. 

Trouver   l'arête  de   rebroussement  et   les  lignes    de 
courbun  de  la  surfaci   S.  (Juillet  rg 

Solution. 
I.  La  série  c  -  obtient  en  faisan l 

"     j .      i'     j     ] .      '•  -- %     1 

(I  as  la  séi  ie  li\  pergéomél  rique 

a   a       r).  ..(a       n  —  i).b(b  -+- 1)..  .(b       n       1 


i 


1  .'...// . .    -        1   ...   -        //  —  1) 


»  In  .1 

linr —  -    tpl  ...  /    log  1 


el 


v    n/i.3...(in  —  i)\*)       i  an-i  / 


i     quation  Ka  admel  les  deux  intégrales 

Les  résultats  précédents  foni  connaître  un  système  fonda- 
mental  d'intégrales  de   E0  dans   le  domaine  de   chacun   des 

|i,iin|s    ./■  =  o,  X  =  s.. 

Pour  avoir  un  pareil  système  dans  le  domaine  du  point  x  —  i , 
il  Milïii  de  remarquer  que  l'équation  différent  ielle  E0  ne  change 
l>a~  quand  on  change  x  en  i  —  ./■. 

E0  est  l'équation  différentielle  des  périodes  de  l'intégrale 
elliptique  normale  de  première  espèce   </.---  v  .   En   chacun 

de  ses  trois  ]  >  <  »  i  1 1 1  -  singuliers,  l'équati létermjnanle  ;i  une 

racine  double. 

Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  le  système  d'équations 
différentielles 

d-  ./•        dr  il-  y  dy 

—i—r  H y   —  2r  H p-  •+■  io  —. I  I  y  =  o, 

dt*  dt  dr-  dt 

(/-./■       il.r         d*y 

dt^         dt  dr  J 

II.  a  désignant  une  constante  réel  le  choisie  de  façon  que 
l'intégrale 


f 


ait  un  sens,  calculer  lu  valeur  de  cette  intégrale. 

III.   (>n  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre 


>7* 
"ù  [>  et  g  désignent  les  dérivées  partit  lie»  de  la  /onction 
inconnue   z  /><ir  rapport  aux  variables  indépendant 
et   v. 

Intégrer  cette  équation  et  déterminer  une  surfin,   inté 
g ■/•///»•  passant  par  la  parabolt  dont  les  t  ouations  s<mt 


I  nu  i  \i  pratiqi  i  .  Déterminer  la  forme  générale  dt  i 
courbes  représentées  en  coordonnées  polaires  8,  r)  pai 
I  \  quation 

,/H  =  —   {/  — — 

/         i     \      / ■•  —  ig  /         mi 

où  a  désigne  une  constante  réelle.  (Juillet  igo5. 


CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIQUES  PREPARATOIRES 
\l  \  SCIENCES  PHYSIQUES  ET  INDUSTRIELLES. 


Caen. 


Épreuve  écrite.  —  I.    s"/  la  surface  dont  l'équation,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est  z*       '".>■  déterminer  um 

■  >urbe  C  dont  l<  i  tangentes  font  un  même  a  n  §  /•■  (|  avec  le 
pian  des  xy\  construire  les  prof eclions  de  C. 

Lorsque  taogO  est    '.    la   projection    tur  OXY  est   une 
•  ycloïdi  . 

II.   Deux  points  M,  M  </<•  masse  i  se  repoussent  avec  un, 

_  île  u  (iMM  :  en  outre,  chacun  d'eux  est  attin 

,/,    deux  axes  rectangulaires  OX    OY,  pai 

une  aie    à    seize    fois    ta    distance   au   point    0 

I    l'instant  initial,   les  deux  points  xont  sur  r,i>,  ,/,  -    i 

M    ,i)n/i/   une   .//-v.;v\,     \,i   et   une   vitesse   nulle,    M    "/"• 

<i  et  une  vitesse  8a  parallèle  à  OY.  Chercher, 

■  n  fonction   du   temps,    les   coordonnées    i.    \,    >     )     des 
deux  points;  reconnaître  qu'ils  tuivent  une  mime  trajet 
toire  et  <l<  U  rminer  cette  <  ourbe. 


i    ;:„  , 


SOLl  i  ION. 

Le  mouvement  .1  lieu  dan-  !<■  plan   \(,,i    ei   ses  équations 

sonl  linéaires  :  en  les  combinant  par  addition  ei  soustraci 

on  m  ri\ e  aux  intégrales 

x  =      lacos-it  hacos4<,        y  =  —  aasin2*      asin4^1 
a™' =  —  2acos2l  +  a  cos4'i        J'  —      2«sina<-     asin4l. 

Trajectoire  commune  :  hypocycloïde  ;  cercle  de  rayon  a 
roulant  dans  un  cercl<   de  rayon   \a.  Juin  1904.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  deux  courbes  C,  C 
respectivement  décrites  par  les  points  M.  M  dont  les  coor- 
données  rectangulaires  sont  de  la  forme  Rcos8,  Rsin8, 
a Q pour  M;  R  cos8',  RsinO'. —  a' W  pour  M'. 

Montrer  que,  si  l'on  fait  8'  égal  à  8,  les  tangentes  à  G 
en  M  et  à  C  en  M  se  coupent  en  un  point  P  e/onl  /c  /teu 
e*/  une  développante  de  cercle  orthogonale  à  MP  e/ 
à  M' P. 

L'angle  MPM'  es^  constant  :  clans  le  cas  où  il  est  droit, 
calculer  le  volume  Y  engendré  par  le  triangle  MPM'  et 
l'aire  \  décrite  par  son  périmètre  quand  8  </-<,//  de  <>  à  ic. 

Solution. 

-*Rï  a* -4-  R* 


24 


.        -2  R  /a» -i-  R*  -(  a  -+-  R  1  —  2  \  a»  —  R2 
A  = 

G  a 

II.  Mouvement  d'un  point  non  pesant  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  un  cône  dont  les  génératrices  font  avec  l'axe  un 
angle  de  lo   et  attiré  vers  le  sommet  du  cour  par  unej 

proportionnel  le  à  la  distance. 

Calcul.  —  *ur  une  sphère  de  10™  de  rayon,  on  con- 
sidère un  triangle  \  I!  '  !  :  on  doniw  les  longueurs  des 
cotés  /'.  c  et    l'angle    \   :  calculer  les  angles  B,  C  et  la 

surface   en    mètres   caries.  (Novembre    IQ<>40 


îo 

Éprei'vi  écrite.  I  Etant  i/'i/i/n  sur  une  tphère  un 
grand  cercle  (C),  de  pôles  \ .  A  .  </  un  point  quelconque  M 
il,   /,i  sphère  on  fait  correspond 

i     La  /'!■■/'  •  tion  P  de  M  sut  le  plan  du  <  <  rcle    I 

■  /     -  '■         t ion  Q  de  ( C )  avt     le  demi-cercle  A  M  \ '. 
.s'///-  quelle  courbt      I      tafoci  »e  déplacer  M  /»-///  y"''  /<  i 

points  P  ''  Q  décrivent  des  arcs  égaux?  Trouver  les  tra 
;i   -  orthogonales  des  courbt      i     •  /  rectifier  l'uni  de 
:  partir  du  cercle 

Soi v 

I     esl  une  i  oui  I"-  de  Viviani ;  i  rajecloires  : 
|  —  |0  =  col  ''. 

II.   On  donne  deux  cercl  G     ayant   même  ax( 

d(  ux points  M.  M'  »o/i/  assujettis  à  rester  l'un  su/-  le 
cerch  C),  rfc  rayon  l'>.  l'autre  sur  {Q  .  rfe  rayon  '  l!  :  //.* 
on/  chacun  une  masse  \  et  s'attirent  avec  une  fore*  /MM  . 
Trouver  le  mouvement  des  deux  points  en  supposant  leurs 
lit,  ss,  s  initiales  nulles. 

Calcul.  I   deux  heures  sidérales  données,  t,  t.  une 

certaine  étoile  circumpolaire  a  des  hauteurs  /<.  h'  et  un 
même  azimut  %  :  calculer  cet  azimut  ainsi  que  l<i  lati- 
tude, supposée  boréale,  du  lieu  de  l 'observation. 

i  Juillet  igo5. 1 

Marseille. 

Épreuve  écrite:  I.  Geométrii    lnalttiqoi   bi   analyse.  — 

i     Étant  donnét  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un 

de  raj  on  l!  et  de  centre  K,  tang  ent  à  Oy  en  { '. 

montn  r  que  le  lieu  des  pieds  des  per pendu  ulain  i  abais 

de  0  sur  les   tangentes  au  cercle  (C)  est  une  car- 

dioïde  Y. 

■  M  et  M  étant  deux  points  de  I  r  |  U  Is  que  l'angle  M»  »  M 
toit  droit,  trou\  •  r  le  lieu  du  milieu  du  -■  -  ">■  ni  M  M  . 

M    désignant   un  point   quelconque   de   (T)   et    P   un 
point  de  la  droite  «  »  M  tel  que  le  produit  OM.OP 
'/  une  constante  /■.  montra   que   le  point   I'  décrit   une 


S,        ! 

parabole  quand    M   décrit  (T);    trouver   les    traject 
orthogonales  dt  \  paraboles  obtenues  •  u  faisant  variei  ) 

i"  La  cardioïde  i  r)  rencontre,  en  dehors  de  l'origine, 
I  <i.i ■■•■  1 1  /•  en  u/i  point  \  >  t  I 'aa  e  <  »  >  e/i  deu.r  points  B,  B'  : 
calculer  l'aire  de  la  surfaa  E  engendrée  par  la 
tion  de  l'arc  AI!  autour  de  Ox\  calculer  aussi  le  volume 
compris  entre  cette  surface  '->>■/  un  plan  mené  par  0 
/<<  rpendiculairement  à  <  (a?. 

V  (  'alculer  I 'ait  e  de  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère 
de  centre  0  '/  rfe  rayon  >\\  qui  rst  comprise  à  l'intérieui 
d'un  cylindre  <l"/it  la  base  est  la  cardioïde  \  V  >  et  dont  U  s 
gém  ratrices  sont  perpendiculaires  au  plan  /  <>  i  :  calcula 
de  même  l'aire  de  la  surface  latérale  du  cylindre  ainsi 
limiti  . 

II.  Mécanique.  —  Réduction  d'an  système  de  sia 
teurs. 

Longueurs  des  vecteurs  : 

OA  =  2m,        OB  =  i-,        CD  =  V", 
EF  GII  =  3"'.         OL 

Les  position*  respectives  des  Lecteurs  sont   définies  par- 
les données  suivantes  :   \<>lî       6o'  :  CI»  et   EF  sont  perpen- 
diculaires au  plan  A<  >B,  les  points  *1  et  E  sont  sur  les  pro 
longements  de  >  »  A  et  <  >B,  e/  J'bn  a 

OC  =  5m,        OE  =  3m; 

GII.  dans  le  plan    ^.OB,   i  >v  perpendiculaire  à  la   bi 

trier  <  >G  </'-  l'angle  A.OB,  e<  /"'>«  a 

OG  =  6m; 
Oh  est  situe  dans  le  plan  mené  perpendiculairement  à  V.OB 

GOL       i  ">  .  (Juillet  1905.) 

Toulouse. 

Eprbove  écritb.  t.  Un  petit  adant  V.BCD  mobile  au- 
tour d'un  a.ee  vertical  0  est  assimilable  à  un  amit  m  très 
mime  de  rayon  II  centimètres  et  de  poids  P  grammes. 
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Un  ressort  spiral  plat  d'élasticité  parfaite  a  l'une  de 
tir  mités  fixée  en  F  et  l'autre  extrémité  attachai  enK 
n  l'un  des  bras  OA  du  volant,  t  une  distance  OE  =  p  oen- 
finn  très  de  /  'a  i  r. 

<>u  tourne  le  volant  <l  ttn  angle  i  radiant  dans  le  sens 


des  aiguilles  d'une  montre  à  partir  dt  la  position  d'équi- 
libre. Le  ressort  exerce  alors  sur  le  bras  skt  volant  un 
effort  perpendiculaire  de  f  grammes. 

On  abandonne  alors  sans  onoc  le  système  à  lui-mèsme 

i°  Étudier  le  mouvement  du  volant; 
Prenant 


l: 


l; 


>  T. 

T 


/ 


déterminer  P  de  manière  que  le  volant  batte  la  seconde. 
Nui  \.  —  t >n  négligera  le  poi  is  des  bras  du  volant. 


II.  Une  courbi  a  pour  équation  par  rapport  à  deua  axes 
i  ■  ■  tangulai)  es 

x  —  \        !>•• . 

a  et  li  étant  des  longueurs  données,  dont  la  /</■< 
positii  e. 

i  Construin  cette  courbe  et  calculer  l'aire  qui,  dans 
la  région  d<  -  i  négatifs,  est  limitée  par  la  -nul-.  .  l'an 
des  r  ii  la  bissectrice  d<   VangU  a  l 

-     Considérant  ensuite  b  comme  un  paramètn   variable, 


i    ;s.;   i 

trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes   repré- 
sentai s  par  cette  même  équation. 

KlMtll  VE   PRATIQUE.  —    Calculer  la   râleur  de  l'expression 

a*Mm>b~m> 
arc  tangO(c3-f-  «')  ^jb  ) 

dans  laquelle  on  a 

a  —  26,  ^  =  7,(3-*,  e—n^>\'i. 

0  =  o,o5a3. 

N.-B.  —  .'VA  signifie  logarithme  népérien  rie  b. 

(Novembre  1904.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  donne  dans  un  plan  une  cir- 
conférence de  centre  K  et  de  rayon  a,  et  un  point  Y  sur 
cette  circonférence. 

Trouver  dans  ce  plan  une  courbe  \'  dont  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  M  soit  égal  à  la  corde  du  cercle  h 
issue  de  A  parallèlement  à  la  tangente  en  M. 

L'axe  des  x  étant  parallèle  au  diamètre  \\\.  déterminer 
les  constantes  d'intégration  de  manière  que  Y  fiasse  par 
l'origine  <•  des  coordonnées  et  soit  normale  en  ce  point  à 
l 'axe  des  .r. 

L'arc  de  courbe  ainsi  déterminé  ira  couper  une  seconde 
j'ois  l'axe  drs  ./■  en  un  point  B  dont  on  calculera  l'abscisse. 
Trouver  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  »>1!,  l'aire  rom 
prise  entre  cet  are  et  l'axe  des  x,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  cette  aire. 

II.  Su/-  un  are  borizontal  animé  d'une  rotn non  uni- 
forme '•>  est  monté  un  régulateur  à  force  centrifuge  formé 
d'un  losange  articulé  A.BB'D.  Le  sommet  \  est  fixé  en 
un  point  dr  l'axe,  1rs  sommets  B  et  B'  portent  des  masses 
égales  M.  et  le  sommet  I>.  qui  peut  glisser  le  long  de  l'axe, 
est  attaché  à  I  'extrémité  d'un  ressort  éi  boudin  dont  l 'autre 
extrémitt  est  fixée  en  un  point  11  de  l'axe.  Le  ressort 
exerce  une  force  de  E  kilogrammes  pour  un  allongement 


./   l'unité  de  longueur.  Quel  sera  l'allongement  du 
■i  dans  l'état  d'équilibre  relatij  du  régulateur? 
On  appellera  I  l<i   longueui   naturelle  du  ressort,  a  la 


longueur    des    tiges    du    régulateur,    et     ■■        I    lit    dis- 
tant  II  \ . 

"//  //-  gligera  le  poids  des  tiget  •  i  U  %  frottements, 

li  ii  i  i  \  i;  pratique.  -  Un  pendule  est  formé  d'um  tigt  0\ 
très  miner  ,  i  ,1,-  ju,i,U  négligeable,  soudée  à  un  disque 
circulaire,  homogi  ne,  pesant,  suivant  le  prolongement 
d'un   de  ses  rayons   CA.    L'axe  de  suspension,   </ui  /ms-, 


,n    i».    ,  s/    horizontal   et   perpendiculaire    au   plan    du 
disque. 
On  dont 

0  A       o  C  A 


i     Calt  uler  la  dun  ■   d'oscillation  de  ce  pt  ndule. 

•  <>n  pratique  <l-n^  le  disque  un  trou  circulaire  et 
corn  i  ntrique.  Quel  doit  étn  le  rayon  dt  ce  trou,  pour  q ut 
/,-  penduh  ainsi  modifié  batte  la  s,  concL  ? 

f Juillet   ifl 
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[A3aa] 

NOUTOLES   DÉMONSTRATIONS  DU  THÉORÈME 
DE  DALEMRERT  ('); 

Première  démonstration  pah  M.  <•■  LERY. 


I.  Soit  f(  z)  une  équation  .- 1 1  ^,  t  ■  1  >  i  ■  î  «  j  1 1  *  - 

f(z)  =  a0.zm-+-  aizm   '-4-. . .  —  am=  o, 

à  coefûcienis  réels  ou  complexes. 

Représentons  respectivemenl  dans  deux  plans  P  et  P' 
les  quantités  imaginaires  z  et f(z).  La  fonction  /(z) 
est  uniforme,  de  sorte  que,  si  z  décrit  dans  le  plan  P 
un  contour  fermé  G,  l'afûxe  de  J{~)  reviendra  aussi  à 
son  point  de  départ  dans  P',  en  décrivant  un  chemin  G'  ; 
mais  l'argument  to  de/*(z)  qu'on  suit  par  continuité  le 
long  de  G'  pourra  avoir  varié,  si  G'  entoure  l'origine; 
cette  variation  sera  d'un  multiple  de  i~,  en  supposant 
que  G'  ne  passe  pas  par  l'origine,  c'est-à-dire  que  C 
ne   contient   aucun    point-racine  de  f(z\ 

Comme  /(z)  est  continue,  en  prenant  pour  G  une 
petite  courbe  tout  entière  voisine  d'un  point  z0,  on 
aura  pour  G'  une  petite  courbe  voisine  du  pointj 
et  aussi  voisine  que  l'on  veut  si  G  a  tous  ses  points  suf- 
fisamment près  de  z0.  En  particulier,  lorsque  /("o) 
n'es!  l'as  mil,    on    peut  choisir  G   assez  proche  d<-  z0 


(l)  Le  théorème  de  Dalembert  faisant  de  nouveau  partie  du 
gramme  de   la  classe  de    Mathématiques   Spéciales,  nous  croyons 
rendre  service  à  nos  lecteurs  en  publiant  de  nouvelles  démonstra- 
tions de  cette  proposition.  V  d.  l.  R. 

Ami.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  V.  (Septembre  ig 


pour  que  C  ne  contienne  pas   l'origine,   et   alors  <o  ne 
varie  pas  lorsque  z  décrit  < .. 

Enfin,  si  deux  contours  ('.,  et  Ca  onl  une  partie  com- 
mune, stwl  < .  Le  contour  total  qu'on  obtient  en  la  sup- 
primant. Décrivons-les  dan6  le  sens  positif  ;  la  variation 
<lc  <<>  le  long  de  C  <'si  égale  à  la  somme  des  variations 
le  long  de  '  .,  el  ( ._ 

2.  On  peut  trouver  dans  le  pl<m  V  un  <  on  tour  I  tel 
<pic ,   lorsque   z   le  décrit,  l'argument  de  f(z)  varie. 

—   I .h  efifet,  en  posant  Ç  =  ->  on  a 


f       _  "„  \-a.iX,  -T-. . .—  a ,„l' 
J\z)—  71k 


si  Ç  décrit,  dans  le  mus  négatif",  un  cercle  ayant  pour 
centre  Porigine  el  de  rayon  assez,  petit,  !<•  numérateur 

résilia    voisin    de    U0,    qu'oïl     suppose   non    nul,    Cl    son 

argument  reviendra  à  la  même  valeur;  l'argument  du 
dénominateur  diminuera  de  >.///-.  et  celui  de  f(z} 
augmentera  de  cette  quantité.  <  >r  1  décrira  !<■  cercle  en 
question  si  z  suit  un  cercle  r,  de  rayon  suffisamment 
grand,  dans  le  sens  positif. 

3.    />'///•.    le  venir  Y  e.tiste  du   moins  une  racine   île 

/  z).  —  Par  les  diamètres  parallèles  aux  axes  <le  coor- 
données, (li\ison^  en  quatre  parties  le  «aire  circonscrit 
a  I  :  soient  C,,  (',_,.  (1:|,  C*  les  contours  des  portions 
•  le  i  comprises  respectivement  dans  ces  carrés.  Si  I  un 
d'eux  contient  un  point-racine,  le  théorème  est  vrai; 
m  cela  n'a  pas  lieu,  la  variation  de  <•>  l<-  long  de  I  un  au 
moins  .le  ces  contours  n'est  pas  nulle,  sans  <|iioi  la 
somme  des  quatre  variations,  <|ni  est  la  variation  le 
long  de  I.  sera ii  nulle. 


(  3*:    I 

Appelons  C(,)  celui,  ou  l'un,  des  contours  donnant 
une  variation  de  (•>  :  divisons  Le  cuti'-  circonscrit  m 
quatre  parties  égales,  et  ainsi  de  suite. 

Si  aucune  des  lignes  de  division  qu'on  emploie  suc- 
cessivement ne  passe  par  un  point-racine,  ou  obtient 
une  suite  de  contours  C^,  C^2\  ...,  contenus  les  uns 
dans  les  autres,  inscrits  dans  des  carrés  tels  que  le  côté 
de  chacun  d'eux  est  moitié  de  celui  du  précédent.  Ils 
ont  pour  limite  un  point  z0  intérieur  à  T. 

C'est  un  point-racine,  car,  si  f(z0)  n'était  pas  nul, 
nous  pourrions  prendre  un  des  contours  C  de  la  suite 
assez  rapproché  de  z0  pour  que  le  contour  correspon- 
dant G'  soit  très  voisin  du  point  f\  z0)  et  ne  contienne 
pas  l'origine  dans  le  plan  P'  :  o  ne  subi  rail  pas  de  va- 
riation quand  z  décrit  C,  ce  qui  est  impossible. 

4.  La  démonstration  précédente  est  une  simple  ap-: 
plicalion  de  la  méthode  du  quadrillage,  dont  se  sert 
M.  Painlevé  pour  démontrer  les  théorèmes  relatifs  à  la 
continuité  des  fonctions  de  plusieurs  variables  et  aux 
intégrales  multiples.  On  peut  la  considérer  comme  une 
extension  du  procédé,  bien  connu  des  élèves,  au  moyen 
duquel  ou  démontre  qu'une  équation  algébrique,  à 
coefficients  réels  et  de  degré  impair,  a  au  moins  une 
racine  réelle  : 

£°  Il  existe  un  nombre  G  tel  que  l'on  ait 

/(G)/(-G)<.o; 

2°  En  divisant  le  segment  (G,  —  G  )  en  2,  i,  8,  ... 
parties  égales,  on  définit  un  point-limite,  qui  est 
racine. 


Deuxième  démonstration  pab  m.  Etienne  POMEY. 


Théorème  phi  i  iminaihi  .  Toute  équation  binôme 
ti  (tu  moins  une  racine. 

i  .1  "  =  a-\-  l>i  l'équation  binôme  considérée. 

J.   Supposons  «1  abord  ///  impair. 

Si  U  est  nul.  l'équation  a  une  racine  réelle  dû  signe 
de  a.  car,  x  croissant  d'une  manière  continue  <1<-  —  x 
à  -+-  x,  x'"  croit  lui-même  d'une  manière  continue 
de  —  x  à  4-  x  et  passe,  en  conséquence,  une  fois  et 
une  seule  par  la  valeur  a. 

Supposons  maintenant  h  <>.  Nous  voulons  montrer 
qu'il  existe  au  moins  un  système  de  valeurs  réelles  de  y 
et   de  z  satisfaisant   à   L'équation  (y -\-  zi)m=  a-\-  bi. 

Or,  cette  équation  envisagée  par  rapport  aux  incon- 
nues réelles  i  el  z  esl  équivalente  au  système 

i,  ,  i  ■--  c/i"'=  a  ■+  hi. 

-*i)m  —  a  —  bi. 

Ce  système  peut  s'écrire  abré>  iati\  ement 

A  =  l:  C  =  D. 

Ses  solutions  réelles  en  y  et  z  satisfont  au  Bystème 
AC  =  BD,        U)  =  BC. 

\|  ds  les  solutions  réelles  «le  ce  dernier  vérifient  l'équ  i- 
i  u  mi  A  -  U- .  s.in>  qu'on  (mis. se  affirmer  qu'elles  véri- 
tii'ui  l'équation  \  o.  Nous  allons  cependant  montrei 
que,  parmi  les  solutions  réelles  du  second  système,  il  y 
«  u  ,i  une  qui  vérifie  A  =  15. 


(  38g  ) 
En  effet,  les  équations  du  second  système  étant  expli- 
citées sont 

(3)  i  r2  — z«)"«=  a'-H**, 

(  ,'  i        (a  —  bi)(y -4-  zi)m —  (a  -+-  6i)  (^  —  *z  )"<  =  o. 

Si  Ton  change  i  en  — i  dans  l'équation  (4),  cette 
équation  ne  change  pas.  Elle  est  donc  indépendante  de  i, 
qu'elle  ne  contient  qu'en  facteur.  En  la  divisant  par  i, 
on  obtient  une  équation  à  coefficients  réels,  homogène 
en  y  et  z.  Comme  d'antre  part  le  terme  du  plus  haut 

degré  en  —  est  — ibi—  1  et  que  b  est  différent  de 
zéro,  cette  équation  est  de  degré  impair,  et  par  suiltt 
elle  a  au  moins  une  racine  réelle  en  — ;  soit  x  cette 
racine. 

Considérons  alors  le  système 

=~  =  a,  (y*-+-  z°-)'"  =  a2-f-  6*. 

Eliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  a 

«quation  en  2  qui  a  deux  raisons  réelles  opposées  ;( 
et  ~2*  (z2  =  —  zK  ),  dont  la  valeur  absolue  est  le  radical 
arithmétique 


«i  /  a*  •+■ 


2»!/ 

V 


6» 


(a*-t-i)' 


A  ces  deux  valeurs  z,  et  —  c-,  de  z  correspondent  res- 
pectivement les  deux  valeurs  réelles 

yl  =  (xzl        et        yt=. —  a*i  =  —  yx 
de  r. 

Cela  posé,  je  vais  montrer  que  l'un  de  ces  systèmes 

de  valeurs  est  une  solution  de  l'équation  (i).  En  effet. 


d'après  une  remarque  faite  j >l u^  li.mi.  ces  valeurs  vén 
lient  l'équation  A-       B2,  c'est-à-dire  l'une  des  équa- 
tions   \       B,    \       —  B,  en  sorte  que  l'on  ;i  l'une  ou 
l'autre  des  <^.il liés 

.-  -,,>«  =  _<„  +  bi  i. 

L'égalité  (6)  peul  s'écrire 

(—  y\—  *ti)m  =  —  (a   •   l-i  ■ 
ou,  puisque  wj  esl  imjiair, 

,  ;  i  /  |"  =  a  -  6/. 

Comme  l'une  des  deux  égalités  5  -  esl  satisfaite, 
nu  \oit  enfin  que  l'un  < I « ■  -^  systèmes  de  valeurs  (yt ,  zK  ), 
(y2,  ~L.  ;  satisfait  à  l'équation  (i). 

11.  Supposons  maintenant  m  pair. 

'  hi  a  alors 

///  —  >\>/>, 

■)  étant  un  certain  entier  positif  et  />  un  certain  nombre 
impair.  L'équation  proposée  peul  s'écrire 

(./•/' )îlt=  «-f-  bi 

■ 
ou,  in  posant  ■.»■'■-      -     m, 

(  lelle-d    .i '  1 1 1 1 «  I   lr>  <lru\   I  ;i«  ineS 

| 


l?i 
Soit  //,   l'une  <l  elles,    adoptons  pour  //  la  valeur  //,.  ni 
considérons  l'équal  ion 

Posons  (x?)*     =it,  l'équation  devient 

(  lelle-ci  a  deux  racines  :  je  considère  I  une  d'elles  u2,  el 
j'envisage  L'équation 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  cjn 'on  sera  conduit  à  consi- 
dérer l'équation 

xp  =  u^, 

Un  étant  une  imaginaire  de  la  forme  a  —  (Ji.  Comme  /> 
est  inférieur,  on  sait,  par  l'étude  faite  dans  le  para- 
graphe 1,  que  cette  équation  a  une  racine  au  moins. 
Et,  par  conséquent,  1  équation  (8)  a  une  racine. 

Théorème  de  Dalembert.  —  Joute  équation  algé- 
brique a  une  racine. 

Soit  f(z)  =  o  l'équation  considérée.  Posons 
z  =  x  -    vi, 

x  el  y  étant  réels.  Nous  pourrons  mettre  f\  x  —  yi  > 
Miiis  la  forme 

/'./•—  yi)  =   \    -  B», 

\  ci  1)  étant  deux  polynômes  entiers  en  x  cl  r  à  coeffi- 
cients réels.  On  en  déduit 

[i \f'x       .•/,]?  =   V5—  B». 

\-—  I)-'  est.  comme  A  et  B,  un  polynôme  entier  en  x 


et  )  à  coefficients  réels  ;  d'ailleurs,  x  et  }  étant  réels, 
sa  val  eu  i  u'est  jamais  négative.  11  est  tlonc  limité  infé- 
rieuremenl  et,  comme  c'est  une  fonction  continue  de  x 
et  i  .  il  \  a  un  minimum  qu  il  atteint  effectivement  au 

moins   poui    un   s\si<-i le  valeurs  .'„.  r„  (le  x  el   i  . 

Soient  A„  <-t  I'»,,  1rs  valeurs  que  prennent  A  el  B  pour 
x  =  .r0,  y  =  i  ■,,.  I  n  sorte  que  1  ou  a 

[mod/  .       |«s=A|-»-Bî. 

Je  vais  démontrer  que  I  on  a 

\        B0  =  o. 
Il  eu  résultera  que  l'on  a 

=  «. 

Posons,  en  effet,  poui  abréger,  .*■„  -r„i'  =  .z0. 
Soient  Ii  un  nombre  positif  arbitraire  <■(  <•>  une  quantité 
que  nous  déterminerons  ulléi  ieurement.  On  a 

/  i   -  u>h  >  =/(*,)  -    -  '-  l    : 

to1//'-    _  M'"hm    . 

en  désignant  par  m  le  degré  de  ./<-)• 
En  posant,  d'une  manière  générale, 

— ^ —  =  Aj  B*s, 
l'identité  précédente  peut  s'écrire  sous  li  forme 

-  u>h  )   —     \  B     '  '  ■  A      \  ;  -  -  B 

-H  lu'//*!  \t    •     B,l  l  —  .  ..-§-  W"«À"»(   V,„-r-  H,„/i. 

Le  polynôme  /  z  étanl  de  degré  r/i,  le  coefficient 
Am-r-Bjji*  de  m"1//'"  n'est  pas  nul,  et,  par  suite,  les 
coefficients   \,  ---!!,/.   \        l>./ \,„  •    B    ('ne sont 


pas  tous  nuls  :  soil  A/(  \\ri  le  premier  d'entre  eux 
qui  n'est  pas  nul .  Le  développement  def(zo-\-(i>h)  se 
réduit  alors  à 

=  A0-(-  B0/-i-  o)PhP{Xp+  Bpi)  -h. .  ,+  w'»/i'»(A„,  +  Bmi). 

Cela  posé,  toute  équation  binôme  avant  une  racine 
d'après  le  théorème  préliminaire,  il  existe  une  valeur  ) 
de  oj  satisfaisant  à  l'équation  mP=  s,  où  e  est  =b  i .  Et 
l'on  a  en  conséquence 

/(*o-t-XA) 

=  A0-f-  B0t-+-  eA^A^-t-  Bpi)  -+-...■+■  X'"A'"(A„,-4-B„,  0- 

Comme  ).  est  une  imaginaire  de  la  forme  a -+-  j/, 
le  second  membre  est  une  imaginaire  de  cette  même 
forme,  et  en  mettant  en  évidence  seulement  les  deux 
termes  du  plus  bas  degré  en  h  dans  la  partie  réelle  et 
dans  la  partie  imaginaire,  on  aura 

f(z0 -+-  X  h  )  =  A0  -+-  e  A,,  h /'  4- . . .  -+-  i( B0  -f-  £  Bp  hv  -H. .  .)• 
On  en  déduit  successivement 

[  mod/(z0  -H  >./<»|- 
=  (A0-t-sApAP-i-.. .  )*-+-<  B0-+-  e  B/,///'~. . .  I», 

[mod/(zo-+-X)]*-(A»  +  B*) 


=  •2£(A0AP+  BoB/^AP-t- 

les  termes  non  écrits  au  second  membre  étant  de  degré 
supérieur  en  //. 

De  même,  en  choisissant  pour  10  la  valeur  u,  d'une 
racine  de  l'équation  binôme  ti)^=e'i1  dans  laquelle  e' 
désigne  rh  i ,  on  trouve,  par  un  calcul  analogue, 


(2) 


[mod/(s0-f-nA)]«-(A2-+-B3 

=  —■.».£'(.  A0BP— B0  A,,  ./,'■- 


(  >i.  si,  datai  les  seconds  membres  de  (r)  et  (a),  les 
coefficients  <  1  « ■  h''  sont  différents  de  zéro,  <>n  peut 
choisir  !<■  nombre  positif  A  de  façon  que  Dnds 

membres  aient  <  bacuu  le  signe  <!<■  leur  premier  terme, 
et,  fii  prenant  convenablement  e  et  e'.  on  peul  faire  en 
sorte  que  ce  signe  s..ii  le  si^m-  moins,  mais  alors  <>n  .1 

[mod/(*,-i-XA)]«<  \        B 
el 

[im„|/(;„         ;x/,  ,]■-'  \ 

ce  qui  esl  impossible,  puisque  \~  IS,~  esl  le  minimum 
du  carré  <ln  module  de  J    :  1.  I  >n  a  donc 

\    \         |:   \\p=i  o        el         \    B     -  B    \    =  o. 

<  )i  \  i\\p  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  donc 
\  B*  est  différent  de  zéro,  el,  par  suite,  ces  deux 
relations  exigent  qu'on  ait 

A0=  Bo  —  o.  c  Q.   f.   1». 


[OSjoc] 

Ml IK  Mil  LES  COURBES  GAUCHES; 

Pas  m.  Soloh  ".Il  ISSU  1 1  [S 


I.  Nuit  à  trouver  les  courbes  gauches  <..  ayanl  même 
représentation  sphérique  des  tangentes  qu'une  courbe 
ai  bi traire  C  (qui  nTesl  pas  une  droite  ni  une  hélice  el 
qui  satisfont  en  outre  à  la  relation 

I     R,T)  =  o, 

l!  et   I  étant  les  1  aj  <>n>  de  courbure  el  de  torsion  '!<•  < . . 

Vous  supposerons  que  R  et   I  peuvent  être  exprimées 

.1  l'aide  d'un  paramètre  //  el  '(in'  I    d  est  pas  homogène 


I  ;w>  ) 

en  11  et  T,  ni  nul  ni  infini  pour  toutes  les  valeurs 
de  a. 

Si  C  est  une  courbe  quelconque,  on  passera  d'un 

point  M  i  .  i  .  -  i  de  G'  à  un  autn  ■  .M  .<.  r,  -  |  de  I  ■ 
par  une  transformation  de  Combescure  : 

dx  _  dy        dz         ds         R         T 

dP~dy~dl!~dP~W~T~'  ?("j; 

celte  transformation  n'est  définie  qu'à  la  fonction  tp(tf) 
près  :  on   aura,  en  prenaut  une  deuxième  courbe  C 

analogue  à  G'  de  rapports  analogues  aux  précédents  et 
si  C"  est  définie  par  les  formules  de  Serrel  i  voir  Note 
de  Serret  dans  Mokge,  Applications  de  l  Algèbre  à 
la  Géométrie,  5e  édit.), 


dx 

dy              dz             ds 

5iD  a 

—  COS  II           ty(lt)            I  -+-  •ji* 

R                                T 

1                         i    -  (L* 

(  '      '      Y      '                                   .             ,1-2            ,1   'S 

<3)     t  = ^^-r—    =       ,       ...       =  ?»<"  = 


1  (n-<}**-H  -V8)* 

comme  tp(  («)  est  arbitraire,  on  peut  se  proposer  de  la 
déterminer  de  manière  que  la  courbe  C  satisfasse  à  la 
relation  (î).  On  aura 

M  t« — — r'  T'T-ixnrT- 

\     (n-^-i-i»'")"  '    '        ' 

équation  qui  détermine  la  fonction  o,.  Des  formules (4) 

nous  déduisons 

r=       I  cpi(u)  sin  u  rfu, 

(c)  i-  = —  /  <pi(u) cosuau, 

|   c  =       /  <pi(u)«|>(a)  (/«. 


... 

Ce  soni  les  coordonnées  du  poinl  M  d'une  des  courbes 
cherchées.  On  remarquera  <  |  u  «  -  .*  el  y  sont  les  parties 
réelles  de  l'imagina  ire 


—  )       /./■  -    /  ,,    u 


du. 


l'.n  sorte  que  l<^  quadratui  réduisent  tou- 

j  0 1 1 1 S  à  deux  : 

/  tp,  <  u  ><•<"  du.  !  ç,|  u  i  i|;|  u  i  du. 

On  peut  même  signaler  le  cas  très  étendu  où  ces  qua- 
dratures se  réduisent  à  une  seule,  lorsque 

hiuscecas,  •!/  satisfait  à  I  équation 


(i-np-t-f»)1  y      w 


et  I  on  a 


x  =  '  ■:-•  u  i. 


Quant  à  .r  ri  ->  ,  ils  sont  donnés  par  la  quadrature 
ix — y  =   I   <■'"  i|*'|  u  i  du. 

Si  y//'  rsi  un  polynôme  satisfaisant  à  l'équa- 
tion |  i  />i.si.  la  quadrature  précédente  pourra  s'effec- 
tuer complètement. 

Remarques.  —  I.  Les  équations  |  3)  ont  été  <'m- 
plojées  par  M.  Bioche  pour  la  démonstration  'lune 
propriété  des  courbes  de  J.  Bertrand  |  Bulletin  de  la 
Soc.  ntathém.  de  France,  i  s  S  •  ^ .  j».  109). 


(  ••!<:  ) 

II.  Il  existe  un  autre  procédé,  du  à  M.  Darboux, 
pour  trouver  toutes  les  courbes  satisfaisant  ;i  l'équa- 
tion (i)  [voir  G.  Daiumm  \,  Théorie  des  surfaces,  t.  I, 
p.  J3).  Les  quadratures  qui  figurent  dans  les  formules 
de  M.  Darboux  peuvent  aussi  se  réduire  à  une  seule, 
par  des  changements  convenables  de  variables  et  des 
fonctions,  dans  des  eas  très  étendus. 

2.  Nous  allons,  à  litre  d'application,  traiter  deux 
exemples,  dont  le  premier  nous  fera  connaître  un 
exemple  de  courbe  gauche  algébrique  à  courbure  con- 
stante. 

Exemple  1  :  Courbes  gauches  à  rayon  de  courbure 
constant  (courbes  de  Monge).  —  Ces  courbes  satisfont 

à  la  relation 

R  =  a; 

on  a 

x  =      a     I     j — sui  u  au, 

J       (  i  ■+■  ¥  'T 


■f 


( 


O- 


il/ï 


j-  =  —  a    I     — '■ — — — —  cos  u  du , 

! ^—  y  ( u )  au  : 

dans  le  cas  où  il*(u)  =  tangu,  les  quadratures  précé- 
dentes deviennent 

x  =      al   sinucosuv  i  ■+■  cos*  u  du, 

y=  —  a    I   cos-  u\'  \  -+-  c»>--  u  du. 
z=       ai    -in  u  \   i  —  cos'2  u  du. 

et  elles  peuvent  s'effectuer  complètement  en  prenant 


9« 
-  =  t  comme  variable  indépendante:  la  courbe  corres 
pondante 

i  \    '  U\  \    ■  i u \ 

x  = —  a  i ■..- ■•  I      )   •  a  cos  (  —  I 

_«cos|     ■    )- 

,  //  \       3  i/a    .    /  u  \ 
tS,D5UJ--5    ,,nUJ 

/'  ''"  ,       ,,\''  ■  /'"  i    •    /  "  \ 

—     .  a  -in     — -  ) : —  a  cos»     —  )  sin  (  —  I, 

I  .  i/o  •/ 

*=-      ;    '<    J 

esl  algébrique. 

I.\i  mi'i.k  IJ  :  Courbes  de  M.  Mannheim.  —  Les 
normales  principales  de  ces  cow  bes  sont  binormales 
d' une  autre  courbe  (voir  E.  Goursat,  (nalyse,  L.  I. 
p.  556,  pour  la  bibliographie  il<-  i  es  courbes  >. 

(  loin  me  <>n  a  ici 

i  i 

i;    +ïî=  R  " 
il  \  ienl 

3  _  A 

</(!  -+-l>*  )-  I  I  —  'J^-f-'}'*)      2 

'-' ' "   -  ( i -». <^ )'(n-i|»«+^)  +  ci- -y .»* ' 

par  suite,  les   coordonnées  <l  un   poiul  de  ce*  courbes 
serout  déterminées  par  les  quadratures 

(I  -III  //    ,/lt 

|/*)*  (l  I      *   l'i'SH  f/« 

l|-r'i2)(l+lj/î+Vî)  +  >'}  +  V 

/      r  i  —  ^  )  »  r  i  -4-  fr»  -+-  <y  »  r  »  ^  fia 

' .'      (  l-f-  -i/*  )»  (  I  -f-  ^*  ■+■  V*  )  -r  (  <V  -+"  <]'"  )*  ' 


.'■ 


(  ■>■ 

Si.  par  exemple,  on  a 

■l  u)  =  u, 


les  formules  précédentes  deviennent 

-    r     ~u\u        f      u 

/-    /*      cosu         /        u        \ 
■'        _av  '  J    ga*-Hi6     ^/iTnr-27 

J  =       a  y/a    /    — ; -  f /  (  )  ■ 


[M3la] 

DÉTERMINATION  DUNE  COURBE  ALGÉBRIQUE  GAUCHE; 

Pab  M.  I.  V\CELOT. 


1.  Cherchons  le  degré  minimum  d'une  surface  pas- 
saut  par  une  courbe  algébrique  gauche  de  degré  ///. 

Soit  une  surface  de  degré  />.  En  général,  elle  coupe 
la  courbe  donnée  en  nip  points,  et,  si  elle  contient 
(/wy>-+-i)  points  de  cette  courbe,  elle  la  contient  tout 
entière,  si  elle  n'est  pas  indécomposable. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  sur- 
face passe  par  la  courbe  est  donc  qu'elle  contienne 
{  inp  -fi)  de  ses  points. 

D'autre  part,  on  sait  que,  en  général, 

/>'/>-  —  6 //  —  1 1  ) 

- — r1 |)i  u  ni- 

6  ' 

déterminent  une  surface  de  degré  />,  et  que,  par 

(p  -+- 1)  (p  +•  >  1 1  u  —  3  i 

— — ; - points 


ne  passe,   i  n  général,  aucune  surface  de  degré  />.  Il 
faudra  'lune,  en  général,  < j u«- 


ou  que 


ou 


' ,"     '    /       '    / 

'"/'  '      l      .  *—; * : 


/>*  —  dp"1—  (6m  —  1 1  )p  ~  •  ". 
p-  ■+■  Gp  —  (6/w  —  1 1 1  >  o. 


Ce  trinôme  en  />  a  ses  racines  de  signes  contraires  si 
6/// >  i  i    ou,   ///  étanl   forcément    entier,   si   ///      -  :  p 
étant  d'ailleurs  entier  el  positif,  il  faut  donc  que  ^ 
plus  grand  <jmc  la  racine  positive,  <>u  que 


p  >  —  3  -+-  /a(3/n—  i). 

Le  degré  minimum  cherché  est  donc  supérieur  <>u 
au  moins  égal  à  la  partie  entière  de —   ;       \        \m   —  i), 
à  la  partie  enti 

K  [  ^  i  i'Jm-n  ] 


augmentée  de  i .  <»u  à  la  partie  entière  <l<  ^   n  \  m  —  i  ), 
diminuée  de  >  .  Soit 


«  ette  partie  entière  : 

/-     E  —  i. 

Ainsi,  le  degré  minimum  d.'une  surface  passant  par 
une  <  ourbe  «lu  deuxième  degré,  «'si 

i     \   ■        -  ■+■  E(/ïô), 

—  2  --  I  ^  io)  esl  nul.  Donc,  quel  que  soit  l'entier  p, 
on  pourra,  par  une  courbe  du  deuxième  degré,  faire 
passer  une  sui  fa<  e  de  degré  />. 

I  temples.   —    i"   En   particulier,    par   une  courbe 


foi      I 

du  deuxième  degré  indécomposable  passe  toujours  nu 

plan  :  toute  courbe  du  deuxièi legré  esl  plane. 

La  donnée  d'une  conique  située  sur  une  surface  de 
degré  /<  équivaul  d'ailleurs,  au  point  de  vue  de  la  dé- 
termination de  cette  surface,  à  ■>/>       i  conditions. 

Soii  une  courbe  «lu  troisième  degré 

I  i  »  ii  i///  -   F)]  =  E(v/âx  8         !.   v  Î6    =  {. 

Donc 

/'      '• 

Donc  une  courbe  du  troisième  degré  n'est,  en  gé- 
néral, pas  plane.  Par  une  telle  courbe  passe  toujours 
une  surface  (lu  deuxième  degré. 

La  donnée  d'une  telle  courbe  équivaut  d'ailleurs, 
pour  la  détermination  de  la  quadrique,  à  la  donnée  de 

mp  —  i=2X>  —  1  =  7  point?. 

Doue,  par-  une  cubique  gauche,  il  passe  toujours  une 
infinité  de  quadriques  dépendant  de  deux  paramètres. 
On  reti'ouve  ainsi  la  distinction  des  cubiques  en  deux 
classes  : 

Cubiques  gauches  ; 

Cubiques  planes. 

>"  Soit  une  courbe  du  quatrième  degré  : 

E  |  \   m.  3  »i  —  i )  ]  =  E  (  t/i  x  i  i  •  =  H  (  »/.>2  )  =  i  • 

Donc 

/'  =  i  —  ->-,        />     ■-'■ 

On  voit  donc  que,  par  une  courbe  du  quatrième 
degré,  il  passe  une  quadrique> 

La   donnée    d'une    telle    courbe    équivaut,    pour    la 

Ann.  de  Mathémat.,  \"  série,  l.  \.     Septembre  igo5.)  ',» 


|      joa    ) 

déterminalion  de  la  quadrique,  à  la  donnée  de 

■>.  >    i       i       g  | ii - 

ci  détermine  entièremenl  celte  surface. 

Donc,  en  général,  par  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième  degré,   il  fiasse  une  quadrique  et  une  seule 
(/uai  tique  <lc  Steiner. 

On  .m  il  ;i  il  leurs  que,  si  les  i)  points  ^<  >  1 1 1  situés  sur 
la  courbe  <l  intersection  de  deux  quadriques,  il  passe 
par  ces  p  points  un  réseau  de  quadriques,  se  coupani 
suivant  une  courbe  gauche  <lu  quatrième  degré.  Donc 
il  existe  une  seconde  classe  de  quar tiques  gauches, 
intersection  de  deux  quadriques  :  biquadratiques 
gauches. 

Knlin  li  quartique peut  être  plane. 

<)m  retrouve  ainsi  les  trois  classes  de  courbes  du 
quatrième  degré,  et  l'on  voit  de  plus  que  toute  courbe 
du  quatrième  degré  appartient  à  l'une  <!<■  ces  trois 
.  lasses. 

j"  Soil  une  courbe  <lu  cinquième  degré  : 

I, |  k  2(3/n  — i)]  =  E( )/■}.  x  i  i )  -  I     \     - 

Donc 

P     > 

Donc,  par  une  courbe  du  cinquième  degré,  ne  passe, 
■  h  général,  aucune  quadrique. 

Par  une  telle  courbe  passent  des  surfaces  «lu  troi- 
sième degré.  La  donnée  de  cette  courbe  équivaut,  pour 
I  i  dé tei  m  ination  de  cel  te  surface,  à 

i       ii  ii  point  s, 

et.  comme  il  faul  ip  points  pour  déterminer  une  sur- 
face  cubique,    par    une    courbe    «lu   cinquième   di 
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passe,  en  général,  un  réseau  à  trois  paramètres  de 
surfaces  du  troisième  degré. 

La  courbe  la  plus  générale  du  cinquième  degré  fait 
donc  partie  de  l'intersection  de  deux  surfaces  cubiques, 
se  coupant  eu  outre  suivant  une  courbe  du  quatrième 
degré  i  i  +  5  =  9). 

Il  peut  arriver  que,  par  la  courbe,  passe  une  qua- 
drique  :  il  passera  eu  outre  une  infinité  de  surfaces 
cubiques  dépendant  d'au  moins  trois  paramètres,  <i 
l'on  a  une  seconde  classe  de  courbes  du  cinquième 
degré,  faisant  partie  de  l'intersection  d'une  quadrique 
et  d'une  surface  cubique  ayant  en  plus  une  droite  com- 
mune. 

Enlin  la  courbe  peut  être  plane. 

D'où  trois  familles  de  courbes  du  cinquième  degré. 

5°    Soit  encore  une  courbe  du  sixième  degré  : 

i:(  v ■'■"». (3 «i  —  n]  =  E(v/â><7^)  =  e(/34  I  =  >. 

Donc 

/'     3. 

Par  une  courbe  du  sixième  degré  passe,  en  général, 
une  surface  de  troisième  degré,  cl  pas  de  surface  de 
degré  moindre. 

La  donnée  d'une  telle  courbe  équivaut  d'ailleurs, 
pour  la  détermination  d'une  surface  cubique,  à 

6x3  +  1  =  19  points. 

Comme,  en  général,  par  19  points,  il  passe  une  sur- 
face cubique  et  une  seule,  il  s'ensuit  que,  en  général, 
par  x^nc  courbe  du  sixième  degré,  il  passe  une  surface 
cubique  et  une  seule.  Il  passera  d  ailleurs  par  cette 
courbe  une  infinité  de  surlaces  du  quatrième  degré,  et 
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I irbe  sera  l'intersection  de  deux   surfaces,  une  du 

troisième  el   une  du  quatrième  degré;  celte  interse* 
lion  étant  <lu  di  -;i  ••  3  X  .j       13  comprendra  donc  deux 

roui  i)<^  <lll    Six  unie  fli_  i  i 

Il  peut  arriver  que  les  icj  points  ne  soient  pas  ions 
dislint'ts,  au  point  de  vue  de  la  détermination  d'une 
surface  du  troisième  degré  Mors  itt  au  j»l  u  ->  seront  dis- 
tincts, el  il  passerait  par  la  courbe  un  faisceau  <1<-  sur- 
s  cubiques  :  ces  surfaces  cubiques  ayant  en  commun 
une  courbe  du  neuvième  degré,  il  s'ensuit  < | u< -  le 
nombre  maximum  de  points  distincts  sera  même  inf< 
rieur  à  18.  La  courbe  esl  alors  l'intersection  de  deux 
surfaces  cubiques,  ajaut  en  outre  en  commun  une 
courbe  «in  troisième  degré. 

Enfin,  la  courbe  clu  sixième  degré  peut  être  située 
-m  une  quadrique  :  elle  sera  sou  intersection  par  uue 
surface  cubique.  Ou  encore  la  courbe  peut  être  plane. 

Donc,  ou  .1  ainsi  quatre  soi  les  <!<•  courbes  * 1 1 ■  sixième 
degré. 

Reniai  que.        <  m  voil  que  : 

Toutes  I'  -  <  ourbes  <lu  premier  degré  I  droite  )  ou  du 
deuxième  degré  sont  planes  : 

Toutes  les  courbes  du  troisième  <■!  «lu  quatrième 
legrés  sont  Lracées  sur  des  uuadriques  ; 

Toutes  \<->  courbes  du  cinquième  el  «In  sixième  degi  <  s 
sont  1 1  .h  ées  -m  <l<  -  -m  fai  es  <  ubiqui  s. 

La  l"i  irèa  simple,  < ] > ■  i  semble  en  évidence  sur  ces 
|ii  emiei  s  exemples  : 

/  mtes  les  courbes  de  deerè   \n       \  et  a  n  font  tra- 

o 

cées  ••m  des  surfaces  <lr  degré  n. 

-i-  vérifie  encore  pour  les  courbes  <ln  septième  et  du 
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huitième   degrés,   el    pour   «elles  du    neuvième   el   du 
dixième  degrés;  à  partir  <!<■  ce  point,  elle  cesse  'I  être 
exacte  :   toutes  les  courbes  de  degrés  11,   i  >.   i3  sont 
tracées  sur  des  surfaces  du  sixième  degré. 
(  )n  a.  en  effel . 

p     |.;|v   .,  3  m  — 0]  —  a, 

\     7 p>E(fââ)  —  t        ou  |, 

'     8 p     K(v/.|0)  —  2         ou  j. 

\     g /<     K(/ï^)  —  a         ou  ">. 

m  = 

'    io />^E(v/58)  —  a  ou  ">. 

i    ii /<     El  \  ti  i  >  —  »  ou  6, 

m  =  i   ia //     El  \  70)  —  2  ou  6, 

i3 /<     L<  \  7(1  '       a  "ii  6. 

2.  Nombre  des  paramètres  dont  dépend  une  courbe 
gauche  unicursale  de  degré  m.  —  Une  courbe  algé- 
brique de  degré  m,  C/»,  coupe  le  plan  de  l'infini  eu 
///  points.  On  peut  toujours,  en  faisant  au  besoin  une 
transformation  bomographiqùe,  supposer  l'un  d'eux 
simple.  Soit  A  la  direction  dans  laquelle  ce  point  se 
trouve  rejeté  à  l'infini. 

Considérons  le  cylindre  k  avant  pour  directrice  la 
courbe  (^,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
direction  A.  Ce  cylindre  est  de  degré  /// —  1:  car  un 
plan  parallèle  à  ses  génératrices  coupe  la  courbe  t.  eu 
un  point  a  I  infini,  et  eu  ///  —  1  autres  points;  doue  il 
coupe  le  cylindre  k  suivant  /// —  1   génératrices. 

De  plus,  sur  toute  génératrice  simple  du  cylindre  /. 

se  trouve  Ull  point  et  un  seul  de  la  rouille  C.  Eu  ellel, 
le  cylindre  /«  avant  la  courlie  C  pour  directrice,  sur 
chacune  de  ses  génératrices  se  trouve  au  moins  un  point 
de  la  courbe. 


Supposons  mie  sur  une  génératrice  simple  I)  se 
Lrouvcnl  deux  points  «  i  «  -  la  courbe  <  Toul  plan  I* 
passant  |>u  celle  génératrice  coupe  le  cylindre  sui- 
vanl  ///  i  autres  droites,  coiitenani  chacune  au  moins 
un  poinl  de  la  courbe  :  il  nu  au  moins  m  -  a  points 
communs  à  !  i  i  ourbe  <  •  el  au  plan  I'  \  i  es  (mi  ni  s  il  faut 
ajouter  un  poinl  à  I  inlini  el  les  <lni\  points  de  la  gêné 
i.iIih  e,  i  e  <|in  ferai I  ///   •-  i  points  :  ce  <|ui  ne  se  peut. 

<  iberchons  .1  déterminer  la  courbe  <  '.  sur  le  cylindre  À. 
'  )u  poui  1  .i  pour  cela  se  donuer  I  ;i I •*-!  :isse  x  «lu  poinl  de 
I irbe  situé  sur  chaque  génératrice  du  cylindre  h. 

Supposons  que  l<-  cylindre  /.  soil  déterminé  par  la 
direction  de  ses  génératrices,  •!  sa  base  dans  un  plan 
fixe  P.  Supposons,  en  outre,  que  l'on  ••il  pu  exprimer 
les  coordonnées  courantes  *  1  *  -  cette  base  en  fonction 
il  un  paramètre,  au  moyen  •!  une  représentation  para- 
métrique algébrique  parfaite  :  c'est-à-dire  telle  qu  à 
toute  valeur  du  paramètre  /  corresponde  un  point  el  un 
seul  de  la  base,  el  <|ur,  réciproquement,  à  toul  poinl 
simple  de  la  base  corresponde  une  valeur  el  une  seule 
du  paramètre  / .  <  les  conditions  sonl  remplies  pour  une 
courbe  unicursale  :  nous  ne  considérerons,  dans  ce  qui 
suit,  que  des  courbes  telles  que  le  cylindre  h  que  l'on  con- 
sidère soil  unicursal;  la  position  il  une  de  ses  généi  - 
trices  <  -1  alors  déterminée  par  la  valeur  de  a  correspon- 
dait! au  |)i>ini  nu  elle  rencontre  sa  base  dans  le  plan  I'. 

1  lomme  la  courbe  n  .1  qu  un  point   sur  <  uaque  gène 
ratrice   du   cylindre    /..   l'abscisse  x  du   poinl   qu'elle 
possède  -m    une  génératrice  h    sera  liée  ■<  /   pai    aine 
relation   linéaire  en  .r,  qui,  résolue  pai    rapport  à  .' . 

sera   de    la    l>  >i  U1C 

/ii  es  élan!  deux  polynômes  :  ta  courbe  C  est  alors 
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elleméme  unicursale.  I.  x  d  un  poiiil  (!<•  la  courbe  est, 
par  exemple,  la  longueur  de  la  génératrice  qui  le  com 
prend,  comprise  entre  ce  point  el  Le  plan  de  la  base. 
Donc,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  ri  d'un 
plan  parallèle  au  plan  de  hase  sont  donnés  par  l'équa- 
tion 

.AM 

où  A  est  regardée  comme  l'inconnue.  La  courbe  é  ta  ni  <!<• 
degré  ///,  il  ?  a  ///  points  répoudanl  à  la  question. 
L'équation  en  À  est  donc  de  degré  ///,  el  par  suite  les 
polynômes  f  et  o  sont  de  degré  ///. 

Enfin,  un  poinl  de  la  courbe  G  peut  s'éloigner  à  I  in- 
fini de  Jeux  manières  : 

i°  Sur  nue  dv*  (m — 2)  génératrices  <lu  cylindre 
situées  dans  le  plan  de  l'infini.  Sur  chacune  d'elles  se 
trouve  un  point  et  un  seul  de  la  courbe.  Soient  /.,, 
À2,  .  .  .,  Aw_i  les  paramètres  de  ees  génératrices  :  ce 
sont  des  quantités  parfaitement  déterminées 

2°  Un  point  et  un  seul  de  la  courbe  se  trouve  à  l'in- 
fini dans  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  k. 

L'asymptote  correspondante  de  la  courbe  esl  alors  une 
génératrice  du  cylindre,  qui  peut  d'ailleurs  être  quel- 
conque. Soit  A0  son  paramètre. 

Or  x  ne  peut  devenir  infini,  el  le  polynôme  çp  <  x)  ne 
peut  devenir  nul  que  si  le  poinl  M  s'éloigne  de  l'infini 5 

tp  (#  )  a  doue  pour  racines  "/.„,  )., A/;|_,  qui  sont  des 

nombres  déterminés  dès  que  Ton  connaît  le  cylindre  /■ 
et  la  représentation  choisie  pour  la  base  du  cylindre  Â  : 
le  choix  de  cette  représentation  n'influe  d'ailleurs  pas 
sur  la  courbe  C  et,  en  faisant  \  arier  celle  représentation, 
on  ne  fait  pas  varier  la  courbe  C.  Dans  ces  conditions, 
le  polynôme  ®(X)  ne  comprend,  à  un  facteur  constant 
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près,  que  I  on  peu!  faire  rentrer  dans  le  polynôme  / 
qu  une  seule  arbitraire,  /.,,  : 

I  )  ailleurs  !<•  polynôme  /  /  esl  un  polynôme  arbi- 
traire ri  contient   i  ///  -•-  i  i  arbitraires;   'loue  l'expres- 

sion  i  conin'iit  in   -  >  paramètres  arbitraires. 

Inversement,  une  courbe  quelconque  définie  par  le 
procédé  ainsi  indiqué  esl  une  unicursale  de  degré  ///. 
Car  prenons  pour  axe  des  j  une  parallèle  aux  généi  t- 
trices  du  cylindre  /,  ci  pour  plan  des  yz  le  plan  de 
base  '!»■  ce  i  \  I  indrc  ;  si  tient 

y=  .ji(X),        z=  8(X) 

les  coordonnées  courantes  de  sa  base  en  Ponction  d'un 
paramètre  :  la  base  élanl  unicursale  de  degré  (m  i  . 
■!/   ri    h    sonl    des    fonctions    rationnelles    de    X,     de 

degré  ///        i.  Comme  "/.,,  Xj,  ...,  /.„,    ,  sonl   les  pai  i 
mètres  des  points  à  1  infini  de  la  courbe,  1rs  dénomina- 
teurs sont  identiques  à  |  /        /,...(/.  —  /.„,   |),  et  l'on 
peut  écrire 

-  'W>0(*  — *o)  _  Qi/hÀ  —  /.„> 

y-      ?(X)      '      *~      5TT) 

avec  ru  plus 

<p(X) 

La  (oui  lie  esl  floue  bien  unicursale  «'i  du  degré  m. 

Ainsi,  étant  donné  un  cylindre  unicursal  quel- 
conque <li'  degré  m  —  i ,  il  existe,  sur  ce  cylindre,  une 
infinité  <!<•  courbes  unicursal  es  «le  degré  ///.  dépendant 
«le  m  -f-  ■'  pai  amèi  res. 

Reste  a  chercher  de  combien  de  paramètres  dépend 
un  ici  cylindre.  *  ta  peu!  le  déterminer  par  la  direction 
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de  ses  génératrices,  don   deux  paramètres,  h  par  sa 
base  dans  un  plan  donné. 

Or,  cette  base  est  une  courbe  de  degré  ///  —  i .  ayani 
le  nombre  maximum  de  points  doubles  que  comporte 

,        .       ,        ,  j.      un  —  2)  (m  —  3)    /-x      , 
son  degré  :  c  est-a-dire ; -•  Or,  la  connais 

sance   d'une  courbe  de   degré   m —  1    (plane)  dépend 

1     (m  —  i)(m  -t-  2)  ,  .       ...         ,   ,.      ,    . 

de paramètres.  Le  lait  <|ii  elle  doit  avoir 

un  point  double  équivaut  à  dire  que,  f{xys)  =  o  étaul 
son  équation  homogène,  les  trois  équations 

f'x  =  o,      J'y  =  o,      /:  =  O 

ont  un  système  de  solutions;  ce  qui   équivaut  à   une 
condition.  Le  fait  qu'elle  est  unicursale  vaut  donc 

(  m  —  2  )  (  m  —  3  ) 

conditions  : 


et  il  reste 

(  ///  —  t)  (  m  -+•  a  )  —  (  m  —  2  )  (  m  —  3  ) 


=  3  m  —  J  paramèi  1  es 


Une  courbe  unicursale  plane  de  degré  m  —  1  dépend 
donc  de  3m  —  4  paramètres. 
Exemple  : 

m  =  2. .  .      la  droite  dépend  dans  le  plan  de  2  paramètres 

m  =3...     une  conique  dépend  de  5  paramètres 

m  =  4  •  •  •     une  cubique  à  point  double  dépend  de  8  paramètres 

Un  cylindre  unicursal  de  degré  m —  1  dépend  donc 
de  3  /;/  —  2   paramètres. 

Eh  lin .  comme  sur  1111  tel  cylindre  se  trouve  une  infi- 
nité de  courbes  unicursalcs  gauches  de  degré  m,  dépen- 
dant de  m  -f-  2  paramètres,  on  voit  «pie  : 

La  détermination  d'une  courbe  unicursale  gauche  de 
degré  ni  dépend  de 

3m  —  2-    m     -2=  (  m  paramètres. 


Remarque.  —  La  démonstration  m*  s'applique  pas  à 
li  ligne  droite.  Cependant  la  Formule  donne,  en  \ 
faisant  ///  i.  !«•  nombre  des  paramètres  Joui  dépend 
uni'  droite  :    j. 

<  )n  sait  que  toute  courbe  du  deuxième  degré  esl  uni- 
cursale,  ci  < j 1 1  il  en  esl  de  même  «If  toute  cubique 
gauche,  i.'  formule  peul  donc  s'appliquer  pour  toutes 
!<••>  courbes  du  deuxième  degré;  une  conique  Répond 
de  i  x  2=8  paramètres  :  3  pour  son  pian,  »  pour  la 
déterminei  dans  son  plan. 

Elle  s  ■  i  j  >  |  >  I  ï  i  j  1 1  <  -  aussi  à  toutes  les  cubiques  gauches  : 
mu-  cubique  gauche  dépend  <1«'  4x3=  ia  para  m  <  1res 
Comme  un  point  équivaut,  pour  la  conn  ûssance  d'une 
courbe,  ;i  deux  conditions,  on  \nii  que  par  6  |><>inis 
passent  un  nombre  fini  de  cubiques  gauches.  On  peul 
voir  «I  ailleurs  «  j  ■  •  il  n  \  en  ;i  qu'une;  car  le  r<>nr  de 
degré  -  qui  a  pour  sommet  l'un  des  (>  points  ei  qui 
passe  pai  la  courbe  esl  parfaitement  déterminé,  et  l'on 
;i  ii  cônes  ilu  deuxième  degré  passant  par  la  <  »ui  be. 

Enfin .  on  ^aii  que  les  quartiques  se  décomposent  en 
trois  familles  :  quartiques  de  Steiner  par  lesquelles  ne 
passe  qu'une  seule  quadrique;  biquadra tiques  gauches  et 
quartiques  planes.  Les  quartiques  de  Steiner  sont  uni- 
cursales.    I)<>n<    une  quartique  de    Steiner  dépend   de 

\    X  4  =    I  6      I1  H  ■Hlirl  ! 

Comme  on  sait  que  par  8  points  passe  une  biqua- 
dratique  gauche  et  une  seule,  la  biquadratique  gauche 
«  i  «  - 1  ><  - 1 1  «  I  aussi  Je  1 1 1  par; itres. 

Le  problème  «lu  nombre  <l«'  paramètres  •  l< >n i  dépend 
une  courbe  gauche  esl  donc  complètement  résolu  pour 
!<•  <|ii.ii i  ième  degré. 
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[L'IOa] 

SIK  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  PARABOLE; 

l'\ii  M.  V.  J  V.MET. 


Dans  I  article  que  j'ai  publié  au  mois  de  juin  |  con- 
cours de  l'Ecole  Polytechnique,  solution  géométrique  i, 
je  suppose  connue,  ou  toul  au  moins  aisément  démon- 
trable, la  proposition  suivante  : 

Dans  ht  strophoïde,  les  cordes  dont  les  extrémités 

sont  sur  deux  fin  mis  vecteurs  issus  du  point  double 
et  également  inclinés  sur  les  tangentes  en  ce  point, 
enveloppent  une  parabole. 

Cette  proposition  intervient  seulement  à  la  un  de 
L'Article,  et  le  lecteur  en  aura  certainement  fait  une 
vérification  analytique.  La  démonstration  géométrique 
en  est  peut-être  moins  immédiate,  et  voici  la  forme, 
OU  tout  au  moins  une  des  formes,  qu'on  peut  lui 
donner. 

Rappelons  d'abord  que  toute  strophoïde  est,  par  rap- 
port à  une  parabole,  la  podaire  d'un  point  situé  sur  la 
directrice  de  cette  parabole,  el  que  ce  point  est  le  point 
double  de  la  strophoïde.  Soient  doue  (  )  le  point  double 
d'une  strophoide,  OH  la  directrice  de  la  parabole  cor- 
respondante, F  le  foyer  de  cette  parabole,  BC  une 
droite  qui  lui  est  tangente.  Sur  celte  droite  se  trouvent 
trois  points  de  la  strophoïde;  l'un  d'eux  est  la  projec- 
tion du  point O sur  BC  Nous  désignons  les  deux  autres 
par  B  et  C,  et  nous  aurons  démontré  notre  théorème  si 
nous  faisons  voir  que  les  deux  droites   OB,  OC   sont 


(  4 ia  ) 
imiii  inclinées  sur  les  taugeutes  menées  du  itonil  0 
;i  l.i  nai  .ilti de, 

\  «il  illci.  cherchons  à  déterminer  les  Jeux  tan- 
gentes À  l.i  parabole  autres  que  BC,  issues,  I  une  tic  B, 
l'autre  de  C.  Elles  formenl  avec  BC  un  triangle  \BC 
dont  l'or  thocen  ire  11  se  trouve  sur  la  directrice  'le  la 
naraboli  donnée;  ci  comme  OB  cl  OC  snni  respective- 
ment perpendiculaires  À  \  I  »  i  i  \<  .,  I.i  ligure  OBHC  esl 
un  parallélogramme  el  le  jhhiiI  de  rencontre  I)  de  ses 
diagonales  >  si  au  milieu  dé  l>< ..  Donc  le  centre  E  du 
cercle  circonscrit   au   triangle   A.BC   se    trouve    sur    la 


droite  menée  de  1)  perpendiculairement  ;i  BC,  <'i  Ion 
observera  nue  celle  droite  DE  esl  tangente  à  la  para- 
bole. Ce  même  cercle  circonscrit  passe  par  le  point  I- ; 
je  dis  qu'il  passe  aussi  par  le  poinl  0.  En  effet,  I!< .  <••>! 
la  tangente  au  sommel  d'une  parabole  <!<•  fo^er  <)  «•! 
laugenle  aux  deux  droites  \<-.  VB,  |>iiî^*jti<-  celles  ci 
-.mi  perpendiculaires  à  (  >< .  el  •'  OB,  respectivement. 
Donc  le  centre  <lu  cercle  circonscril  au  triangle  \l'>< 
esl  sur  la  droite  menée  «lu  milieu  M  de  la  droite  I  M  , 
perpendiculairement  à  OF.  Celle  droite  esl  cm  ore  une 
laugenle  à  la  parabole  :  !«•  poinl  où  ••II"1  »  «  m  j  k  •  DE  esl 

le  centre  cherché,  el   la  déterminali les  points   \\l . 

m. -lire  plus  de  diffîcuké    I  •'.<  !       EB       I  I 


I  il  i 

Cherchons  encore  h  déterminer  les  points  I,  J,  où  la 
droite  l><  -  est  coupée  pat1  les  tangentes  menées  «lu 
poinl  <>  à  la  parabole.  \  cel  effet,  observons  que  ces 
deux  droites  ()1,  O.l  sont  rectangulaires  et  que,  dans 
toute  conique,  la  portion  d  une  tangente  comprise  entre 
deux  tangentes  rectangulaires  esl  vue  du  foyer  sous  un 
angle  droit.  Doue  l'angle  IJJ  doit  être  droit,  et  les 
quatre  points  O,  I,  J,  F  doivent  rire  sur  une  circonfé- 
rence ayant  pour  diamètre  IJ.  Son  centre  G  esl  donc 
sur  la  droite  EM;  de  là  la  détermination  immédiate  des 
points  J,  J. 

Je  dis  encore  que  ces  àcux  points  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  B,  C,  c'est-à-dire  que 
l'on  a 

GB.GG  =  GÏ\ 
ou  bien 

GB.GC  =  Ga, 

ou  bien  encore  que  les  deux  cercles  E,  G,  que  nous 
avons  déterminés,  se  coupent  à  angle  droit,  ou  enfin 
que  les  deux  droites  EO,  OG  sont  rectangulaires. 
Mais  ces  deux  droites  forment  une  figure  symétrique  de 
l'angle  EFG  par  rapport  à  la  droite  KG,  et  cel  angle  EFG 
est  droit,  parce  que  EG  est  encore  une  portion  de  lan- 
gente  à  la  parabole,  comprise  entre  deux  tangentes  rec- 
tangulaires. 

Donc  enfin  les  quatre  droites  OH,  OC,  01,  OJ 
forment  un  faisceau  harmonique  dont  deux  rayons 
conjugués  sont  rectangulaires.  Ce  sont  donc  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  deux  autres  rayons. 

C.     Q.     F.     D. 


(  i'i 


COIUIKSIMIMIAMK. 


M.  G.  —  Dans  le  Volume  des  Nouvelles    I finales  pour  1902 

i  p.  286  .  M.  M .  1 11 11  !■  i'i  11 1  ;i  donné  ce  théorème 

/  .  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  'l'un  point  m 
d'une  conique  E  sur  1rs  côtés  d'un  triangle  insei'U  dans 
cette  courbe  appartiennent  à  nu  cercle  qui  passe  />"/■  un 
point  fir,,  quel  que  soit  le  triangle.  <  <  point  est  sur  le 
diamètre  de  E  qui  passe  par  le  /mini  de  1 1 .  g-iei  5  n  latif 
<i  m,  l 'harmonique  conjuguée  de  g  par  r,t/n><i/ 1  nu  1  extn 
mités  '!<■  ce  diamètre. 

Lorsque  la  conique  esl  une  hyperbole  équilatère,  l<-  poini 
fixe  obtenu  esl  donc  le  centre  de  l'hyperbole.  On  arrive  ainsi 
1  la  propriété  dont  s'est  servi  récemment  M.  Fontené  (<9o5, 
p.  j6o)  pour  démontrei  I'-  théorème  de  Feuerbach.  (  m.-  dé- 
monstration élémentaire  'I'-  la  propriété  en  question  .i\;iii  un 
certain  intérêt. 

Pour  construire  un  triangle  donné  pai  les  points  remar- 
quables O,   I.   II.  "h  doit  construire  d'abord  (1905,  p.  24 '    '•' 

1 mie  suivante 

—  2 

a  1»  I 

Prolongeons  III  de  ^;i  longueur  jusqu'à  S;  nous  ai s 

1;    <  OS      "T.         >/•  =  R—  OS. 

Le  cercle  tangent  en  I  •>  01,  et  qui  passe  en  S,  coupe  OS  m 
point    I  .  et  l'on  a 

R  =  OT,        2r=  -  l 


M.    Parrod.   —    La  solution  de  la  cinquième  questi lu 

problème    d'Agrégation,   parue   dans   le   dernier  numéro  des 
Vouvelles  Annales,  un-  parait  incomplète. 


I  -il- 

Qiiiiml  le  |"ini  //  esl  entre  II  el  II',  le  grand  axe  n'est 
pas  OT;  qh  esl  maximum  en  même  temps  de  '.'II.  les 
angles  P<  »ll  el  P'OH'  sont  alors  de  \  >"  el  la  droite  HH 
passe  par  le  centre  de  similitude  des  cercles  OP  el  OP'.  On 
vcm'i  ainsi  que  les  sommets  non  situés  sur  l'I'  déi  rîvenl  deux 
droites  passant  par  le  centre  de  similitude  el  que  le  cercle 
principal  correspondant  esl  tangent  aux  tangentes  communes 

l  >P 
des  deux  cercles.  Quand   m  esl  égal   à    ~~~  ■ — rp>    l'ellipse  se 

réduit  à  un  segment  de  droite. 


CERTIFICATS  DE  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.—  Théorie  de  l'absorption  de  la  lumière 
par  les  cristaux  translucides  possédant  trois  ['/uns  rectan- 
gulaires de  symétrie  de  contçxture. 

ÉPREUVE  PRATIQUE.  —  Dans  une  certaine  tourmaline, 
l'ellipsoïde  inverse  d'absorption,  pour  une  certaine  cou 
leur  du  spectre,  a  son  axe  de  révolution  triple  de  son  axe 
équatorial  (représentatif,  par  l'inverse  de  son  carré,  du 
coefficient  d'absorption  des  vibrations  du  rayon  ordi- 
naire); et  de  plus,  sur  un  trajet  de  i""".  dans  une  plaque 
taillée  parallèlement  à  l'axe  optique,  se  trouve  réduite 
de  moitié,  dans  la  même  tourmaline,  l'intensité  lumi- 
neuse d'un  rayon  extraordinaire  de  la  couleur  dont  il 
s'agit,  entré  sous  l'incidence  normale. 

On  demande  quelle  épaisseur  de  cette  plaque  sera 
nécessaire  pour  y  réduire  l'intensité  lumineuse  du  rayon 
ordinaire  au  centième  de  celle  du  rayon  extraordinaire, 
l'un  et  l'autre  étant  censés  avoir  même  intensité  au  départ, 

OU- provenir  d'un  pinceau  de  lumière  naturelle  entré  nor- 
malement dans  la  plaque .  (Juillet    I9p3.) 

Épreuve   écrite.    —   Lois  des   ondes  lumineuses  planes 

dans    un    corps    transparent   homogène,    mais   hètérotrope, 


[Il 

1/1111111/  on   nègligi    la  dispersion  et  la  polarisation  rota 
toire. 

I  pni  1  \i  PftATiQi  1  .  /huis  in  cristal  transparent,  rap- 
ports <i  set  ni,  s  principaux  et  où  te  propage  un  système 
d'ondes  planes,  let  angles  1.  y  7  </•  la  normale  à  ces 
ondes  avet   les   r,  >.  s  positifs  et  les  angles  analogut 

de  la  vibration  avec  les  nu  mt  1    r,   1  .   s  positifs  véri- 
fient la  1  dation 


/■ 

(  1  In  /'".s<;,  /  <>n  donne 
A 

—     —     I    ,  COS  [3  11. 

Il  II 

et  l'on  demande  quelles  sont  les  deux  inclinaisons  pos- 
sibles de  I"  vibration  sur  le  plan  de  l'onde,  quand  Vaxt 
des  s  ou  axe  optique  est  lui-même  inclim  à  \  '•  {c'est-à-dire 
d'un  demi-angle  droit  >  sur  ce  plan. 

|  1  tri. .|.i      [go  • 

r.i'iu  1  \  1   écrite.—  Pouvoii  refroidissant  d'un  fluide  sur 

un    plati  'iu 

Epreuve  pratique.  —  Comparaison  des  pouvoirs  refroi- 
dissants d'un  cylindre  et  d'une  sphère. 

(Juillet  190  1 


CERTIFICATS  D'ANALYSE  II  DE  GEOMETRIE  INFINITESIMALE. 


Bordeaux. 


l.i'uii  \  1  écrite.  —  I.  '  ne  surface  variable  -  >  H  feulent  ni 
assujettie  à  limiter,  avec  le  carré  PQRS  du  pian  xOy,  un 
•  olume  donni   \ 

(  alculer   l'intégrait    de    turfact    suivante,    étendue    à 


";  ) 

l'une  quelconque  des  surfaces  ~. 

f     j     (çc1       — '  '■"       nix  -+-  ny  -t-  /)  z        >/    )  <l\  ilz 

/do  ,  ,  ,  A    ,     , 

—  (     -f-   e.v-H  /»  a?  -+-  n  y  -+-  p  z  -f-  q   )  a-  dx 

l   à*ty      .  .  .  ,  ■■      ,     , 

—  {  - — ~  e~  -+-  m  x  -h  n  y  -h  n  z    •-  a      ax  av. 
\dxdy  '  ] 

où  o  désigne  une  fonction  continue  de  x\  «l  une  fonction 
continue  de   x  et  de  y,   et   m,   n,    ....   />".    q*  des  con 
stantes. 

Les  coordonnées  x  et  y  des  points  P,  Q,  K.  S  sont  res- 
pectivement : 

Pour  P x  =  —  i  y  =  —  i 

»       Q j-  =  -f- 1  )— -t-i 

»       R x  =  -+-ï  c  =  +  i 


S 


.r  =  -t-  i  j'  —  —  i 


IF.  /'«/■  chaque  point  M   d'une  courbe  C  on   mène  une 
droite  M\  ofo  longueur  donnée  et  constante  et  faisant  avec 

la  tangente,  la  normale  principale   et  la   binormale   à   la 
courbe  C  '/'■•>  angles  donnés  et  constants. 

Lorsque  le  point  M  décrit  la  courbé  C,  le  point  N  décrit 
une  courbe  y. 

Trouver  la  condition   que   doivent  remplir  les  données 
/mur  que  le  plan  normal  à  la  courbe  y.  en  chacun  n. 
points  N,  passe  par  le  centre  de  courbure  i  entre  ducercle 
osculateur)  de  la  courbe   <!  relatif  au  point  correspon- 
dant M. 

Interpréter  les  résultats. 

Épreuve  pratique.  —  Exposer  brièvement  la  méthode  de 

Ciit, -s  pour  le  calcul  approché  des  intégrales  définies. 
Calculer   les   quatre   coefficients   l\    lorsque   le   nombre 

,/es  points  de  divtsion  [en  y  comprenant  les  deux  points 

extrêmes  \  est  égal  à  .j. 

On  se  servira  de  ces  résultats  numériques  pour  calculer 
Ann.  de  Mathémat.,  j'  série,  t.  V.  •  Septembre  1905.)         27 


[i8  ) 
une  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie 


i 


5  )  (  I  F  —  7  )    , 

—   dx. 

i  Juillet  i'i"  i 


Épreuve  écrite.        I.  Trouver  la  surfaa  enveloppe  E  de 
la  famille  de  <  ânes  reprt  senti  s  par  I  <  quation 

z — i  m  Or    •    z)  —  h.ii  ./■     -  r        c  —  i) 

où  8  désigne  le  paramètre. 

II.    Montrer  que  la  surfaa    du  quatrième  degré  E  peut 
être  engendrée  par  nn<-  ,/r>>i/,-  s' appuyant  sut    les  deux 

■  I  miles 


A 


A' 


X  —  <>. 

y-  ■•• 

z  =o, 

X  -+-   Y  -u  -2  —  1  =  0. 


O/i  />/>/  yoir,  e/i  passant,  que  A  <•/  a  ton/  efej  droites 
doubles  de  la  surfin',  et  Von  ••rira  les  équations  des  deux 
plans  tangents  à  la  surface  E  en  chaque  /><>ï/i(  <lr  A. 

III.    Lu  droite 

g\x  =  °> 

i   x  -■    v       z  —  i  =  o 

est  aussi  une  droite  double  de  la  surf  ace  ;  écrire  l'équation 
ilu  plan  tangent  à  la  surfaa  V.  en  chaque  />"i/i(  de  G  et 
étudier  rapidement  In  variation  de  ce  plan  tangent 
lorsque  le  point  se  déplat ■<■  sur  lu  droite  G. 

I\ .  Les  coordonna  >  \  des  divers  points  </>■  V.  étant  expi  i 
un  ,s.  d'après  les  résultats   de    In   deuxième  question,  en 
fonctions  de  <i.  ux  paramètres,  ■■/>  déterminera  les  !■ 
asymptotiqua  de  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —    Les  candidats  traceront  •>///   leur 


(    d9  ) 

copie  une  courbe  située  dans  le  />l<tn   c<>./-  ,/  analogue  à 

celle  de  la  figure  ci-contre. 

On  /'tendra 

OA  =  <V".  10, 

OH  =om,ia. 
Calculer,  en  employant  la  méthode  de  Simpson, quelques 


valeurs  approchées  du  volume  engendre  par  l'aire  OAMB 
tournant  autour  de  Oz. 

Les  candidats  emploieront  les  deux  heures  qui  leur  sont 
données  de  manière  à  obtenir  le  plus  grand  nombre  pos- 
sible de  valeurs  approchées.  On  divisera  l'intervalle  '  >B 
successivement  en  a,   ï,  0,  .  .  .  parties  égales. 

(Novembre  rgo  |. 


Lyon. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Les  génératrices  rectilignes  il' une 

surface  réglée  S  rencontrent  toutes  l'axe  des  z.    S  admet 
pour  courbe  asymptotique  la  cubique 

y  =  x-,         z  =  x%. 

Construire  :  1  la  surface  S;  ï"  les  courbes  asympto- 
ti'/ues  M  ie  S;  3"  les  trajectoires  orthogonales  N  sur  S 
des  courbes  .M. 

Les  coordonnées  sont  rectangulaires. 


(20 

S  est  le  c '!<■ 

*x*  =  y*. 

\  .m  bes  M  sonl  les  cubiqui  - 

i        a./  -,         i       i    i  ■        (a  =  param.  arb.  l. 

Les  courbes  N  -*<m  découpées  sui  S  par  les  ellipsoïdes 

:  ,-2  =  p        (  p    -  param.  arb.  . 

II.   l 'alculer  l 'intégrale 


f 


/s  --  i  .  / 

; — dz,         où  z       ./■    •    l 'v—  i 


prise,  iluns  le  sens  direct,  le  long  du  cerclt  —  R' 

v>\  embre  1904.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


Besançon 


Épri  uve  i<  rite.  —  i"  Mouvements  réels  d'un  solide  indé- 
fini dont  chaque  point  décrit  une  trajet  toire  spht  riqut  , 
l  quelle  varièti  n  réduit  un  pareil  mouvement  quand 

un  jimnt  du  sol i ilt-  décrit  un  cercle? 

I.iiu  1  \i.  pratique.  —  Un  pendule  dont  le  centre  de  çra 
11/,   est  à  ■     au-dessous  de  l'arêtt  du  couteau  de  suspension 

est  presst    sur  un  cylindre   de   ■> •'<  de  rayon  par   une 

fort  '  <  ~  aie  à  son  poids. 

{près    lix    oscillations    simples,    lu    demi-amplitude    a 
subi  une  diminution  dt 


(    Cai   ) 
Calculer    le    coefficient    de    frottement    entre    le   /" ztil 
cylindre  et  le  contact  frottant. 


On  néglige  la    résistance   de  l'air  et  le  frottement  de 
roulement  sur  l'arête  du  couteau.  (Juillet   1904.) 


Bordeaux. 


Épreuve  écrite.  —  1"  Etude  cinématique  du  mouvement 
d'un  système  invariable  qui  a  un  point  tï> ->  . 

■>."  Ln  point  matériel,  de  niasse  ni.  i-st  soumis  à  l'action 


de  la   fonce  centrale  et  attractive 


m  R 


»   R  désignant  une 


constante  et  r  la  distance  du  /><>int  au  centre  d'attraction. 
.  I  un  certain  instant,  il  est  en  un  /mini  donné  Y  et  a  une 
vitesse  connue  V. 

Déterminer  la  direction  de  cette  vitesse,  sachant  que  la 
trajectoire  passe  par  un  second  point  donne  \\. 

Discussion. 


I 

l  ii.i  t  \  i  pratique.  —  Déterminer  le  centre  <l<  gravité 
d'un  onglet  splu  rique  homogène  : 

ii  de  la  sphère 

\ ngle  'I  ouverture  de  l'on glel ...     G 

I  Juillet  igo  i , 

Épreuvi  écrite.  —  i°  Mouvement  relatif  d'un  point 
matériel  ;  apparentes,  leur  expression  analytique, 

appliquer  h-  principe  des  vitesses  virtuel l  i  à  la 
détermination  de  la  position  d'équilibre  de  deux  sphères 
homogènes  pesantes  appuyées  l'une  contre  l'autre  et  contre 
deux  plans  dont  l'intersection  est  horizontal  . 

On  néglige  les  frottements. 

Épreuve   pratique.   —    On   considère   un   trièdre   trirec- 

/,///-/,    i  i  /  i  z  :    un   point   A   su r   <  »./■.   ////  point  \>  sur  <  »  i  .   un 

point  •;  sur  <»c:  enfin,  lu  perpendiculaire  CD  abaissée 
,1,    i .  sur  A  I!. 

On  demande  '/>  déterminer  les  éléments  de  la  réduction 
i  anonique  'lu  système  dt   i  -  •  U  urs 

<T\.    i  >i.     i  D, 
sachant  que 

ÔÂ  =  i,        "i;  ÔC  =  i. 

On  calculera  les  angles  '/<   lui,-  central  avec  les  axes 

()./•.  i  »  i .  u  .-  ./  /,  •,  coordonnées  'lu  point  "i'  il  coup*  le 
plan   i  •<  >y.  ■  \..\  embre  i  g 

Caen. 

Êprbuvj  écrite.  —  !.  Un  ellipsoïde  représenté,  en  coor- 
données rectangulaires ,  par  l'équation 

.  -      ■   i u1 

est  remplt  d'une  masse  homogène  S  douée  d'un  pouvoir 
attractif  suivant  la  loi  de  Newton:  calculer  l'attraction  Z 
subie  par  un  point  M  situé  sur  l'axe  des  s  à  l'inti  rit  ur  de 
i  ellipsoïde.    Mouvement  que  prendrait  ce  point,  d'abord 


(  4*3 

en  repos,  si  la  masse  S  était  fluide,  n'opposant  au  mou- 
vement de  M  qu'une  faible  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse. 

Son  rm.v 

II.  /  ne  plaque  très  mince,  homogène,  de  poids  >/>i^.  a 
la  forme  'l'un  triangle  équilatêral  OPQ,  de  côté  ia  v/3, 
</<»///  /<■  sommet  U  es/  //./•<■,  tandis  que  le  sommet  I'  esi 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  circonférence  horizontale 
ayant  son  centre  en  O.  Équations  générales  du  mouve- 
ment de  la  plaque;  conditions  pour  que  l'angle  '/>■  la 
plaque  avec  l'horizon  soit  constant.  Étudier  le  mouvement 
quand  les  vitesses  initiales  sont  nulles:  cas  des  petites 
oscillations. 

Soli  riON. 

Prenant  comme  axes  mobiles  les  axes  principaux  en  <),  on 
détermine  la    position  de  la   plaque  à  l'aide  des  trois  angles 

d'Euler,  -ç  restant  égal  à  ^;    on  écrira  les  équations  de  La- 

grange,  où 

>T  =  mas[38'*-i-(7  -h  3cos»8  ><|/*—  î  /3  8'<|/'sin8]. 

On   trouve  que,  pour  que  8  soit  constant,  il  faut  que  V  le 

soit  lui-même  avec  la  valeur  4/  —  - — -. — -•    Quand  la  plaaue 

y  \asmv 

pari  du  repos,  l'équation  relative  a  -l  ci  celle  des  forces  \nc- 

i  Ion  n  eut 

.,  ■?.  v 7  i  s i  1 1 0  4    g  7-|-3coss8      .    „  .    „ 

¥=  — —. rr,0'         fi^      ■■  ■:, -  (sin80— sm8). 

7-4-i  cos*8  S  a    i  —  7  cos*8 

Calai  l.  —  l  n  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 

une  sphère  de  ■_>'"  de  rayon,  a  été  lancé  dans  'les  conditions 
tel/es  que  sa  trajectoire  /-este  comprise  entre  le  plan  hori- 
zontal qui  passe  par  le  centre  et  le  plan  parallèle  situé 
à  i'"  au-dessous.  Calculer,  o  o5,oooi  près,  le  temps  u 
saire  au  mobile  pour  passer  du  point  le  plus  haut  au  point 
le  plus  bas  de  cette  trajectoire   en   supposant  §   égal  et  --' . 


,-. 


^  Il  I  I  lll\. 


\   i  dz 


I         / 


Grenoble. 

Épreuvk  m  uni.  /  ne  circonférence  homogène,  pétante, 
•  le  masse  m.  de  rayon  <i.  est  assujettie,  par  des  liaisons 
sans  frottement,  "  toucher  un  plan  fixe  v\Oy\  en  un 
[mini  fixe  I  ' 

i  Former  les  équations  différentielles  du  mouvement 
par  lu  méthode  de  Lagrangi  . 

Retrouva    les  intégrales  premù  res  </<■  ces  équations 
par  l'emploi  direct  des  théon  mt  s  -■  m  raux. 

3"  Montrer  que  ces  équations  s'intègrent  par  des  qua- 
dratures. 

i  I  un  instant  donné,  on  introduit  brusquement  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottement  et  persistantes,  </ui 
fixent  /<■  /1//1/1  de  la  circonfi  rence;  l'état  des  vitesses  étant 
riiiuiii  immédiatement  avant  l'introduction  îles  liaisons, 
trouver  l'état  ultérieur  des  vitesses. 

Epreuve   pratique.  s"/    "/"     cuvette    hémisphérique 

tir.  T.  </<  rayon  H.  et  <l<>nt  la  concavité  est  tourné*  vers 
If  haut,  <'ii  place  une  petite  bille  homogène  pesante,  de 
rayon  r.  et  on  l'abandonne  sans  vitesse. 

I.  Etudier  le  mouvement  de  l<i  bille. 

II.  Trouver  /"  dur,,  des  oscillations  infiniment  petites 
./.  lu  bille  lorsque  sa  position  est  initiale  et  tr<-s  voisine 
,lu  point  le  i>lus  bas  de  T. 

III.  /.</  position  initiale  étant  quelconque,  détermina 
In  réaction  de  T  lorsque  l<i  lui  h-  est  aussi  l"is  que  //"s 

s////-  . 

Pour  chacune  dt  j  trois  questions  qui  précèdent,  <>n  <  /m  / 
■  1 1 .    luca     ivement  les  deux  hypothèses  tuivantt 

1  Lu  bille  peut  glisseï  et  rouler;  il  n'y  <>  /••<•<  dt  frot- 
tements : 


•  La  bille  ne  peut  que  rouler;  il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment de  roulement. 

Ipplications  numérique»  <  unités  C.G.S.)  : 

\\  za  100.         /•  =  i.         g  =  981.         m  =  '>'<. 

En  appelant  8  l'angle  de  I"  normale  commune  exté- 
rieure aux  deux  sphères  limitant  lu  cuvette  et  la  bille 
avec  I"  verticale  descendante,  pour  lu  question  III,  on 
supposera  la  valeur  initiale  de  0  égale  à  60' . 

Lyon 

Épreuve  écrite.  —  I.  Une  barre  ^.B  pesante,  homogène, 
solide,  de  longueur  >  l.  est  attachée  par  son  extrèmiU  \  à 
un  fil  flexible,  inextensible,  sans  masse,  de  longueur  L. 
avt  c  un  bout  fixe  0. 

Au  début  du  mouvement,  la  figure  OAB  est  dans  un 
plan  vertical  P,  et  le  fil  est  tendu.  On  lance  la  barre 
dans  le  /dan  P  d'une  façon  quelconque,  mais  telle  toute- 
fois que  le  fil  reste  d'abord  tendu. 

Etudier  le  mouvement. 

II.  Un  point  M  décrit  une  trajectoire  C,  dont  les  équa- 
tions par  rapport  au  triedre  trirectangle  Oxyz  des  coor- 
données sont  1  t  est  le  temps  I  : 


2dljn)\ 


^         (3H  -  I  ^1  pu 


(  3  n-f-  r)  !  _<  (  3n  -+-  2)  ! 

(«=(>.    I X  '. 


Soient 


A        2TJ  r."         ./;  : 

M  Y  le  vecteur  vitesse; 

Ml"  /(•  vecteur  accélération; 

\\   le  rayon  de  courbure  : 

T    /<■  ra  i"/;  ,/,■  torsion. 

Calculer   :   les   longueurs    M  Y    et    Ml":    /es   cosinus  des 

angles   <>M\.    OMT,    \  Ml":    /<>.*   accélérations   normale   et 
tangentielte;  les  rayons  R  e/  T. 


[26 
Montrer  notamment  que 


or  .1  \  i 


et  que   les  quantités   à   calculer  sont   toutes  exprimables 
en  a  >  t  -..  Novembre  190$.) 


Marseille. 

I.i'iiii  \i    écrite.        Dans  un  />lmi  vertical,  on  /■/"•>    une 

lie  horizontali    0  qui  est  dépolie. 
I  a  disque  circulaire  *■.  /".surit  >/  hom  ■  U  aban 

donné    sans    vitesse    initiale   et    vient    heurter   conti 


cheville  0.  après  un.-  chute  d'une  hauteur  h  égale  à 
quatre  fois  son  diamètre. 

I  tuver  h-  mouvement  de  ce  disque  aprt  1  le  choc, 
sachant  que  les  corps  choqués  smit  mous  et  que,  <ni 
moment  du  choc,  le  rayon  qui  passt  par  la  cheville  fait 
un  angle  de    \o  d  ec  l'horizontale.   I  ïcient 

de  frottement  entre  le  disque  et  la  cheville  est  égal  à  ,',,. 

/  /  ouvi  r  au  pn  alable  quelle  <l<>ii  être  la  hauteur  A  de  la 
chute  initial'  <lu  disque  pour  que,  après  le  choc,  le  disque 
xte  pas  appuyé  sur  la  cheville  et  n<-  la  rencontn  pas 
encore  une  fois , 

SOU  TIoN. 

1       disque,   dont    te    moment    d'inertie  par   rapport    ■>    son 

centre  est   jMR  .  mence  par  tomber  verticalement   d'un 

mouvement  de  translation  dont  la  vitesse  au  momenl  du  choc 

I 
Mettons  l'indice  "  pour  désigner  le  commencement  du  choc 


I  I- 

et  l'indice  i  pour  en  désigner  la  fin,  nous  i os,  en  prenant 

l,i  \ ni îcale  < )y  vers  le  baul , 

(  S  i     "•• 

Soil  S  la  composante  normale  de  la  percussi [ui  se  pro- 

duil    en   0  pendant    le  choc;  la  composante   tangentielle  en 

r''  . 

sera  S/  tan)  qu  il  \  aura  glissement.  Soit  7  I  intégrale    /      v  '// 

■ 
qui  mesure  la  percussion  en  quantité  de  mouvement.  Vppli- 
quons   le   théorème    du  mouvement    du  centre  de  gravité  ei 
celui  des  moments  des  quantités  de   mouvement    par  rapport 
au  centre  de  gravité.  Soil   tu  la  vitesse  angulaire  de  la  rota- 


tion positive  de  gauche  à  droite.  Soient  ./•.  y  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité.  Nous  aurons 


<l 


M  (  ~  )    =  a(cosa  — /sina  >, 

—  M  i'0  =  ri  si n  a  -      /'  COS  j.  |, 
1 

\  MR«to1=/crR. 


A  la  fin  du  choc,  la  vitesse  iln  point  0  du  disque,  estimée 
suivant  la  normale  OC,  doit  être  nulle  Comme  la  vitesse  di- 
re point  résulte  de  la  translation  du  centre  C  et  de  la  rota- 
tion w,  on  a,  pour  cette  composante  nurin.de. 


tir   , 

-7         eus  a  — 
,ll      | 


Vn  -ma  =  o. 


On  ,i  donc,  après  le  ch< i 


\ 


J    =        i  ,,  -in  XI  COI  *        ,/  SÎn  •/  I, 


C0COSa    c !OS  a  —  /  51  n  2  i. 

il  l      | 

<»      .  :/       -1    II      X. 


Mais  ce  n'esi  vrai  que  s'il  \  a  eu  glissement  pendant  t«>ut  le 
.  hoc  ''M  sens  contraire  de  >,.  autrement  dit,  la  viti  sse  de  0, 
.-^lini  .  suivant  >,.  <li»ii  être  négative  pendant  toute  la  durée 
du  cho  . 

\  l,i  Mu  •  1 1 1  choc,  elle  •  si 

—  f  —  j  5ina-«-(-^  )  cosa   •   R»u>i      —  p0(cosa—  t/sina). 


<  »n  doit  donc  avoir 

COS  y  —   ;  /"  -i  1 1  a 

i  'esl  ce  qui  arrive  avec  les  données  du  problème. 

On  verrait,  du  reste,  que  cette  quantité  esl  négative  pen- 
dant tout  l<-  choc,  en  remarquant  que,  pendant  la  durée  du 
.  ho<  .  la  valeui  '!<•  i  esl  i  sin  x,  où  :.  esl  compris  en  tri  o  el  i . 
onaissanl  pai  les  formules  (A)  le  mouvement  .i  la  fin  du 
choc,  il  s'agit  de  trouvei  le  mouvement  qui  suivra  Mais  ce 
mouvement  ne  sei  i  pas  le  même  si  !<•  disque  reste  appuyé 
sur  <  >  ou  -  il  se  »'  |  »  - 1 1  c  de  0. 

xi  le  disque  se  sépare  du  poinl   0,  son  i ivemenl  sera  le 

suivant  :  le  centre  < I < -  gravité  se  mouvra  comme  un  poinl 
pesant  el  décrira  une  parabole  avec  une  vitesse  de  rotation 
constante  égale  à  '•>, . 

Examinons  s'il  peut  en  être  ainsi.  La  parabole  décrite  pai  le 
cent 1 1-  de  m .iv ii'-  donne 


d   i 


,// 


d'où 


el 


dx  da                dy          dy 

,//  \\               ,'lt      '  dt  ,K~~^' 

i            i  -m  /••■-/  /"  -m  -    /       R 

y  =  /  /'«in  %  1 1  -         i         R  sins. 


La  distance  de  ce  poînl  .1  l'origine  donne 

,         y*=  Ri-u/s|,.ï^(.,,«a  _  /M, 17.  )-        |{  i'»ina| 
r„  g  cos  y.  1  cosa  -  /sin  .-  1/ 

Celte  quantité  est  plus  grande  que  !>'  si  l'on  ;i 

r^  (  cosa  —  /sin  a  >-  —  H  ^  <in  1 
-+-  Pu,Ar  cosai  cosa  —/sin  air-  y^'  >  o. 

Le  discriminant  «le  ce  trinôme  en  1  esi 

sina[  R,^  —  '*o  sinai  cosa  — /"sin 2  12  ]. 
Si  l'on  a 


■>  sin  a(  cixa  — /sin  a  l'- 
on aura  d'autre  part 

<A,  =  zgh 

et  l'on  verra  que  1<'  discriminant  est  positif. 
L'inégalité  esi  \  érifîée  pour  h       \  R. 

On  voit  ainsi  que  .r'--t-  1-  esl  toujours  plus  grand  que  R- 
et,  par  suite,  le  disque  se  sépare  du  point  O  et  ne  rencontre 
plus  ce  point.  C'est  donc  le  mouvement  que  l'on  vient  d'in- 
diquer. 

Éprruve  pratique.  I  deux  points  Jures  A  et  B,  situés 

sur  une  menu-  horizontale  et  distants  de  j'",  on  suspend 
un  fil  de  S'"  de  long,  pesant  et  homogène,  qui  pèse  ik  par 
mitre  courant;  ce  fil  prend  la  forme  d'une  chaînette. 

On  cou /"■  le  fil  en  deux  j>"int<  C  et  l>  situés  sur  une 
même  horizontale  et  distants  de  ■>'".  puis  on  attache  en  C 
et  D  une  barre  pesante  et  homogène. 

Quel  doit  être  le  poids  de  cette  barre  pour  que  les 
points  C  et  l)  conservent  la  position  qu'ils  occupaient 
précédemment  ? 

Sou  I  ion. 

•     .  1 1 .  1  Juillet    looj.) 


Montpellier. 

I  prki'vb  écrite.  Un  disque  circulaire,  de  rayon  H  et 
ili-  masse  M.  infiniment  mince,  homogène  et  pesant,  est 
traversé  suivant  un  diamètre  /""  une  tige  rigide,  recti- 
ligne,  infiniment  mince  et  tant  masse,  à  laquelle  il  est 
invariablement  lié.  ha  ti^<-  i  ti  terminéi  .  d'un  côté,  en  un 
point  0  de  la  circonférence  du  disque,  de  l'autre  en  un 

point    \   situ>'  hors  ilu  disque.    /.,■  point    0    8*1    ni.       la   tige 

est  assujettie  à  glisser  tans  frottement  sur  un  cercle  hori- 
zontal fixe  ilniii  le  centre  est  placé  sur  la  verticale 
asc(  ndante  du  poi nt  <  ». 

i     Etablir  les  équations  du  mouvement  de  ce  système, 
les  conditions  initiales  étant  quelconques. 
Examiner  le  cas,  particulier  suivant  : 

K  =  2.         W=si, 

le  rayon  du  cercle  fixt  est  égal  à  la  distance  de  ton 
centre  au  point  0',à  l'époque  initiale,  le  plan  du  disque 
est  vertical,  le  système  est  animé  d'une  rotation  inttan 

tanée  de  vitesse  angulaire  ■  gale  à  \  5  autour  d'un  a 
mené  dans  le  plan  du  disque  et  faisant  avec  la  verticale 
ascendante,  du  côté  de  OA,  un  angle  dont  la  tangente  est 
égaU   à   > 

I'.niki  \  i-:  pratique.  —  Soit  A  un  aXi  fixe.  Soit  l>  une 
droite  qui  rencontre  a  et  ne  lui  est  pas  perpendiculaire. 
I»  >  st  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
de  A.  Un  point  matériel  M  est  assujetti  à  rester  sur  l>  </ 
est  attiré  par  l'axe  A  avec  une  f  *ra  proportionnelle  à  la 
distance  de  M  d  a    Trouver  le  mouvement  du  point  M. 

Juillet   ■ 

Rennes. 

Iii'.mvi  écrits.  —  I.  Mouvement  'l'un  point  pesant  sur 
une  surfait-  polie.  (  as  tpécial  des  petits  mouvements', 
.  zpr<  tsion  des  périodes  en  fonction  des  rayons  de  courbure 
principa 


(3i  ) 

II.  Directions  invariantes  dans  une  déformation  homo- 
gène. Déformation  pure. 

Éprkuvk  pratique.  —  Une  plaque  homogène  très  miner 
avant  la  forme  d'un  triangle  rectangle  est  mobile  autout 
d'un  </es  côtés  de  l'angle  droit.  Déterminer  le  centre  de 
percussion  correspondant. 

Dimensions  : 

I  !ôté  de  l'axe a  =  2'" 

Côté  perpendiculaire b  =  3"' 

La  plaque  étant  supposée  au  repos  vient  a  être  frappée 
normalement  à  son  plan  au  centre  de  percussion,  par  un 
projectile  </ui  s'y    incruste. 

Trouver  la  vitesse  initiale  de  rotation  du  système. 

Poids  du  projectile  :  -'. 

I  itesse  du  projectile  au  moment  du  choc  :  100  m  :  sec. 

Poids  spécifique  de  la  plaque  par  décimètre  carré  :  201"'. 

(  Juillet   Mjo5.) 

Toulouse. 

ÉPREUVE  écrite.  —  I.  Une  barre  prismatique  homogène 
pesante  OA,  dont  la  section  est  très  petite,  peut  tourner 


autour  d'un  point  0,  dans  un  plan  vertical.  Elle  s'appuie 
par  son  extrémité  \  sur  un  [dan  incliné  BÇD  situé  dans 
li'  même  plan  vertical  et  ce  plan  peut  glisser  sans  frotte- 
ment le  long  d'un  plan  horizontal  passant  par  O.  Etu- 
dier le  mouvement  du  système. 

II.  Une  sphère  homogène  pesante  est  assujettie  à  se 
mouvoir  sur  un  plan  horizontal  dépoli  de  façon  qu'il  y 
ait  roulement  sa/is  glissement.  Chacun  des  points  M  d\   la 


I 

sphère  est  attiré  par  un  /">i/tt  fixe  0  </'/  plan  horizontal 
proportionnellement  a  la  distance  <t\l  et  a  sa  massi  On 
demande  d'étudier  le  mouvement  de  la  sphère  et  de  déter- 
miner la  réaction  du  plan. 

I  pin  i  \  i  pratique.  Un  triangle  isoscèle  VBC  rectangle 
en  \  est  tracé  dans  un  plan  P  qui  glisse  sur  un  plan 
fixe  Q. 

/  -     mouvement    de    ce    plan    est    à    chaque    instant    lu 
résultante  de  trois  rotations  ta\,  ioj,  <»,  qui  se  font  n 
tivement   autour  des  points    \.   \\,  C    <<>,.  '■•..  "<,  sont   des 
fonctions  données  du  temps  >. 

1><  terminer  à  chaque  instant  /<■  centre  instantané  <  t 
trouver  les  deux  courbes  dont  le  roulement  peut  ser\  ir  à 
définir  le  mouvement  </u  plan  P. 

<>n  prendra  les  droites  V.B,  ^C  pour  axes  mobiles  des  x 
et  des  i  :  on  supposera  que,  à  l'origine  du  temps,  les  axes 
mobiles  coïncident  avec  les  axes  fixes,  et  l'on  achèvera  /<  i 
calculs  dans  l'hypothèse  où  l'on  aurait 

toi  =  i  +  2  tang  /       tang*l, 
<<>.2  —      a  tang  /, 
(o3  =  tan. 

/  '<■'/  ifier  que,  dans  ce  cas .  le  point  <  '.  décrit  une  chaînette, 

i  Juillet  i 


Il  HUA 


i  ■   _      -  i.  ligne  i  •■  'H  descendant,  au  lieu  de  :  II,  lire  :  m. 

»         t  i i; ii t-  i5  en  descendant,  au  lieu  de  :  M,  lire  :  P. 

ligni    16  en  di  si  endant,  ""  lieu  de  :  N,  lire  :  Q. 

Nous  avons  omis  de  signaler  les  solutions  suivantes  n  i  oi  - 

M    \  M 

\  "     M.  H    i 


[M'2h] 

DÉCOMPOSITION  DUNE  CORRESPONDANCE  TANGENTIELLE 
ENTRE  DEUX  COURBES  UNICURSALES; 

Pah   M.  G.   FONTENÉ. 


Ce  Mémoire  est  indépendant  de  celui  qui  a  paru 
ailleurs  (')  pour  le  cas  de  deux  courbes  de  genres  /> 
ci  /<  :  l'hypothèse  que  les  deux  courbes  sont  unicursales 
conduit   naturellement  à  des   résultats  plus    nets,   qui 

s'obtiennent  par  un  traitement  plus  simple.  Je   signa- 
lerai en  particulier  le  théorème  donné  au  n"  12. 

I. 

I.  Soient  deux  variables  /  et  t  liées  par  une  relation 
algébrique  F(t,  t')  =  o,  du  degré  n  en  /.  du  degré  m' 
en  i' ;  une  valeur  de  /  donne  //  valeurs  pour  r,  une 
valeur  de  /  donne  m'  valeurs  pour  /'.  et  Ton  dit  que  les 
deux  variables  ont  une  correspondance  algébrique 
(//,  m');  on  peut  représenter  la  relation  F  =  o  par  une 
courbe  F,  qui  est  d  ordre  n  —  m\  avec  un  point  mul- 
tiple d'ordre  m1  à  l'infini  sur  l'axe  des  /.  un  point 
multiple  d'ordre  n  à  l'infini  sur  I  axe  des  /  .  Lorsque, 
pour  une  certaine  valeur  de  1  une  des  variables,  deux 
des  valeurs  de  1  autre  variable  -<>ni  égales,  <>n  dit  qu'il 
v  a  pour  celle-ci  une  coïncidence.  Le  nombre  des  coïn- 
cidences de  deux  valeurs  de  t  (tangentes  parallèles    , 
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comme  on  peul  le  voii  en  appliquant  le  principe  de 
correspondance  de  (  liasles  à  la  correspondance  nui  lie 
deux  valeurs  de  /  répondanl  à  une  même  valeur  <!<■  i  : 

le  nombre  des  coïncident  es  <\r  <  I  •  ■  1 1  x  valeurs  <!<•  /   <>i  <l<- 


n       "  m       i   . 

lorsque  simultanément  pour  une  soluliou  </.  t  >.  i 
donne  deux  /  coïncidents  el  inversement,  auquel  cas 
nous  dirons  « j n  il  \  a  coïncidence  simultanée,  la 
courbe   F  .1   un   j  ><  >  1 1 : 1   double  correspondant. 

'"l.   Pour  ait  une  correspondance  1  //.  ///  1  se  décom~> 
pose  en  deux  correspondances  •  x,  2  1  et     i,  p    .  avec 

y.        'y  -    11.  a  '/  -    ni. 

//  /«////  des  conditions  en  nombre 

1 

le  nombre  des  paramètres  dont  dépend    la  correspon- 
dance 1  //.  m')  la  )>lii>  générale  esl  en  efFel 

1     m       1        1     on    uni     //      m\ 

ii  i!  suit  «le  l.i  que  !<•  nombre  dei  conditious  pour  la 
décomposil  ion  esl 

iiiii'    •     //     -  ///'  |  —  («9 

ou 

I  ï 

'lll 

(  )  1 1 1  •  ! I < •  »  soûl  '  < ■ s  1  ouditious? 


(  î  ■• 

Le  fait  de  coïncidences  simi  ltahées  signalé  au  n°  1 
doit  se  produire  un  nombre  de  fois  égal  à  -/V 

nll    C. 

En  effet,   cela  revient   à  dire  que  la  courbe  F  doit 

avoir  à  distance  Unie  ce  nombre  de  points  doubles  ;  or3 

les  deux  courbes   <|ui    doive'nl    la  composer   auront  à 

distance  Unie  des  points  d'intersection  dont  le  nombre 

est 

(a-4-«')|  3-t-  y  )  —  otB  —  a' 3'     OU      aV-:->y.\ 

En  ce  qui  concerne  les  coïncidences  pour  la  variable  t, 
par  exemple,  il  \  a  naturellement  a' x  2(a  —  i  i  coïnci- 
dences où  les  deux  valeurs  de  £  qui  coïncident  appar- 
tiennent à  la  correspondance  (a,  a'),  il  y en  a  jâ'  •  ;  ■>  <  '1>  —  i) 
où  les  deux  valeurs  de  /  qui  coïncident  appartiennent  à 
la  correspondance  i,  i  ,  ei  les  coïncidences  restantes 
(qui  doivent  être  comptées  deux  fois)  sont  celles  où 
l'une  des  deux  valeurs  coïncidentes  de  I  appartient 
à  la  correspondance  (a,  a'),  tandis  ijue  V autre  appar- 
tient à  la  correspondance  ((3,  V);  on  peut  suivre  ces 
faits  sur  la  courbe  F  décomposée;  ou  a  l'égalité- 

a'x  ->(a  —  i  i  [3 —  i)-i-  i( ai'-f-  3a')  =  m'x  i(n  —  i). 

Pour  a  =  i,  le  nombre  a'X2(a — i  est  nul.  une 
correspondance  (t,a')  ne  pouvant  donner  lieu  à  une 
coïncidence  de  deux  valeurs  de  t\  pour  |i  =  i.  on  a 
un  fait  analogue.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le 
<:as  n  =  :i ,  a  =  i ,   p  =  i . 

On  obtient  directement  comme  il  suit  le  nombre 
x(J'-h  ^a'j  qui  s'est  présenté  ci-dessus  comme  le  résultat 
d'un  calcul.  V  une  valeur  /,  de  /  répondent,  dans  la 
correspondance  (a,  a'),  a  valeur  de  /',  dont  chacune 
fournit,  dans  la  correspondance  »  i.  V  u  'i  valeurs  t2 
de  t  ;  une  valeur  de  t{  donne  ainsi  x'(3  valeurs  de  t<,  et 


I 

i  ii  \  ci  m -m  m- m  i  h  ne  valeur  de  t ,  donne  i  t  valeurs  de  /,  : 
la  correspondance  entre  /(  el  t.  esl  'l<>nf  une  corres- 
pondant i  admel  tant  <1<^  ci l'incident  es  en 
nombre  xâ'-t-jâ*',  el  ces  coïncidences  son l  bien  celles 
que  I  on  a  en  vue. 

l/.//s    Vexistence   de  coïncideno  (    simultanées   en 
nombrt  //<•  suffit  /<<m   en  général  j><>ttr 

assure)  la  décomposition,  bien  */'"'  '  soit  le. nombre 
<!<■<•  conditions  requises  /><>t/r  cette  décomposition. 

Voici   tiit  cas  où  la  décomposition   esl   assurée.  Soil 
une  courbe  d'ordre  /// -    />       <]'.   elle  se  décompos 
tniij)  sûr  si  elle  a  des  points  doubles  en  nombre 

1  /'      v      !     P     y      ■ 
i 

ou 

i  .  st-à-dire  si  le  nombre  de  ses  points  doubles  esl  égal 
.m    nombre    maximum    des    points    doubles    de    deux 
courbes  de  degré  />  et  y  (p  -+■  q  étant  égal  à  m  .  aug 
mente  «lu   nombre  de   leurs  points  'I  intersection 
I  (ans  le  cas  qui   nous  occupe,  la  courbe  I    ;i  par  bypo- 
i hèse  ! 

\    l'infini    sur    l'axe   des   /.    l'équivalent   <!<•   points 
doubles  en  nombre 

2  •  2  ^' 

,i  I  infini  sur  l  axe  des  /.  I  équivalent  de  points  doubles 


L'introduction  des  nombres  /'  el  q  ■>  pour  bul  d'obtenir  un 
■  ali  ul   simple  ;   i  nullemi  al   esse  ni  il  i 

font  :  ule. 


■   i  >:  ) 

"Il    Nom  hl  c 

.a'  n  ,  :      :    -11 

! ! oïl h 7     %   . 

à  distance  finie  des  points  doubles  en  nombre 

i  i  mse  de 

v;       a' 3'—  »3'-t-  3a'  =  (a -H  a') 
la  décomposition  est  assurée  si 

»fg-n  _  a'(a'-i)      e|      3(3-i)  _^_  3'<3'-i) 
2  ■  ■/ 

sur  les  Domines  maximum  de  points  doubles  de  deux 
courbes  d'ordre  tx  +  a   et  [3  +  '}',  c'est-à-dire  si  l'on  a 

a <  a  —  n       x'(a     -i)  =  (ï  +  i'  —  i)(ï  +  ï'-2),  ... 

OU 

(a  —  i)(a'—  i)  =  o,        (B  — i)(p'— i)  =  o. 

On  peut  avoir  a  =  i ,  ,j'=  i  ,  de  sorte  que  /«  décom- 
position 

n .  /n'  i  —  m  .  m '  —  i  )  —  (  n  —  i .  l) 

est    assurét     par    des    coïncidences    simultanées    en 

nombre 

<  >n  peut  avoir  x=  i,  6       i  .  de  sorte  que  lu  décom- 
position 

.//(')  —  i  i .  y.   i  —  m  . 

est     assurée    par    des    coïncidences    simultanées    en 
nombre   m!,    mais    i    et    B',    simplement    astreints   à 

avoir  pour   somme   m  ,   ne  sont  déterminés  que  dans 
les  deux  cas  m1  =  2.  m'  =  3. 


Voici  la  remarque  ai icéc  plus  baul  relativement 

i  ce  <  as.  (  lomme  on  a  a  i .  B  i .  les  seules  coïnci- 
dences possibles,  en  ce  qui  concerne  la  variable  /.  sonl 
ici  des  coïncidences  où  L'une  des  valeurs  <!<•  /  appartienl 
,i  l.i  correspondance  (i,  j  .  tandis  que  l'autre  appar- 
tienl à  la  correspondance  (i,  [3  ;  la  Formule  écrite  plus 
haut  se  réduit  aloi  s  à 

•  m         ou        -       m  . 

\in-i.  pour  7--1,  [i'  =  1 ,  le  résultat  esl  bien  net. 
Pour  x  1.  3  1.  K's  c  coïncidences  simultanées 
assurent  la  déi  omposition,  mais  «-1 1  « ■  -  peuvent  avoir  lieu 
de  diverses  façons  auxquelles  correspondent  des  décom- 
positions différentes.  En  général,  les  c  coïncidences 
simultanées  n'assurent  la  décomposition,  et  telle  ou 
telle  décomposition,  que  si  elles  ont  lieu  cl  une  certaine 
façon  :  l<-  sens  de  celte  expression  esl  précisé  pai 
l'exemple  suit  anl . 

3.    Pour  !<■  cas  particulier  où  I  une  des  deux  corn  - 
pondanc<  -  composantes  doit  être  doublement  Linéaire, 
on  a  ce  1  héorème  : 

Théorème.        Pour  qu'une  correspondance  ■  //.  /// 
entre  deux   variables  1   <■/  1    se  décompose  en  deux 
correspondances  dont  l'une  soit  mu-  correspondance 
doublement  linéaire 

(n,  m')    -ii .  \)      (n —  i)(/n'-    1  . 
//  doit  >  .1 1  stei .  in  nombi  e 

des  coïncidences  simultanées  >l<-  deux  valeurs  de  1  et 
de  deux  valeurs  de  l'.  Si  n  ou  m  <i  lu  valeur  \.  cela 


Suffit.   Si   l'an  a 


;. 


les  n  •+-  m'  —  2  couplés  de  valeurs  doubles  de  t  et  /' 
doivent  satisfaire  à  une  même  relation  homogra- 
phique,  ou  encore  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
quelconques  des  valeurs  doubles  de  t  doit  être  égal  à 
celui  îles  quatre  valeurs  doubles  correspondantes 
de  t  ;  cela  n'augmente  (railleurs  pas  le  nombre  des 

conditions  si  l'on  appelle  CONDITION  NOUVELLl  une 
égalité  nouvelle  qui  doit  avoir  lieu,  et  non  une  égalité 
qui  se  trouve  résulter  d'égalités  précédentes  8n  vertu 
d'un  choix  fait  entre  divers  cas  possibles. 

Pour  re=2  on  ///'=  2,  le  théorème  résulte  de  ce 
<|ii'()n  a  vu  plus  haut.  Pour  //  3,  ///  •  >,  les  conditions 
indiquées  sont  certainement    nécessaires,    puisque   les 

n  -+-  m' — 2  points  douilles  accidentels  «le  la  courbe  F 
doivent  appartenir  à  une  courbe  FM  =  o.  Elles  sont 
suffisantes  ;  supposons  en  effet  que  la  courbe  F  ait  à 
distance  finie  n  -\~  m' —  2  (au  moins  {)  points  doubles 
appartenant  à  une  courbe  Fn  =  o;  si  celle-ci  ne  faisait 
pas  partie  de  la  courbe  F,  elle  la  couperait  à  distance 
fi  nie  en  des  points  au  nombre  de  i{n-\-tn' —  2);  ni- 
elle ne  peut  la  couper  (pieu  n  -+-  m!  points,  nombre 
inférieur  au  précédent,  puisque  la  différence 

S .  1  n  -+-  ni —  '.>.)  —  (  /;        m   |     ou     n  +  m' —  4 

est  au  moins  égale  à  2.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
[On  peut  observer  (pie,  pour  //  -+-  m'  =  5,  la  courbe  F, , 
qui  passe  par  les  trois  points  doubles  est  encore  déter- 
minée. Pour  n  -+-  m'  =  4.  ''  "  J  a  plus  que  deux  points 
doubles  à  distance  finie;  la  quartique  l>2  =  o  se 
décompose  en  deux  hyperboles  F,,  =  o,  Fn  =  o,  qui 
se  coupent  à  distance  finie  aux  deux  points  doubles.] 


I" 


II. 


I.  Lorsqu  une  courbe  esl  représentée  paramétrique- 
ment,  comme  il  arrivera  dans  ce  qui  ^m.  une  valeur  du 
paramètre  ne  détermine  pas  seulement  un  point  si  I  on 
^  serl    de  coordonnées   ponctuelles,    une    tangente  m 

l'on  se   serl  de  coord ées  tangenlielles,  mais    bien 

l'ensemble  d'un  point  '!<'  la  courbe  et  '!<•  la  tangente 
en  ce  point,  ensemble  que  I  <>n  peui  appeler  un  clé- 
ment de  la  courbe.  Si  la  courbe  est  donnée  par  les 
coordonnées  de  ses  points,  fonctions  d'un  paramètre, 
un  j>"ini  nodal  donne  lieu  à  deux  valeurs  du  paramètre 
attachées  aux  deux  éléments  correspondants;  mais  un 
point  de  rebroussemenl  donne  lieu  à  une  valeur  unique 
du  paramètre,  et  une  droite  passant  /un  un  point  de 
rebroussement  se  présente  alors  comme  une  tangente 
parasite  de  l<t  courbe;  si  l'on  complète  la  courbe  par 
des  points  (classe  i  placés  aux  points  <!<•  rebrousse- 
ment,  la  classe  de  la  courbe  complétée  esl 

\       :  n  -+-X  =  21   m         /'  —  II, 

p  étant  le  genre  de  la  courbe,  el  la  simplicité  <!<■  l'ex- 
pression 2  (m  -+-  p  —  i)  est  un  fait  <lii;iir  de  remarque. 
Si  la  courbe  esl  donnée  par  les  coordonnées  de  ses 
tangentes,  fonctions  d'un  paramètre,  une  bitangente 
donne  lieu  à  deux  valeurs  <lu  paramètre  attachées  aux 
deux  éléments  correspondant  s;  mais  une  I  tngente  d'in- 
llexiou  donne  lieu  à  une  valeur  unique  du  paramètre, 
el  ////  point  situé  sur  nue  tangente  il  inflexion  se  pré- 
sente  alors  comme  un  />t>iut  parasite  </e  In  courbe', 
-]  l'on  complète  la  courbe  par  des  droites  (ordre  i) 
placées  sut  les  tangentes  d'inflexion,  l'ordre  <l«'  la 
courbe  complétée  <-vt 

M        >,'■•■>    n       />       i   . 
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o.  Soient  deux  courbes  unicur sales,  I  une  \  don!  on 
considérera  les  tangentes  a  el  qui  sera  de  classe  //. 
I  autre  X' dont  on  considérera  les  points  \  el  <|ui  sera 
d'ordre  m'.  Pour  la  première,  les  coordonnées  u,  e.  w 
d  une  tangente  a  son I  égales  à  des  polynômes  entiers 
en  £  de  degré  71  ;  pour  la  seconde,  lus  coordonnées  i  . 
i  .  z'  d'un  point  A'  sont  égales  à  des  polynômes  entiers 
en  /  de  degré  m'.  La  courbe  X  sera  complétée  au  point 
de  vue  ponctuel  (droites,  ordre  1.  sur  les  tangentes 
d'inflexion),  la  courbe  X'  sera  complétée  au  point  de 


vue  tangentiel  (points,  classe  i,  aux  points  de  rebrous- 
sement);  l'ordre  de  X  complétée,  la  classe  de  X' com- 
plétée sont  respectivement 

M  =  m  ■+■  i  =  ?.(/!  —  i  i,  N'=  ri  -    /.'=  21  m! —  i  i. 

Nous  ferons  correspondre  les  cléments  fa,  A  i  fie  la 
courbe  X  et.  les  éléments  (A;,  n'  i  de  lu  courbe  \  par 
la  condition  que  la  tangente  a  passe  au  point  \  : 
cette  correspondance  tangentielle  esl  une  correspon- 
dance (ra'm'),  exprimée  par  la  relation 

u .r  -     vy'-\-wz'  =  o        ou         F(t,t')  =  o. 

Les  points  V  de  la  courbe  V  qui  donnent  lieu  à 
une  coïncidence  de  deux  éléments  (a,  \)  sur  la 
courbe  X  sont  les   points  communs  à   V  et  à  \  com- 


M" 

plétée    si    \   est  un  poînl  d'intersection  de  X    ive<    une 

tangente  d'inflexi le  \.  et  -i    \.  es!  un  |i<.ini   de  \ 

infiniment  voisin  de  \  .  deux  des  tangentes  menées 
de  \,  à  \  lonl  infiniment  voisines  et  otil  leurs  points 
de  contact  infiniment  voisins  i;  le  nombre  de  ces  points 
est 

///         M      ou      m   X  )n       i  I, 

et  ce  résultat  est  conforme  à  ce  qu'on  -\  vu  au  n°  I .  De 
même,  les  tangentes  a  à  la  courbe  \  qui  donnent   lieu 
.1    une   coïncidence   >!<•    deux   éléments      \  .  <i      sur  la* 
courbe   \     sont    les  tangentes   communes    à  X  et  à  X 
complétée  :  leui  m  unbre  est 

a       \      ou    n       al  ni —  i  >. 

I  n  contact  'l<  Pileux  courbes  complétées  donne  deux 
coïncidences  simultanées,  c'est  à-dire  donne  simulta- 
nément  deux  éléments     a.  \>  coïncidents  si    l'on  part 

île    \.  deux  éléments      \  .  •>     :idents  si   l'on    part 

de  a;  on  dira  que  le  contact  est  singuliers}  une  tan- 
gente d'inflexion  de  \  touche  \  .  si  un  point  de  re- 
broussement  <!<•  \  est  sur  \.  si  une  tangente  'I  inflexion 
de  \  passe  par  un  point  de  rebroussemenl  <l<-  \ 

6.   Pour  que  la  coi  respondance  tangentielle  \  n .  m  \ 
se  décompose  en  deux  correspondances  (a,  a     et     :.  3 
il  hmi.  d'après  ce  qu'on  n  vu,  que  les  deux  courbes 
complétées  nient  des  contai  /s  en  nombre 

C  =    J 

mais  cela  ne  suffit  pas,  bien  que  ce  nombre  toit  celui 
tin  conditions  requises  pour  la  décomposition;  les 
contacts  doivent  avoir  Heu  d'une  certain*  façon,  si 
l'on  peut  .linsi  parler,  et  les  exemples  que  l'on  trouvera 
jilus  loin  éclaireront  ce  | >•  > i ■  1 1  délicat. 


I    143) 
Si    \    esl   un   point   «I  intersection  « i •  -^  < I < ■  1 1 x  rourbei 
complétées,    1rs   deux  éléments  i  '/.  \  i  qui   coïncident 

apparlienneiil    tous   deux    .1   la   correspond! ■  (a,  a') 

ou  tous  deux  .1  la  correspondance  ((à,  (à');    !<•  nombre 
de  ces  points  esl 

■x  !  ■   "/  I  "    X  2!  [3         I  I. 

De  même,  si  */  esl  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  complétées,  etc.   Pour  chacun  des  contacts  «m 

nombre 

c  =  atp'-H  pa', 

V  étanl  le  point  de  tangence,  I  une  < I <  — .  deux  tangentes  </ 
coïncidentes    appartient    à    la    correspondance     y.  /     . 
tandis  que  l'autre  appartient  à  la  correspondant 
et,  simultanément,  a  étant  la  tangente  de  contact,  deux 
point-,   V  coïncident  dans  des  conditions  analogues. 

Pour  a  =  1 ,  un  point  V  d  intersection  des  deux 
courbes  complétées  doune  deux  tangentes  </  coïnci- 
dentes qui  ne  peuvent  appartenir  â  la  même  corres- 
pondance 11,  y. '  1.  mais  seulement  à  la  même  correspon- 
dance (a',  p');  pour  f3=i,  etc.  Nous  reviendrons  sur 
le  cas  où,  la  courbe  \  étant  une  conique,  on  aurait 

a  —  1,  p  =  1. 

En  ce  qui  concerne  la  nature  des  contacts  capables 
d'assurer  la  décomposition,  voici  une  remarque: 

Pour  x  =  1 ,  si  X  a  des  tangentes  d'inflexion,  cha- 
cune d'eWes  doit  toucher  en  y.  points  la  courbe  \ 
complétée,  ces  contacts  singuliers  étanl  au  nombre  de 
ceux*  qu'exige  la  décomposition  ;  l'examen  d<-  la  Bgure 
montre  en  elle l  <pi  une  tangente  d  inflexion  de  X  ne  peut 
être  traversée  par  \  en  l'un  des  points  V  qui  corres- 
pondént  à  cette  tangente  dans  la  correspondance    i,a    . 


III 

puisque,  «mi  faisan!  mouvoir  la  tangente  <i  dans  le 
voisinage  de  la  Langente  d'inflexion,  <>n  aurait  deux 
tangentes  <i  pour  un  même  ; •< »i  1 1 1  \  :  cette  tangente 
d'inflexion  <li>ii  toucher  en  \  la  courbe  \  .  le  poinl  \ 
pouvanl  être  toutefois  un  poinl  de  rebroussemenl  de  \ 
Pour  y.  i.  un  poinl  « l < -  rebroussemenl  de  \  <l"ii  être 
de  même  un  poinl  multiple  d'ordre  a  de  X  complétée.  Il 
\  ,i  là  des  contacts  singuliers  qui  soûl  du  nombre  de 
ceux  <|ii  exige  la  décomposition. 

T.  Si  la  courbe  \  esl  une  conique,  la  courbe  \ 
étant  toujours  <l  ordre  ///  ,  la  décomposition  <!<■  la  cor- 
respondance tangcnliellej  ',  ///  '  jiriii  seulemenl  donner 

deux   correspond! ;s  (i .  a     et     i,  3    ,    La  conique  \ 

doit  alors  avoir  avec  la  courbe  V  des  contacts  en 
nombre  m ',  qui  assurent,  comme  on  I  n  ru,  lu  dècom 
position;  mais  x'  11  est  pas  déterminé,  sauf  pour  m!  =  2 
ou  m  i.  el  l'on  verra  j > 1 1 1  -^  loin  ce  qui  se  passe  pour 
m        |. 

«  in  un-  ..h  .1  ici  a  =  1 ,  jï  =  1 .  les  deux  courbes  sont 
nécessairement  tangentes  eu  tous  les  points  qui  leur 
sonl  communs,  l'une  des  deux  valeurs  de  /  qui  coïn- 
cident appartenani  à  la  correspondance  (1,  a'),  tandis 
que  1  autre  appartient  à  la  correspondance  (1, 

On  aurait  un  fail  corrélatif  avec  une  conique  X',  les 
-  //  tangentes  communes  à  la  courbe  X  >  1  ■  1  cite  conique 
étant  confondues  deux  à  deux  par  le  (ail  que  les  deux 
.  ..m  bes  «.ut  des  contacts  en  nombre  n. 

8.   Si   l'une  des  correspondances  doit  être  uniforme, 

..n  .i  ce  1  li«'' >rème  : 

I  moi  1  mi  .  Pour  que  In  correspondance  tangen- 
lielle  entre  les   deux  courbes  unicursaies   \  et  \  .  /,/ 


première  de  classe  nf  la  seconde  d'ordre  m  .  té  dé- 
compose en  deux  correspondance  5  dont  l'une  soit  une 
correspondance  uniforme,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
(leur  courbes  complétées  aient  des  contacts  en  nombre 

a    -  m'  —  », 

les  rapports  anharmoniques  des  éléments  de  contact 
pris  quatre  à  quatre  |  c  est-à-dire  les  rapports  anhar- 
moniques ries  t  de  ces  éléments)  étant  les  mêmes  sur 
les   deux   courbes;   cela  forme  d'ailleurs    seulement 

n  -f-  m' —  2  conditions  distinctes. 

Les  tangentes  «1  inflexion  de  \  doivenl  toucher  \  . 
les  points  de  rebrousseinent  de  X' doivent  rire  mu-  \. 
une  tangente  d'inflexion  de  X  pouvanl  toutefois  passeï 
par  un  point  de  rcbroussemenl  de  \  . 

On  pourrait  énoncer  des  conditions  moins  surabon- 
dantes; l'énoncé,  ici  qu*il  est,  veut  dire  ceci  :  parmi 
les  façons  d'être  de  deux  courbes  unîcursales  \  el  X 
qui  ont  n-\-m' —  ■>.  contacts,  il  en  peut  exister  une 
pour  laquelle  les  rapports  anharmoniques  indiqués 
soient  égaux,  et.  alors,  la  décomposition  demandée  a 
lieu. 

IIJ. 

9.  L'exemple  le  plus  simple  esl  celui  de  deux  co- 
niques bitangentes  qui  est  bien  connu. 

La  décomposition  de  la  correspondance  tangen- 
tielie  ■-  ■  en  deux  correspondances  fiomographiques 
intervient  dans  la  construction  de  la  droite  qui  esl  la 
transformée  d'un  point  dans  une  corrélation  générale 
déterminée  par  ses  deux  coniques  doubles  coniques 
bitangentes).  Elle  donne  lieu  a  ce  théorème  : 

/.tant  données  deux  coniques  bitangentes,  il  existe 


1 1" 

una  infinité  de  quadrilatères    \l><  I).  tels  que    \\\  est 
tangent  en   \  à   /</  première  conique,  \\(  '.  est  tangent 

i  '/  I)  </  lu  seconde  conique les  deux  couples    \l> 

et  CD  n  appartenant  pas  à  la  même  homographie 

10.  Poui  une  conique  X  <•!  une  <  ubique  nodale  \  . 
trois  contacts  assurent  ta  décomposition 

s,  3)         I  .   i  I  .    • 

le  fail  corrélatif  esi  donné  par  une  conique  \  <■(  une 
.  oui  lie  \  de  troisième  classe  ajanl  une  tangente  double 
l  « | ii ;i 1 1  ique  tricuspidale,  liypocj  cloïde  à  trois  rebrousse- 
ments,  cardioïde  .  Ce  qui  concerne  les  contacts  singu- 
liers, poui  ot,=  i  ou  «  i  ,  es!  mis  en  relie!  par  le  I  ûl 
suivant  :  soil  une  courbe  île  troisième  ordre  el  de  troi- 
sième classe,  ayanl  par  suite  un  poinl  de  rebrousse 
iiifiit  ri  une  tangente  d  inflexion;  si  on  la  prend  comme 
courbe  \  .  la  conique  \  * I »  > ï  t  passer  par  le  poinl  de 
rebroussemenl  (à  cause  de  a'=i)  et  rire  doublement 
ente  à  la  courbe;  si  <>n  la  prend  comme  courbe  \. 
la  conique  V  <l<»ii  toucher  la  tangente  d'inflexion  <  ;< 
cause  de  a=n  el  être  doublement  tangente  à  la 
(  ourbe. 

I  I .  .Soii  une  quartique  trinodale  \  el  une  conique  X 
quadruplemenl  tangente  ■>  cette  courbe  :  la  décompo- 
sition <!<■  la  correspondance  tangenlielle  esl  assurée, 
mais  «m  peul  avoir 

i .  >  . 
«m 

i .  i         (i 

il  s'agit  (h-  di  stinguer  <  es  deux  i 

a  .    Pour  éclairer  ce  qu'il  v  a  i  dire  i«  i.  nous  ferons 


i;  I 
une  courte  incursion  dans  le  domaine  des  quartiques 
île  genre  un.  Etant  donnée  une  quarlique  binodale  V. 
dont  les  points  doubles  sont  les  sommets  \  el  C  'lu 
triangle  de  référence,  l'équation  de  celle  courbe  peul 
se  mel I re  -mis  la  forme 

i  /.  1  -  ■+-  V  VZ  ■+■   Q  Z.r  H     II   1  l  i      \   =  o, 

le  polynôme  \  étant  du  second  degré,  de  sorte  qu'elle 
est  l'enveloppe  des  coniques 

/  - '  \  '  -.-  2X1 /  r-  +1. . .)  -+-X  =  o; 

\  est  l'une  quelconque  de  ces  coniques,  comme  ou  le 
voit  vu  changeant  />  en  /.  /..  La  conique  \  est  ainsi 
quadruplement  tangente  a  la  quartique  V,  e1  If  sys- 
tème de  coniques  quadruplement  tangentes  dont  elle  l'ail 
partie  1  '  1  est  relui  qui  1  on  tient  la  droite  double  \(1. 
obtenue  pour  À  infini  5  les  quatre  points  de  contact  d'une 
telle  conique  avec  la  quartique  sont  mu-  une  conique 
passant  aux  points  doubles,  el  dont  les  tangentes  en 
ces  points  sont  conjuguées  de  A.C  par  rapport  aux  deux 
tangentes  de  la  courbe.  Dans  ces  conditions  très  pré- 
cises, la  correspondance  tangentielle  entre  laconique  \ 
et  la  quartique  V  se  décompose  en  deux  correspon- 
dances (1,2).. 

En  effet,  considérons  la  conique  \  qni   est  l'enve- 
loppe de  la  droite 

./■/-       -  )/  +i=  o. 

el  dont  l'équation  est 

1  -  XZ   =  O 


(')  Il  \  on  ,1  douze  autres,  formant   trois  familles.  Cf.   Bulletin 
de  la  Société  mathématique,  1.   \\\ll  :  Sur  les  ••   g  ences 

des   63  systèmes   '/<•   coniques   quadruplement    tangentes  u   une 
quartique. 


ou 

i  t  |         ■  i  /       5)  =  o; 

I  équal 

DU 

s  1]  f\       f\  —  o 

représente  une  quartique  binodale  \  .  les  points 
doubles  étanl  .'1  la  rencontre  de  la  droite  y,  =  0  avec 
l.i  conique  f2  =  o,  el  cette  quartique  esl  quadruple- 
menl  Langente  .1  La  conique  de  la  manière  indiquée, 
les  | >< .1 1 1 1  ^  <!r  contact  <-i  les  points  doubles  étanl  sur 
l.i  conique  f2  o;  < •  Il <■  <-si  d'ailleurs  la  plus  gêné 
raie  de  son  espèce,  car  elle  <l<>ii  dépendre  <lc  8  para- 
mètres 1  1  —  2  —  î  l,  <i  c  est  bien  ce  qui  a  lieu.  En  cou- 
pant cette  courbe  parla  tangente  variable  xt3  ~ ...  =0. 
on  a  1  points  <jui  se  séparent  en  deux  groupes  de 
■  points,  attendu  que  l'on  .1.  avec  :    =zti, 

(xt     -»»./',       e/j  =  o; 
on  a  aussi  l»i«ii 

{y *-+-<*  \f\.—ttfi  -  o; 

le  fait  annoncé  esl  <;i abli . 

(  >n  peut  remarquer  que  chacune  des  correspon- 
dances (1,2)  ainsi  obtenues  entre  les  deux  courbes  \ 
ci  \  fait  partie  d'une  correspondance  dans  l«-  plan; 
rar,  si  I  on  élimine  y  entre  les  deux  équations  ci-dessus, 

on  a 

t*xj         ■    '  ft—  s/,:    -.: 

coordonnées  //.  1.    w  de   la   tangente  à  la  conique 
étanl  1  - .   - 1 .  1 .  on  peut  écrire 

u.xj  \  ./,  =  0; 

<»u  .1  il  ai  II  eut  s 

11  /■    •    vy  —  11   s  :     .  1  ; 


i    [49) 
ces  deux  équations,  »  1  ' > 1 1 1   aucune  ne  renferme  /,  «;i  i 
blissanl    une    correspondance    dans    le    plan    entre    la 
droite  (  //.  r.  W  )  el    le   point   (  r.   )",  Z  i. 

Je  renverrai,  pour  une  autre  démonstration,  au  Mé- 
moire dont  il  a  été  parlé  au  début  ;  cette  démonstration 
fait  bien  ressortir  le  rôle  des  contacts  des  deux  courbes. 

Si  A  est  un  point  de  rebroussement  de  la  quarlique, 
c'esl  que,  dans  l'équation 

(  ky*  +...  )*— ^«X  =  o, 

le  polynôme  X  ne  renferme  pas  de  terme  en  .»•-  :  la 
conique  \  passe  alors  en  A.  et  est  triplement  tangente 
à  la  quartique;  si  A  et  C  sont  des  points  de  rebrou 
int'iit.  la  conique  X  passe  en  A  el  (  '..  et  est  doublement 
tangente  à  la  quartique  :  par  exemple,  si  la  quartique 
est  une  cartésienne,  la  conique  \  est  un  cercle  double- 
ment tangent  à  cette  courbe,  et  ayant  un  centre  sur 
l'axe. 

Soil  alors  une  quartique  trinodale  X'  dont  les  point1; 
doubles  sont  A,  B,  C.  I  n  premier  système  a  de  coniques 
quadruplemenl  tangentes  à  la  quartique  comprend  une 
conique  formée  de  la  droite  double  BC;  si  15  ou  < 
cuspidal,  ces  coniques  passent  en  I»  ou  C  (bien  qu'on 
n'ait  pas  x'=  i  '.  niais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  le 
point  \.  On  a  deux  systèmes  analogues  3  el  y.  Si  la 
conique  \  fait  partie  de  l'un  de  ces  s\  sternes,  la  i  on  es- 
uoudance  langentiellu  se  décompose  en  deux  corres»- 
pondance^s  1,2).  La  quartique  peut  être  par  exemple 
un  limaçon  de  Pascal,  pour  lequel  les  points  cycliques 
sont,  des  points  de  rebroussement  :  les  coniques  \  pour- 
ront  être  les  cercles  bitangents  qui  ont  leurs  rentres 
sur  l'axe. 

(A'.   /  ne  quarlique  trinodale  X  admet '  au  i/uatri- 
Ami.  ilt    Ma  thé  mat.,  \    série,  t-  V.  (Octobre 


I 

me  de  coniques  \  quadvuplement  tangentes,  pour 
lequel  le  rapport  anharmoniçue  des  quatre  points  <l<- 
contact  est  le  même  sur  \  et  sur  \  .  de  sorte  que  la 
correspondance    Laiigentielle  i     se    décompose   en 

deux  correspondances  |  i .  i    cl  I .  équation  de  \  . 

rapportée  au  triangle  "lo  points  doubles,  esl  en  effcl 

a 

—  -f-. . . '-  -f-...=  o, 

x-  yz 

el  la  Iran  s  forma  lion  unidéluruii  native 

//./'  IV  \VZ 

-r-   =  —  =    -  A  +  f»+V  =  0 

A  [i  V 

donne  une  conique  \  ;  le  point  i  .r.  i  ,  ~  )  de  la  quar- 
tique,  (i  la  tangente  correspondante  (a,  r.  h/)  à  la 
conique,  \  érifienl  la  condition 

//./•        r  y  -+-  IV2  =  o, 

de    sorte  <|u  il    \    a   I>:«'n   correspondance   Laiigentielle 

uniforme  ;  si  l'on  pose  A  =  bc  — f- Y— gh —  r//, 

l'équation  ponctuelle  de  la  conique  esl 

\  )  -. ./ ■"  •  I'  )  /.  i'.'    h. .  .=  o, 

et  l'enveloppe  <!<■  celte  courbe,  quand  /..  ix,  v  varient 
bous  la  condition  X -4- u» -r- v  =  o,  est  la  quartique  \. 
Si  la  quartique  a  -/.'  points  de  rebroussement,  comme 
on  a  x'=  i,  les  coniques  \  passent  par  ces  points  el 
onl  avec  la  quartique  des  contacts  véritables  en  nombre 
4  —  ■/.  :  avec  mi  limaçon  de  Pascal,  ces  coniques  sont 
les  cen  les  bitangents  qui  <>nr  leurs  centres  sut  !<■  &  r<  le 
dont  le  limaçon  est  une  conchoïde,  el  ils  sont  liés  au 
pôle  «I  anallagmasie  situé  sur  l'axe;  pour  une cardioïde, 
ces  cen  les  passent  par  1<-  |><>int  de  rebroussement  réel 
ce  -"ni  alors  en  me  me  temps  les  cercles  qui  <>ni  pour 


"  ) 

diamètres  les  cordes   menées  par  le  point  de  rebrousse- 

menl  dans  le  cercle  dont  la  cardioïde  «■> i  une  podaire. 

Voici  une  remarque  :  si,  de  deux  points  M  el  \  d'uu 

limaçon  de  Pascal,  on  mène  à  un  cercle  bitangent,  du 
système  de  ceux  «pu  n  ont  pas  leurs  centres  sur  l'axe, 
deux  tangentes  m  et  //  convenablement  choisies,  el 
donl  aucune  n'est  arbitraire,  leur  angle  esl  constant, 
quel  <|iic  soit  ce  cercle;  en  effet,  le  rapport  anbarmo- 
nique  des  points  M,  N,  I,  J  sur  le  limaçon  esl  égal  au 
rapport  anbarmonique  des  tangentes  ///.  //,  i,  /  au 
cercle;  il  en  résulte  ce  fait  connu  qu'un  limaçon  de 
Pascal  est  lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  circons- 
crit à  deux  cercles  doublement  tangents  à  celle  courbe, 
sans  avoir  leurs  centres  sur  I  axe:  1  un  des  cercles  peut 
se  réduire  à  un  point,  qui  esl  le  point  double  delà 
courbe,  de  sorte  (pie  le  limaçon  esl  la  podaire  oblique 
de  son  point  double  par  rapport  à  un  cercle  bilaugeut 
de  I  espèce  indiquée  :  eette  dernière  propriété  entraine 
la  précédente,  et,  d  ailleurs,  elle  rend  compte  de  la  cor- 
respondance tangenlielle  uniforme  entre  le  limaçon  et 
Je  cercle  bitangeiit . 

On  aurait  des  laits  corrélatifs.  On  considérerait  d'a- 
bord une  conique  \  ci  une  courbe  (le  quatrième  classe 
ayant  deux  tangentes  doubles,  etc. 

Si  1  on  considère  une  courbe  pour  laquelle  ou  a 

m  =  \.        .0  =  1,         /.  =  i, 

cl .  par  suite, 

n  =  i,  x        i.  i=  ■>. 

par  exemple  un  limaçon  de  Pascal,  on  pourra  la  prendre 
comme  courbe  V  ou  comme  courbe  \.  et  Ton  aura  des 
remarques  analogues  à  celles  faites  à  la  lin  du  n  lit  : 
si  on  la  prend  comme  courbe   V    l'une  des  correspon- 


danccs  tangenliellcs  sera  nue  correspondance  m.  i)  si 
la  conique  \  touche  les  deux  tangentes  <l  inflexion  el 
<>i  bilangente  à  la  courbe. 

Ili.  Le  cas  n  3,  ///  3  fera  bien  comprendre  com- 
tneul  les  contacts  en  nombre  c  (el  en  général  les  c  coïn- 
cidences simultanées  pour  t  et  f')  doivenl  avoir  lieu 
d'une  certaine  façon  pour  <|n  il  v  ail  décomposition 
<l<*  la  correspondance.  Il  faudra  quatre  contacts  ;  comme 
une  eourbe  unicursalc  de  troisième  ordre  ou  <!<•  t  r  «  * i  - 
sième  classe  dépend  de  limi  paramètres,  «>n  peut  la 
délerininer  par  quatre  points  h  leurs  Laugentes;  <'ii  a 
alors  ce  théorème  : 

liiMM.  ime.  — ■  Il  existe  quatre  courbes  unie  ur  s  aies 
tin  troisième  ordre  touchant  quatre  droites  données 
en  quatre  /><>mts  donnés,  et  quatre  unicursales  de  tr<u- 
sième  classe  touchant   les  mêmes  droites  aux  mêmes 

points  .*   CES    COURBES    SI     CORRESPONDE!**]     i    NE     \     I    M  .     le 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  contait 
riant  la  même  sur  les  deux  courbes,  et,  w  /  on  prend 
deux  courbes  nui  se  correspondent,  la  correspondance 
tangent iella  %e  décompose  en  deux  correspondances 
dont  I  une  est  une  correspondance  (i,  i). 

Eu  efl'ei,  li,v<  quatre  points  élanl  désignés  par  1rs 
indices  i.  •.  ').  j,  on  a  d'abord  pour  toute  iinicursale 
du  troisième  ordre  passant   par  <  es  \>  ûiits 


7  Xt,  i  »   — 

Adt  —  O.  J       Jmit  —  1" 


j.uiii  /  ■/  un  .i  le  point  d'indice  t,  <  i<  .  Les  quatre 
paramètres  restants  sont  \K\  \z\  \  , '.  \,.  cl  la  valeur 
ilu  rappoi  i  anharmonique  i  st^vo  ■. 

Soi  -  i        »»  ,  z       i'    la    droite,   passant   .ni 


I 

point  <l  indice  i  ,  .1  laquelle  la  courbe  doil  être  tangente 
en  ce  point.  Cette  droite  rencontre  la  courbe  ci-dessus 
en  trois  points  ilniii  lr>  /  muii  donnés  par  l'équation 

1  un  de  ces  points  esl  le  point  d'indice  i.  les  deux 
autres  correspondent  aux  deux  valeurs  de  /  données 
par  l'équal  ion 


II, X*    • 

1  /  -  -  i     "        /  — 


) 


=  o, 


et  la  droite  est  tangente  si  1  une  de  ces  deux  valeurs 
<lc  /  ("■>!  égale  à  x,  c'est-à-dire  si  I  on  a 


?/,./.,       y, yt        tv\  S,  iit.r, 

\_> ; —     \i    


ou,  avec  une  notation  abrégée, 


.       (1,2)  .       i  I.    .  ) 


Ai   r   =  O. 


Celle  relation  et  les  trois  relations  analogues  déter- 
minent les  rapports  \,:  A.,;  \;;  \,.  et  la  valeur  du 
rappori   anliarmonique    <  k(3yo  .    L'élimination    des    \ 

donne 

i .  ■        i .  ;        i .  j 


■>.  i 


■x  —  p       y. 


7.  0 

•»-    i 
-  V      P  -  o 

>.  i        3,  2  ;.  ; 

Y       *      V  -  -  P  T— s 

i.  i  j,  a         [,  3 


=  o; 


en   divisant    les   trois   premières   lignes  respectivement 
par  p  —  y.  -■  ■ —  x,  x  —  y.  et  les  trois  premières  colonnes 


I  i'.l 

pai  les  mêmes  quantités,  en  désignant  par  I'  !<•  produit 
<li-  ces  quantités,  «mi  a 


'.   1 

p 

II 

i.  1 

t,    ' 

p 

ITp 

1-  I 

•    ■ 

r 

■>.  i 


i.  i 


i,  i 


(*- 

(P 

-«) 

3,4 

f  Y  —  o  )  (  a  —  p  ) 


I  0  —  V 


le  signe        s  introduisant  là  où  il  \  avail  y       p,  x  —  "\ 

[i  —  a  au  lieu  de  3  —  V Ou  peul  alors  multiplier 

les   Lroîs  premières   lignes  par   I*  et  supprimer  le  fac- 
teur P  dans  la  dernière  colonne,  ce  qui  revient  à  rem 
placer  I*  par  i  dans  l'écriture  ci  dessus;  en  posant 

( a  —  S ) ( ?      y )       ( ^  —  « )  ( T  —  a )       H      8)(a  —  0) 

c'est-à    lire  en   désignanl    par  /.    le   rapport    annarmo- 
niqui  -  "ii  a  1  équation  du  quatrième  degré  en  n 


(-2,1) 


■  i .  ■  ■       —  (  i ,  3  )      i     i 


;.  i 


■    j 
/      i 


i»  i 


<  f.3) 

/  /.    -i 


(  )n  aura  la  même  équation  dans  le  cas  <!<•  I  uuîeur- 
sale  de  troisième  classe,  car  il  faudra  échanger  i  /,  /  > 
ri  /.  i  .  ce  <|ni  revient  à  échanger  les  lignes  et  les 
col  ou  n  es  eu  changeant  1rs  ligues  «  I  «  -  tous  les  termes. 
I  )  après  ce  qu'on  .i  vu  au  n    8,  letli<  orème  est  démontré. 


(  r>>  ) 

[M'5e^,  M'6c,  M'4] 

QUADRILATÈRES  DE  STEINER  DANS  CERTAINES  COURBES 
ET  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Pab  m.  STUY\  \i:ht. 


Le  théorème  célèbre  énoncé  par  Steiuer  el  relatil  aux 
conditions  de  fermeture  de  certains  polygones  inscrits 
clan >  une  cubique  |>laue  du  dans  une  quartique  binodalc 
a  été  démontré  bien  îles  fois,  soit  par  des  considérations 
de  Géométrie  synthétique,  soit  par  remploi  des  fonc- 
tions elliptiques.  D'habitude  ou  passe  de  la  cubique  à 
la  quartique  par  une  transformation  birationnelle  el 
l'on  n'expose  guère  plus  que  la  démonstration  même  du 
i  liéorèrae. 

Nous  nous  proposons  d'étudier,  au  moyen  de  l'Ana- 
lyse algébrique,  les  quartiques  binodales  quadrillées, 
c'est-à-dire  douées  de  quadrilatères  de  Sleiner.  On  saii 
que,  s'il  existe  un  quadrilatère  pareil,  il  en  existe  une 
infinité  et  nous  montrerons  que  celle  proposition  esl 
au  fond  identique  à  la  suivante  :  une  courbe  rationnelle 
plane  du  second  ordre  ne  peut  dégénérer  qu'en  deux 
droites  coïncidentes. 

Ce  sera  le  point  de  départ  d  une  série  de  propriétés 
des  courbes  ou  systèmes  quadrillés  à  deux,  trois  ou 
quatre  nœuds. 

Cette  théorie  peut  être  étendue  aux  deux  courbes 
-.nielles  du  quatrième  ordre.  l'.nlin,  dans  certaines  sur- 
faces du  quatrième  ordre,  on  peu!  chercher  les  sections 
planes  quadrillées. 


(56 

COURBl     PLAN]      i   \  i  m  n  M  I  i  I      m      SECOND    ORDRE. 

I .    I  ,es  relal  ions  paraim  triqu 

i      i .  i    ■ 

définissent   une  conique  dans   le   plan   des  .»  , .  x      i 
Elles  donnent,  en  employant  une  notation  qui  s  explique 
d  elle-même, 

d'où  I  équal  ion  pond  uelle  de  la  eoui  bc 

Les  points  d  iiiterscelion  de  la  conique  avec  In  droite 
nx=  ii  sonl  déterminés  par  I  équation 

I      II    .      -        |  lll,,  II 

'2.    Pour  (tue  la  courbe  dégénère,  il  faul  qu'une  cer- 
taine droite  u  la  rencontre  en  une  inanité  de  points; 
alors  l'équation  précédente  esl  indéterminée,  Lou 
<  ^efficients  sonl  nuls,  donc  les  relations  en  //,■ 


m,  =  o, 


//,  =  o 


-  *  »  1 1 1  compatibles  cl  I  on  a 

A  =    abc)      o. 

Or,  lorsque  ce  déterminait I  esl  nul,  sans  que  tous  ses 
premiers  mineurs  s'évanouissent,  il  existe  une  seule 
nelation  linéaire  entre  les  éléments  de  ses  lignes,  donc 
une  seule  droite  u  rencontrait)  la  courbe  en  une  infi- 
nité de  points.  I.i  m  tous  les  premiers  mineurs  <l<-  A 
ioul  nuls,  les  quantités  a,.  /•,.  <■,  -><»iii  proportionnelles, 
les  équations  paramétriques  déterminent  les  rapt>orts 
de  X|.   ■  _.   '     cl  ne  représentent  plus  qu'un  seul  point. 


|     m;    I 
Donc,  quand  la  courbe  rationnelle  dégénère,  ce  ne 
/wiit  être  au  en  deux  droites  coïncidentes  ou  en  un 

seul  point  . 

Dans  le  premier  cas,  chaque  poinl  de  la  droite  trouver 
répond  à  deux  valeurs  /   el  /"  du  paramètre  /.  el   l'on  a 

ai  t'--+-  ).b\  t'  ■+-  Ci  _  «2/'2-4-  ■>/>./'       r,        <i  j  -        >/' 
"i  /  • -h  -2bi  l" -h  Ci        a1l"i-t->,b.lt"-T-<1        <i  J-  -T-zb3t" 

L'égalité  des  deux  premiers  rapports  donne,  en  effec- 
tuant les  calculs  et  divisant  par  t' — t" ,  généralcmeni 
non  nul. 

!  // '(a,  />.,  —  <t„bi)-h  | t  -t-  t')(a\  c-2  —  a>c,  i  —  2(è,Cj-     />.,<■  t)  =  o, 
ou,  en  appel anl   A/,  B/,  (',  1rs  premiers  miueurs  de  A. 

îC,//'-  Bs|  t    -■  I    1        2À,=  0. 

lu  égalant  le  troisième  rapport  à  l'un  des  deux  pre- 
miers, un  obtient  les  équations 

■2C2tt'—  B.,u  -t-  <')-f-  a  V2  —  0, 
sCjtt'—  B,(f -W')-H2A,  =  o. 

(jiii  sonl  identiques  à  la  précédente,  puisque,  par  hypo- 
thèse, A  est  nul  et  que  ses  mineurs  A/,  H,,  C/  sonl  pro- 
porliounels. 

Quand  les  équations  paramétriques  représentent 

une  droite,  les  couples  de  valeurs  du  paramètre  </ui 
donnent  un  même  point  de  la  droite  sont  en  inuolution. 

(M    Milïll   VTERES    DE    STEINEB    DANS    1   \   01    LRTIQUE    PLANE 

BI_\on  \  1  1  . 

3.  \  oici,  précisé  et  complété,  le  cas  particulier  du 
théorème  de  Stciner,  que  nous  m >n>  proposons  d'éta- 
blir: 

l  ne  quartique  plane  binodale  n'est  pas,  en  général. 


circonscrite  à  un  quadrangle  a)  ant  deux  points  dia- 
gonaux aux  nœuds;  mais,  lorsqu'il  existe  un  i/iui- 
drangle  pareil,  il  y  <*//  '/  ////'  infinité.  Dans  ce  cas,  le 
i inutilité  i><>int  diagonal  décrit  une  conique  et  les 
iln  quadrangle  qui  ne  passent  nos  /»<//  les  noeuds 
enveloppent  une  courbe  <tc  quatrième  classe. 

Supposons  les  nœuds  aux  sommets  .<  ,  .»■_.  el  x%x%  <lu 
triangle  de  référence.  L'équation  <  1  «  -  la  quarliqutt  esl  de 
la  forme 

a  |  -         •  <     ■ 

i 


ou,  en  posant  x3       ;./,..<:    =  t\xt . 

I      : 

Pour  qu  il  existe  un  quadrangle  inscrit  dont  deux 
points  diagonaux  soient  aux  nœuds,  il  faut  que,  poui 
deux  valeurs,  :,  et  :...  de  :.  on  ■iii  les  mêmes  valeurs 
de  /,  :  il  faut  done  que  les  relations  <  i-après  soient  <  om- 
pal  ibles  en  : ,  et  :_.  : 

",  :;         'I  ■:    \'         ■  <     \ 

'!':"■  r-C,* 

1  insidérons,  daus  un  autre  plan,  trois  coordonné*  ■ 
homogènes  \ , .  \  _..  \  . .  liées  à  uu  paramèln    :  par  les 

•     dites 

s  X        ai  \         ■  b  l       ■  i       i .  i 

Elles  définissent  une  courbe  rationnelle  du  second 
ordre  qui,  <l  après  les  conditions  précédentes,  <l<"  i  avoir 
un  point  double,  dum   dégénérer.  Cette  circonstance  s< 


i    [5g   | 
réalise  quand  «m  a 

A  |  ilhr  ,  ii. 

Vlors  la  conique  a  une  infinité  de  points  doubles  ei 
les  couples  de  valeurs  du  :  qui  donnent  un  même  poinl 
double  forment  une  involution,  représentée  par  une 
des  trois  égalités  suivantes,  équivalentes  entre  elles, 

-  \,-  B/(gi--f-h)  +  aC/Çib    ■"        (*  =  ii  ' 

Par  suite,  si  la  quartique  binodale  possède  un  qua- 
drangle  inscrit,  on  a  A  =  05  elle  possède  donc  une  inli- 
nilé  de  quadraugles  inscrits  dont  les  couples  de  côtés 
passant  par  le  nœud  xtx2  sont  en  involution;  et  celte 
involution  est  représentée  par  une  des  égalités  ci-dessus 
ou  par 

'  \, ./,./,--  I'., -./',  ./,        .'-,./•",   1  —  2<  .,./■',  ./■„        0  i        1. 

De  même  les  couples  de  côtés  passant  par  X\X$  for- 
ment une  involution  représentée  par  une  des  équations 
suivantes,  équivalentes  entre  elles  : 

2  \  ,./•',./•■",—  \,!  •'■':■'•;,-  •'•,•'','-  'V''  '  .  =  o, 
lBi.r[x\ —  It.ji  ./•,./•",—  x'3 ./",  |-f-  •>  lî  .-i./Vj  ./•';',  —  0, 
a  Cj  .'■',  x\  —  <  '.-,  1  '•',  x  .       .r  . x'\  1  —  2C3  x'%x\  —  o. 

\.  \\ani  de  poursuivre  la  démonstration  du  théo- 
rème du  numéro  précédent,  faisons  quelques  remarques. 

Le  déterminant  A  étant  mil.  il  existe  une  relation 
li néairo  enl re  les  pol>  nomes 

•  /'.  ''..''i       '    '';         <  '  —  1  •  '■>-■  I 

uguraut  dans  I  équation  0  =  0.  L'évanouissement  de 
ces  polynômes  représente  donc  trois  couples  de  la  pre- 
mière involution  trouvée  ci-dessus.  De  même  on  peut 


(    (6o 
ordonner  a  par  rapport  à  ./■_.  el  I  on  trouve  que 

'i  '        '  .  '  i    •    '  i  ■'";'        0 

i  i'|ii  éscntcul  trois  couples  de  la  seconde  imolutiou. 

Pour  la  simplicité  nous  dirons  que  la  courbe  -  esl 
quadrilléi  quand  elle  esl  <  iiconsi  rite  à  des  quadr angles 
ayant  deux  points  diagonaux  aux  nœuds.  La  remarque 
I  > t  •  ■<  édenle  donne  alors  I  énoncé  que  voici  : 

Soient  une  quar tique  binodale  ■:..  la  première  po- 
laire il  un  de  ses  noeuds  et  /<■  couple  dé  tangentes  en 
ce  nœud  :  ces  trois  figures  sont  coupées  par  mu-  droite 
quelconque,  issue  du  second  point  double,  en  trois 
couples  de  points  (autres  que  les  nœuds  .  Si  ces  trois 
couples  di  points  sont  en  involution,  il  en  est  de  même 
tics  trois  couples  de  points  analogues  obtenus  en  inter- 
vertissant les  rôles  des  points  doubles.  Dans  ce  cas,  et 
dans  ce  cas  seulement,  lu  courbe  a  est  quadrillée. 

Voici  encore  un  corol  laîre  <:\  idenl  : 

.S/  In  courbe  es  est  quadrillée,  toutes  les  droites 
issues  d'un  nœud  la  coupent  en  des  couples  de  points 
qui  sont  projetés  de  Vautre  nœud  suivant  il<-s  couples 
de  rayons  en  involution.  Réciproquement,  si  trois 
couples  de  rayons  pareils,  issus  d  un  même  nœud, 
■><<///  en  involution,  tous  le  sont,  (/»*>/  Im-n  pour  I  un 
que  pour  Vauti  <■  nœud,  et  In  courbe  est  quadrilL 

I  ii  élément  double  d'une  involution  correspond  à 
des  tangentes  issues  de  1  autre  nœud  el  donue  un  qua- 
drangle  réduil  à  un  scguicul  de  droite,  kîiiai,  pour 
qu'une  courbe  a  soit  quadrillée,  il  l<nii  <t  il  *u///i  nue 


(    (6i   ) 
les   contacts   de   deux   tangentes    issues  de  l'un   des 
noeuds  soient  alignés  sut'  I  autre. 
Suit .  pour  fixer  les  idées, 

i 

la  relation  identique  <|ui  li<'  trois  eou pics  de  l'involution 
m  .1.,,  .»-,.  L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

r  "i-'ij  -*-  -'''x  '■■!■'  i        0\X\  \{x\       \x\  I 

-+-  (aja?|-h  ■?./',',.,.       ctx\  M  .'.'■;. ''1       ;i '■';  i 

aj  ./•>;  -     •  6j  .'■>■',      'i  ■'•[     a  ■■•'■!.'       ■  h  .  * 

=  o. 

Réciproquement .  l'évanouissemeut  d'un  déterminant 

cp,|  ./-,.. r-i  »      '--.  i./'j. 

où  les  y  et  les  o  sont  <!<'■>  formes  quadratiques,  repré- 
sente une  quartique  biuodale  quadrillée.  Car  ics  quaire 
points  communs  aux  deux  couples  de  droites 


/t-t-*/i 


9,  +  A-», 


vérifient  L'équation  de  la  courbe  et,  quel  que  soit  />.  ce 
sont  K's  sommets  d'un  quadrangle  ayant  deux  points 
diagonaux  aux  nœuds.  Donc,  pour  qu  une  quartique 
binodale  soif  quadrillée,  il  faut  et  il  su /fit  une  le  pre- 
mier membre  fie  son  équation  puisse  se  mettre  sous 
forme  d'un  déterminant  de  quatre  fonctions  quadra- 
tiques, où  .<■;,  manque  dans  une  ligne  et  x  >  dans  Vautre. 
Il  en  résulte  aussi  que  les  deux  involutions  sont  pro- 
jectives. 

5.    Passons  à  la  recherche  du  lieu    lu  troisième  point 
diagonal  des  quadrangles  inscrits  :  nous  venons  de  voir 


[6a 
<iiic  les  couples  de  côtés  opposés  'I  un  quadrangle  sont 

-  ... 

I  m   d<'s  côtés  du   triangle  diagonal  esl  .»',       "•,    les 

autres    ^<>u\    respectivement     les    droites    polaires    du 

nœud   '  .  '     par  rapport  au  couple  de  droites  f\       il- 

et  du   nœud  .»■,.*_..    par  rapport    au   couple  de  droites 

/.  a  ,  :  lo  équations  <!<■  ces  polaires  ~*<>\\\ 


l.  ,"1 


/  ''■ 


et  leur  intersection  (troisième  point  diagonal    décrit  la 
conique 


,1  i  .      ,1  i  . 
foi 


,/ 1 .,  ,1 1  | 


Le  lieu  du  troisième  point  diagonal  des  quadrangL  s 
inscrits  dans  lu  quartique  quadrillée  çp  est  la  conique 
polaire  de  l'un  des  nœuds  pai  rapport  à  la  cubique 
polaii  >■  il'1 1  autre. 

Celte  conique  ■«  pour  équation  développée 

"i  X\  '■ ,      b\  ./■,./-,  I  |  i 1 

Si  l'on  calcule  s  in  discriminant,  <>n  trouve 

—  ,,  "  :h\   '       OU       --'/,' 

I  a  <  "in  be  dégénère  si  I  on  a 

nl  —  h        .m        i      -  <i. 

I).m>  le  premier  cas,  la  quartique  s  se  décompose  eu 
une  droite  x(  et  une  cubique.  Ecartons  provisoirement 

cette  hypothèse.  La  propriété  de  la  conique    f      )      de 


(  (63  i 
se  réduire  à  deux  droites  «si  indépendante  du  choix  <lu 
triangle  fondamental;  mais  l'équation  a  o  ne  con- 
serve la  même  forme  que  si  deux  des  sommets  de  <<• 
triangle  sont  aux  nœuds.  La  quantité  C8  esi  donc  inva- 
riante pour  les  transformations  de  coordonnées  qui 
déplacent  le  sommet  x.,x3.  Nous  supposerons  d'abord  (  ', , 
non  nuh  le  cas  de  Cs=o  scia  examiné  |>lns  tard. 

(J.  Avant  d'étudier  l'enveloppe  des  rôles  des  qua- 
drangles  qui  ne  passent  pas  par  les  nœuds  (dans  I  hy- 
pothèse C3<  o),  il  convient  d'examiner  la  correspon- 
dance entre  les  sommets  opposés  des  quadrangles. 

Les  équations  des  involulions  en  x-2.  .r,  el  .r:),  xt 
peuvent  s'écrire,  par  exemple,  sous  la  forme  suivante, 
trouvée  au  n"  3  : 

2  \  ;  r\  .,'[  —  B3(.r',  x",  ■+■  j-',  ./',  )  -~  ■>  C  o, 

i  Ci  x\  x\  —  C2  ( x\  x\  -i-  x'3  x\  )  ■+-  2 (  ;:, x':i  x\  =  o. 

De  ces  relations  on  peut  tirer  les  coordonnées  du 
sommet  x'  proportionnelles  à  des  fonctions  quadra- 
tiques des  coordonnées  du  sommet  opposé  .<  ou  inver- 
sement. Doue,  les  sommets  opposés  des  quadrangles 
se  correspondent  dans  une  transformation  biration- 
nelle  quadratique. 

Puisque  C3  n'est  pas  nul,  les  équations  précédentes 
définiront  une  simple  inversion  si  l'on  déplace  le  som- 
met Jj.r:l  du  triangle  de  référence  de  manière  à  annu- 
ler li,  et .(!;.,  ce  < j ii i  revient  a  prendre  pour  côtés  ' 
et  x3  du  triangle  de  référence  les  rayons  conjugués 
de  xt  dans  les  deux  involulions. 

Supposons  (jue  celle  transformation  ail  été  faite  el 
(jue  les  deux  involutions  soient  désormais  représentées 
par 

Xf.  ./.,  sa  CX\  X 


I  ■'  I  ' 


i"i  I 

Leurs  rayons  doubles  uni  pour  équations 

'i  ya, 

ci  I  «mi  \nii  I.k  ilcincii i  que  les  couples  de  ces  iuvolu- 
lions  se  représeiileiil  par  !<•>  équations  suivantes  où  / 
ci  '}.  sont  «les  parainèl  res  \  iriables  : 

=  O,         x\  —  ax\  —  |X 

(.es  deux    iuvolulions  étant  projeclives,    nu    .1.    pai 

exemple, 

1  •>.       2  n  )   4-  ■'  m  [i  -+-  '1  b 

L  élimination  <lc  /.  el  u.  donne  1  équation  <!<•  la  courbe 
rapportée  au  Lriangle  fondamental  de  I  inversion 

ep  =  1  ■     >  m  •■  .1 

■+-  mu    r      .  ax\)  .1 ■  j a  ;       1  A  r .  ■  ■  ■  '  ' 

ou 

o  =  .'■-;  1  x\     ■> 'm  ./-j./'i 

-f-     1Z  ,  Il       I         \  ■/,,;,,,, 

-+-  x\  1  "  v  \       >  m"  '  :  '  1       ac  1  f  .    =  i». 

Dans  une  quai  tique  binodale  quadrillée,  les  som- 
mets opposés  d'un  c/uadr angle  ><<///  dr\  points  homo- 
logues d'une  inversion  trilinéaire  dont  les  points  fon- 
damentaux sont  les  points  diagonaux  du  quadrangle 
déterminé  par  les  intersections  des  rayons  doubles 
des  deux  insolations. 

7.  Pour  obtenir  l'enveloppe  des  côlés  des  quadraugles 
inscrits  nous  allons  résoudre  d  abord  ce  problème  <l  al 
gèbre  :  éliminer  À  entre  les  relations 

,1        b  1  )  " .       b  i 

Représentons   chacun   de    ces  rapports   pai    — '..   il 


(   (65  ) 
luut  donc  que  les  trois  relations 

a,  -+■  6/X  -+-  c,p  h-  ,1, Xp    z  o        (/       i .  '.  3  ) 

soient  compatibles  <'ii  /,  et  p;  multiplions-les  par  :  : 
nous  aillons  si\  équations  non  homogènes  eu  "/.,  p,  Xp 
p2,  /.:'-',  cl  I  élimination  de  ees  cinq  quantités  conduit  à 
I  évanouissement  du  délei  minani 


":        6*       Cj       di 

a>i     ht    a    >/, 


(i=  i.  s,  ; .. 


Pour  que  les  deux   relations   proposées   en   X  aient 
deux  racines  communes,  il  faut  que  les  équations 

«i  —  6»X  +  ç,  p  +  rft-Xp  =  o 

soient  vérifiées  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  "/.  et  p. 
En  coordonnées  cartésiennes  X,  p,  elles  représentent 
trois  hyperboles  ayant  les  mêmes  directions  asympto- 
liques;  pour  qu'elles  aient  encore  deux  points  com- 
muns, ils  faut  qu'elles  fassent  partie  d'un  même  faisceau 
ou  que  l'on  ait 


|j  a,     0,     a    d, 


(4  =  1,2,3). 


Ces  problèmes  préliminaires  étant  résolus,  revenons 
à  la  courbe  quadrillée  çp  rapportée  aux  trois  points  fon- 
damentaux de  l'inversion.  Son  équation  est 

.rlurl+->.nixi.rl  —  cx])  -h  23?,:r,(«a?|-+-2Ôa72;r,    -ncx\) 

-h  x\[ax\  —  imaxtXx  -+-  aca?|)  =  o, 

et  l'on  a  supposé  que  le  mineur  du  déterminant  A  re- 
latif au  dernier  élément,  donc  ici  h  —  mu,  n'était  pas 
nul.  L'équation  peut  encore  s'écrire 


»a?5-H2  6a?,ar,-t-nca:ï     arf     -imi 
An*,  rfe  Mathémat.,  ','  série,  t.  V.  (Octobre  igo5.) 


=  o; 
3o 


[I I 

elle  montre  * | » •  « •    les    involu lions    projcctives    peuvenl 

s'écrire 

"  ''  I  ~ 
n      /.         ■  ./,/., 

une  même  valeur  de  /  donnanl  < l< -^  couples  eorrespoii 
danl  s  des  involul  ions. 

I  ne  droite  u  donnée  par  I  équation 


"i  •'  i 


coupe  la  première  involutiou  eu  des  couples  de  points 
nui,  projetés  du   nœud  ./•,.''_••  douuenl  cette  troisième 

in\ c  lui  ion 

i    ,  .      / 

Poui  que  la  droite  //  soil  diagonale  d'un  quadrangle 
inscrit,  il  faut  que  la  seconde el  la  troisième  involutiou 
aient  un  couple  commun .  correspondant   à   une  même 

\ aleur  de  / ..  d< me  que  I  <>n  ail 

ll\U  ■  I    II  .11  II  '  ,111  ■  / 


A        ///  / 


i    n 


L'élimination  <!<•  /..  com nous  venons  <!<•  I  effectuer, 

donne  ce  résultai 


o 

■  ii.ii 


n               i  .       . 

A              /y  .       . 

m- 

<•  ni 

n  ,  n  |  li       m 

U  :   -f-  au  j        <  n  t  n  .  ne      C 


I  n  développanl  par  le  théorème  de  Laplace,  et  sup 


'":  ) 

primanl  le  fat  leur  |  b  —  mn  )u2u  ■..  il  \  ieni 

"i       a  //;  i  /////,.      nus  i       [6aJ  u,  u  . 

«il  cu|—  auj  i  i  «iu,       ////.  i       |  ,„  ; 

équation    tangentielle   d'une    courbe   de    quatrième 
classe. 

Pour  que  la  droite  u  soil  diagonale  de  deux  qua- 
drangles,  il  faut  que  les  deux  équations  en  /  écrites  en 
dernier  lieu  aient  deux  racines  communes  ;  donc,  d'a- 
près le  problème  préliminaire,  il  faut  que  l'on  ail 

U\  (i  u  \ 

«|    «S  11,11;  h  H! 

u  |     -  au\      iut  u  ;     //  ■•     c 

En  omettant  la  seconde  ou  la  première  colonne  on  a 
respecth  ement 

cu\—  au\—  u]~o.        ïB1Ba(6-mft)  =  o. 

Par  hypothèse,  h —mn  n'est  pas  nul  5  on  a  supposé  «3 
différent  de  zéro,  puisque  l'on  a,  ci-dessus,  divisé  paru-,, 
donc 

"1  —  0,         cu\  —  au\  =  o 

représentent  deux  droites  qui  sont  à  la  fois  diagonales 
de  deux  quadi  angles  inscrits,  et,  par  suite,  tangentes 
doubles  à  l'enveloppe. 

Pour  une  de  ces  droites,  les  seconde  el  troisième  in- 
volu lions  considérées  précédemment  ont  deux  couples 
communs,  car  suite  ions  leurs  couples  communs,  et  aussi 
mêmes  éléments  doubles.  Ceci  explique  pourquoi  cha- 
cune des  tangentes  singulières, 

"1  -  o,        11,:  'i-,  -  -•   s  ■>  :\  c, 

est  diagonale  du  quadrilatère  loi-, ne  par  les  rayons 
doubles  de  la  première  et  de  la  seconde  involutiou. 


[68 
L'enveloppe  des  côtés  des  auadrangles  inscrits  qui 
/i<-  passe/il  pas  par  les  nantis  <-\i  une  courbe  <lr  i/uu- 
trième  classe  ayant  pour  tangentes  doubles  les  diago- 
nales <lu  quadrilatère  formé  par  les  rayons  doubles 
des  involutions  des  côtés  opposés  des  quadrangles 
inscrits. 

Toutefois,  bien  que,  pour  I  une  des  tangentes  singu- 
lières,  la  seconde  <;i  la   troisième   involution   < >n i   tous 

leurs    couples    communs,   elles    n'ont    que    deux    couples 

communs  correspondant    à   la   même   valeur  de  a  :  ces 
valeurs  de  A  s'dblien nen I  en  faisant 

iti  =    ".         n2:  tt3  =  ±  ya:  \>- 
dans  l'une  des  relations 

//.;  u]  it,  -■-'/.  n-,  u ,         ii'\       au\        '//',/', 

n  -+-  X  ~~         b  -+-  m  À  c(ft  +  À) 

par  exemple  dans  la  première  :  on  obtienl  suecessive- 

mei  l 

a(b       m  X)  =  ±  \J(ic{n  -+-  '/  •  '/ . 

rfc  À1  y/c  -+-  À  (±  n  t/c  —  ///  ya  )  —  b  \  a 

Les  den\  valeurs  de  /.  coïncident,  pour  I Une  on 
L'autre  des  tangentes  singulières,  si  l'on  a 

(±  n\fc —  m  \/a  i  \b  \/ac 

=  a  ni1  -t-  en1  ±  >  \  ac{  >  b  —  nui  i  —  <>. 

Pour  que  les  valeurs  de  /.  coïucidenl  poui  les  deux 
tangentes  singulières,  c  est-à-dire  pour  qu'elles  soieut 
toutes  deux  inilexiounclles,  d  tant  que 

<t m*-    I-ÇA'bO  el  >b  —  /////     _ci. 

Quand  une  courbe  de  quatrième  «lasse  a  deux  tau- 


I  {6g  i 
gen tes  doubles,  elle  esl  en  général  du  liuilième  ordre. 
Cet  ordre  s'abaisse  <l  ;i  m  «  •  ou  de  deux  unités  quand  une 
ou  deux  tangentes  doubles  deviennenl  inflexionnelles; 
comme  on  vient  de  le  voir,  celte  circonstance  peut  se 
réaliser  sans  que  l'on  renonce  à  l'hypothèse  l>     mu. 

U enveloppe  des  cotes  des  a  uadr angles  inscrits  dans 
la  quarlique  quadrillée  est  une  courbe  du  huitième 
ordre  qui  peut  s' abaisser  au  septième  ou  au  sixième 

ordre. 

8.  Reprenons  la  première  équation  de  la  quarlique 
quadrillée 

/ ,  /  •  A,  ./'L../'|  —  C\  x\  i 

-f-  ■±.ri.rx[  a,.rl  ■+■  >/>,  ./■-,. ''1    -    c*x\  i 

%bixiX\  -  n. 

Nous  supposons  encore  a,^o;  mais,  par  contre,  le 
mineur  (  !3  de  A  =  [abc)  ou  a,  b> —  a2b{  est  à  présent 
nui. 

Nous  pouvons  toujours,  et  dune  seule  manière,  dé- 
placer le  sommet  x2JC3  du  triangle  de  référence  de  telle 
sorte  que  les  coefficients  a2  et  b,  s'anuuleut,  car  la 
ti  ansloi  malion  des  coordonnées  remplace  ces  coeffi- 
cients a2  el  b  |  par  des  fonctions  linéaires  des  para- 
mètre.^ de  la  transformation.  Avant  dune 

"i  °_  —  "1bj  =  <li  =  b\  =  o        et        ai     o, 

on  doit  a\ oi r  aussi 

6»=o, 

et  le  déterminant  A  se  réduit  à 

—  -V'i'  - 


(  i: 

Par  suite,  pour  que  lac be  5  boîI  quadrillée,  il   Paul 

«  j  1 1  «  '  i  j  OU   A,   suit    mil.    I.  ii|ii.il  inii   56    irduil    a    I   iinr   des 

li  ii  mes 

o, 

- 

Dans  le  premier  de  ces  cas.  chacune  des  droites 
•/(.»,../_,.  (i  coupe  la  courbe  en  quatre  points  con- 
fondus .m  sommei  .<■,.»■._.:  el  i  e  somme  l  est  alors  un 
poini  double  d  inflexion;  dans  le  secoud  <.i>.  c'est  le 
sec<  ml  sommei  qui  présente  cette  singularité.  Il  suffit 
évidemment  de  considérer  un  de  ces  cas. 

Nous  nous  bornerons  a  énoncer  les  résultats  que  I  on 
obtient  en  appliquant  1rs  méthodes  des  numéros  pré- 
cédent s. 

Lorsque,  dans  une  quartique  binodale  quadrillée, 
un  des  nœuds  est  un  point  tl<>it/>/r  d  inflexion,  le  troi- 
sième point  diagonal  (1rs  quadrangles  inscrits  décrit 
une  droite,  les  sommets  opposés  ,/,■  ces  quadr angles  se 
correspondent  dans  une  semi-inversion  Irilinéaire,  et 
leurs  diagonales  enveloppent  une  courbe  </'■  troisième 
classe. 

Remarquons  que,  si  l'une  des  branches  <l<-  la  courbe 
passant  par  un  point  double  >  présente  une  inflexion 
1 1  w  la  courbe  est  quadrillée,  la  seconde  branche  u 
aussi  une  inflexion  en  ce  point:  car  les  quatre  tan- 
gentes i-Mirs  du  nœud  considéré  <>ni  leurs  contacts  .di- 
gnes deux  a  deux  sur  l'autre  nœud)  si  donc  nw  de  ces 
<  ont  i<  ts  s  approche  indéfiniment  <lu  premier  nœud,  il 
•  u  est  de  même  »l  un  autre  de  ces  contai  ts. 

I  suivre.  \ 


(  \v  ) 

f  L1 17  al 

SUR  DR  LIEU  CORRl  : 

PAB    in     ABONNÉ. 


/Jd/-  deux  points  fixes  \  et  P>  pris  sur  une  conique 
donnée,  on  fait  passer  une  circonférence  variable, 
puis  Von  mène  ù  ces  deux  courbes  deux  tangentes 
communes,  telles  que  les  cordes  de  contact  passent 
juir  le  point  de  rencontre  de  AB  avec  I"  sécante  com- 
mune associée  (');  trouver  le  lieu  <lu  point  di-  ren- 
contre de  ces  tangentes?  i  Chasj  i  s. 

Le  cas  particulier  <>ù  les  points  \  el  l>  sonl  confondus 
.1  été  proposé  au  Concours  général  en  1844  {Nouv. 
/////..  i844,  p.  i"»-  (3i,  [89 
Gérono,  après  avoir  donné  une  solution  géométrique 
(Ibid.,  p.  493)1  a  ramené  géométriquement  le  cas  gé- 
néral au  cas  particulier  eu  montrant  que  le  lieu  reste 
le  même  si  la  corde  VBse déplace  parallèlement  à  elle- 
même  (Ibid,,  iS5i.  p.  juSi.  Breton  (de  Champ)  a 
résolu  la  question  en  considérant  le  point  dont  ou 
(lien  lie  le  lieu  comme  un  centre  d'homologie  ;  il  a 
remarqué  que  le  problème  peut  s'étendre  à  l'espace,  en 
remplaçant  la  conique  et  le  couple  de  points  par  une 


(').  l-.i  restriction  essentielle  indiquée  i<  i  est  souvent  omise  dans 

l'énoncé;  -1  ><•  la    fait  |>.i*.  le  lieu  se  c pose  d'une  conique  el 

d'une  courbe  du  quatrième  ordre  1  Nouv.  \im..  1880,  p.  122)  Si  la 
circonférence  variable  es)  remplacée  par  une  conique  variable  |m-- 
sanl  par  quatre  points  fixes  quelconques,  le  lieu  est  une  courbe 
du  sixième  ordre     Nouv.    \mi..  1880,  p.  t84,  NotedeM.  Darboux). 


i-' 

quadriquc  >  i  une  section  circulaire  l  //'//.,  i  8  •  a .  a.  6  i 
el  .'.; .'.   . 

Plusii  h  i  s  m  il  ni  i,  •  1 1  >  ,i  ni  I  \  i  iques  uni  été  don  nées  i  i86  '•. 
p.  j8i;  1864,  p.  49î  '873,0.  ■'.'>:  1880,  p.  91).  Elles 
m-  il  1  lin  ini  pas  rsscnliellenienl  les  unes  des  autres,  el 
celle  « | ■  1  mi  va  lin'  esl  empruntée  au  môme  fond  <l  idées 
que  ses  de*  ancières. 

Nui  la  conique  S.  donl  I  équation  esl  f(x,  y  )  =  o, 
les  .i\r>  de  coordonnées  élaul  parallèles  aux  axes  <!<• 
laconique  S^  soil  laconique  r  doublemenl  tangente  à 
l,i  première,  el  «nu  sera  formée  par  la  suite  des  deux 
tangentes  <  oui  m  unes  considérées  dans  I  nu  un  <• 

//'  0; 

soil  le  cercle  G,  doublemenl  tangenl  à  la  conique   I  . 

/./'  /  ./  ■>  1  /)'  /■  /  <j\  r    -  —  O, 

avec  deux  conditions  don!  nous  11  écrirons  pour  le  ni<>- 
iiiriii  que  la  première, 

1  /"/ 

les  cordes  communes  à  la  conique  S  <•!  au  cercle  <  !  qui 
passent  au  ] *< > i  1 1 1  de  rencontre  des  cordes  <!«•  contael 
avec  I  sonl 

p  r       qy       r  1  t       pij       v)«=  o, 

el    leurs    coefficients    angulaires    seronl    ///   <-i         '/'  si 

1  on  a 


p    ■    gm        -  ". 


le  terme  du  premici    degré  en  m  disparaissant  a  priori 
en  \ erl  11  '!<•    1). 

I    s  relations  (1     el     a)  déterminent  p  et  q  ;  il  suffil 


de  |>i  cinli c 


/•//     /     ■lin. 


laissant  de  i  oui  la  solution  illus  lire  /'     =  /..  //        •)..  où  /// 
ii Yni iv  pas,  on  a  la  solul ion 

/;  =   ;jl  ni .  qm   =  ).. 

Si  I  on  achève  il  écrire  q nu  la  conique  (  '.  eM  un  cercle 

en  sii|)|)(isaiii 

/    r.  y  |  =    \X*--      Cj 

on  a  la  condil  ion 

\  —  C        i  /.-'  —  y.-  |  —  i/'-      7-  1 
ou,  (I  après  les  expressions  Lrouvées  imur  o  et  7. 


1  I 


m  ■      1 


:    \   _C)  — (X*  —  ■!- m'  1  =  o. 


Si  ma  mi  i'ii.ihI  la  conique  I  est  lorin  :c  des  deux  tan- 
gentes menées  il  la  conique  S  par  un  point  ]  de  coor- 
données y..  3,   nu  a 

*  =  4 /(«•?).        '■     /■,■ 

ei  le  lieu   «In    poiul    I   est   la    conique   représentée    par 
I  équation 

j  /«*(  A 


/  x,  y  r  '■—  m-/,1  >  =  o: 


ni  le  (  on.  (pic  passe  aux  quatre  points  «le  la  conique  S 
dont  les  tangentes  mil  pour  coefficients  angulaires  m 
et  —  ///. 

Si    Ion    prend    l'équation    de  la    conique    S   sous    la 
forme 

h- 


(  i:i 

I  équation  <lu  I ieu  prend  la  forme 


ou  I  on  reconnaîl  une  conique  lioinofoi  aie  h  la  conique 
don  née. 

I  .(•  I  ii  h  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  corde  \  I  '>. 
et  non  (!<■  sa  position. 


Œimiiars  n\si ico\<nni:. 


Bordeaux 

Ki-un  \i   m  m  n:.        Détermination  '/<■  In  latitude 
i     Par  In  distance  zénithale  d'une  étoile  connue  obser 
■  ■   dans  un  angle  horaire  également  connu; 
■     /',i/-  I,i    distance    zénithale  méridienne    d'une   étoile 
connue.  Conventions  nécessaires  pour  que  la  formule  soit 
,  .  n,  raie  : 

Par   l'i   distance  zénithale  minimum  d'un   astre   de 
déclinaison  lentement  variable,  comme  lt   Soleil; 

i     /'</     In  méthode  de  Suinmer  ou  des  cercles  de  hauteur 
,  vpost    géométrique  </>'  In  méthodi 

Épreuve  pratique. —  Calculer  pour  des  valeurs  de  t  dis 

tantes  <l<    \  jours  et  égales  à  68  jours,   -•  jours les 

racines  de  l'équation  de  Keplei 

a       r  sinu  =  ///. 
'  >n  prendra 

ni  i  i'  n  • <■ 

Moyen  morn  emenl //  076 

Son  rioN. 

La  premii  re  racine  est  voisine  'I'-  19'  18';  la  seconde  rac 

■  -1   \ otsine  il< Novembre  1  g 


(  î:> 

Grenoble. 

I  PB]  i  \  i  m  rite.  —  I.  Expression  de  la  longueur  d'un  arc 
de  méridien  elliptique  en  fonction  des  latitudes  extrêmes. 

II.  Mesure  d'un  arc  de  méridien  et  détermination  de 
su//  amplitude. 

Épreuve  pratique.  Calcul  de  I  azimut  du  lever  d'une 
étoile  et  de  la  durée  de  la  présence  de  cette  étoile  au-dessus 
de  l'horizon,  soit  en  négligeant  la  réfraction,  soit  en  en 

tenant  compte. 

Données  numériques  : 

o 

Déclinaison  de  l'étoile 0       t8.4i.46 

Latitude  du  1  ï  «  - 1 1 '/.    -     j  '. .  i  i 

Réfraction  à  l'horizon ')    —         t3 .  47 

i  Novembre  1904. 

Épreuve  écrite.    -  Aberration. 

\berration  annuelle.  Corrections  : 

1"  De  l'ascension  droite  et  <le  la  déclinaison; 

>     />,   la  longitude  et  de  la  latitude. 

!■  scription  du  déplacement  apparent  d'une  étoile  sup- 
posée fixe,  résultant  de  l'aberration  annuelle. 

Aberration  diurne  : 

Correction  de  l'ascension  et  de  la  déclinaison; 

Cas  particulier  du  passage  au  méridien. 

Épreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  les  ordonnées  y \,  y g, 
r;.  1,  de  quatre  points  dont  les  abscisses  sont  ./-|. ./ ...  ./-3, ./-;. 
Ces  peints  >  tant  supposés  en  ligne  droite,  trouver  les 
valeurs  les  plus  probables  des  coefficients  2.  i  de  l'équa- 
tion 

Y  =  a  X 
de  cette  ilroite. 

Déterminer  les  erreurs  à  craindre  sur  a  et  '. 

Application  numérique  : 

''1  =     o,        yt  =    7. 
'■■i=-~    \\-       yt—  n,4) 
#»=    9'-        ,v        "•■  i- 

1   !-.  r,         mi (6. 

Juillet  i'i"'i. 
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Toulouse. 

Éphkivi    i    niTi  I.    Définition   du  temps   sidéral,   </u 

temps  vrai,  du  temps  //>■>  \  en.  Rapport  >l  n  jour  solaire  moyi  n 
au  jour  tidi  itil.  nichant  que  la  dttri  c  de  l'année  tropique 
mo  i  ff/i/ii  jours  sidéraux. 

II.   0  un  plan  tangent  à  /</  sphère  céleste,  en 

un  point  C  dt  distance  polaire  />.,  et  d'asa  nsion  droite  /  , 
l>u  centn  O  de  la  sphère,  on  fait  la  perspectivi  de  celte 
sphèi  plan  tangent.     <   est  ce  </"'  réalise  un  cliché 

astrophotographiqui  . 

<>n  suppose  que  les  pointi  du  plan  tangent  soient  déter- 
minés par  leurs  coordonnées  rectangulaires  x,j  .  l'y  <  tant 
mesuré  parallèlement  à  la  tangente  en  « .  mi  >  •  rcle  horaire 
de  ce  point,  dirigée  ver.\  le  Word,  et  l  t  suivant  un>-  direc 
tion  perpendiculaire  à  celle-là  dirige  <   \  ers  I  Ouest. 

Démontrer  que  les  formules  qui  permettent  de  passa 
des  coordonnées  célestes  p  <  t  x  d'une  étoile  aux  coordon- 
nées x,   i   de  son  image  sur  le  plan  tangent  sont 

tancr(a  —  xa  |  sino 
x  =  tanc(«o — <i  i.         >        - 

I'      '/ 

tang/>  cos     •  i.mil:  q 

i  ij  étant  un  angle  auxiliain 

< 'n  rappelle  la  /"//unir  suivante  de  la  Trigonométrie 
sphérique  qui  pourra  être  utilisée 

c  o  t  a  s  i  n  <       c  o  s  c  <  >  s  B       s  i  o  B  c  o  t  A. . 

I  pri  i  ve  phatiqi  i  .  -  Calculer  le  diamèln  apparent  <a 
du  Soleil,  le  i5  avril  [88:5,  connaissant  sa  déclinaison 

3  i 

/-  temps  sidt  rai  •  i  i  .  ,  i  qu'il  met  à  franchir  le  méridien 
et  la  variatioi  n  temps  moyen  de  l'ascension  droite 

,/n  Soleil  pendant  uni   heun   moyenne, 

lin  utilisera  pour  le  rapport  du  j"in   sidéral  au  jour 
n  la  valt  ur  o  J  uillel  igo5.  i 
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Montpellier. 

Ki'ui'.i  \  i  écrite.  Lunette  méridienne  ;  usag<  .  >-  terreurs 
et  leurs  corrections.  Détermination  des  constantes  instru- 
mentales figurant  dans  les  formules  de  correction. 

Détermination  des  ascensions  droites  des  étoiles  . 

i"  l'iir  rapport  à  une  étoile  fixe  prise  arbitrairement 
pour  origine  : 

■'"  Par  rapport  au  point  vernal. 

Eprkuve  écrite. —  Le  i"  juillet  igo5  à  o"  temps  moyen 
</>■  Paris,  les  coordonnées  éclip tiques  de  la  Lune  sont 

L  =  sv  f9'46',  i.  —  ,   i  ;  i..  . 

Le  8  juillet  à  I"  même  heure  elles  seront 

L'  =  179"  io'io*,5,         i'  =  -      ! "■' 5  il 

l>.  duire  de  là  la  longitude  8  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  et  l'inclinaison  i  de  celle-ci. 

On  fera  et  l'on  utilisera  cette  remarque  que  le  calcul 
de  l'inclinaison  contient  tout  naturellement  un  procédé 
de  vérification  quant  au  calcul  de  0.         (Juillet   1905.) 

Marseille. 

•  '.(imposition  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  astrono- 
mique. 

Loi  relative  au  cas  des  faibles  distances  zénithales. 
Formule  de  Laplace  pour  le  cas  où  la  distance  zénithale 

n'excède  pas  80". 

Épreuve  pratique*  —  Connaissant  l'ascension  droit,-  2 
d'un  astre,  sa  déclinaison  3  et  l'inclinaison  de  l'c'clip- 
tique  i.  on  demande  île  calculer  : 

1"  La  longitude  '/.  et  la  latitude  i  de  cet  astre; 

•2"  Les  changements  &X  et  A;  qu'éprouvent  la  longitude 
et  la  latitude  lorsque,  1  /estant  invariable,  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  so/it  augmentées  respectivement 
de  \x  et  <!,■  &8. 
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Données  numériques 


i  i     -    

£  =  •/;.>-.  0,0, 

10,0. 

Son  1  i"N. 

'      7i  a  /•  1  e/  calculs. 

tang  \       col  8  -in  2. 

tan  g  a  sini  N 

tangX  .       . 

sin  \ 

1.111-  ;  -     COl  I  N         :     -ni  /  . 


i  .1  uillel   igo5. 1 


cos  /  el  cosa  "ni  le  même  signe. 


A\  1  Ao 

cota  A» - ^ 

•  1 1 1  -  \         j  s  1  n  2  0 


A/. 


A/ 


sine  AN 


-in  >  /.  -in  ■»  a  <  -m  N  -111    \ 

A;  1  01  /   A/  AN 


-11..'     \ 


"il    mii'IIV 


in  M 


-111 1  eos  V 


.  ..-  M  .1  le  même  signe  que  cos  -     -  sin 8  sin  :  1. 

A  -  COSM   \'.         -in  M    COS  8  A', 

COS  M   A/  -in  M    A',         COS  M  COS  8  Av. 


')  j .   s .  i  (  > .  <  >  t      [7.0,0 

3 0 , 0  N 

N 

..       ,  IX...      '.-.  |g.  ii  ,6g  A/  .  .  .         1  1 

Résultats  :  *  , 

..  j  ,  .  -  ■  A:.  .  . 
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«'"i  8.. .  iG      langa o,  i  (ogioa       cot(N  ï,o 

-iiia...    i  ,908705  |       -in    \  t,  9969586      mii/ r,g 

1 . 1 1 1  ■_:  N  .   11    •  ;  J6670       langa  sin(N   h e).  o,  1378688       langjî. ..    .    f,oo 

sinN 1  ,ij  ni") Ï07 

tang) 0,201  Ii8i 

Log.  1    - 

sin  1 7,5998  >■  ,'„  A: 

cos) T ,  7  * < ".  '.  »  -pgrcii- 'i  A>. .  .      0,0466        111     • 

cosSsinlM..  T.i'iu  0,2119  cos[3 i*,g 

cosS ï,g563  »  -,',,  1/ 0,0488       1,118 

sinM 1  .  3698  o,a3  ï3 

cos  M T-l.»s77  0,9720 

cos  M  .  .  T.i)  j  jn  <>.*7«j<> 


QUESTIONS. 


^1(19.  Par  l'un  des  axes  d'une  conique  \\  on  mène  un  plan  r 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  conique;  un  segment  de 
longueur  constante  /  se  déplace  sous  les  conditions  suivan 
l'une  de  ses  extrémités  décrit  la  conique  \\  .  il  reste  constam- 
ment normal  à  cette  conique,  et  son  autre  extrémiti  est  dans 
le  plan  t- ;  démontrer  que  cette  seconde  extrémité  décrit  une 
conique  \  à  laquelle  le  segmenl  est  d'ailleurs  constamment 
normal  ). 

\.vec  l'autre  axe  de   la  conique  N\  .  et   une  autre  longueui 
constante   m,  on    aura    une  nouvelle   conique   I  .    Démontrer 
qu'un    certain   segmenl    de   longueur    constante    n    peut 
déplaceren  ayant  ses  extrémités  sur  les  coniques   l     .1    \ 
en  restant  normal  à  ces  deux  coniques. 

1  ■        I    1  iN  I  !   \l 

2020.    «  >n  considère  tous  les  triangles    Ml'i»    inscrits   dans 
m n  cercle  et  t<  Is  que  Ml"  et  MQ  aient  des  directions  doni 
Le  lieu  des  centres  des  cercles  trilangents  au  triangle  Ml'i» 
se  compose  de  quatre  cercles.  1      N.  Bamsien. 


I    |8o 

2021.   S. .ii   un  triangle    IBC,  el  soieni  M.  \.  P  les  milieux 
des   côtés.    Considérons   les   projections   D,   E,   I    d'un  même 
point   sur  ces  côtés.  Si  a,  6,  c  sonl  respectivement  les  intei 
sections   des   droites    M'   ei    EF,    l'M  el   II'.   MIS  el   DE,  le 
triangle  iil'f  esl  conjugué  par  rapport  au  cercle  DEF  <  '  |. 

(G.    Fo>  ii:m-i 

-Hi'-l-l.    Soieni    a.    h.   c   trois   coefficient!    consécutifs   quel 
conques  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  dont 
toutes   les   ractoes   ?onl    réelles;    on   demande   de   démontrer 
qu'il  esl   impossible  d'avoir 

,i  ■■  i  j  c"      3  'il'- 1. 

Soi,ON    I  ai  kSSIOl  is.  ) 

2023.  C{J|  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  m  ol>- 
jets  /<  à  /'.  démoni  rer  l'inégalité 

///  el  /•  étant  quelconques  i  r     m  i. 

I  Solo?)  <  in  tssioi  is. 

2024.  Soieni  <!  une  cubique  gauche,  aa\  bb\  ce'  trois  cordes 
de  cette  courbe,  génératrices  d'une  quadrique  qui  la  contienl 
toul  entière. 

Démontrer  que  les  quatre  plan-  (abc),  (ab'c  I,  (a'ftc'), 
t  <('/><■  *  passent  par  un  même  poinl  rf.  De  même  les  quatre 
plans  [<i'l>'<-'\.  (a'bc),  {ab'c),  (abc1)  passent  par  un  même 
point  <7'.  La  droite  eW  est  une  corde  de  la  cubique  C,  el  les 
points  '/  el  d'  sonl  conjugués  harmoniques  par  rapporl  aux 
extrémités  de  cette  corde.  i  ri.  Bricard.) 


i  '  )  Si  I»,  K.  F  sont  l<>  points  de  contact  <lu  cercle  ioscrit,  le 
centre  d'homologic  des  triangles  abc,  DEF  esl  le  poinl  de  contact 
de  ce  cercle  avec  le  cercle  des  ncol  points,  l'axe  d'homologic  des 
triangles  abc,   M;«;  est  la  tangente  en  ce  point  '  W.-R.   Hamij  ron  ; 

•  !.     VOUV.    .  \nn ..    IQO  I,    p.    1  ! 

l  e  cas  où  D,  E,  F  sonl  les  pieds  des  hauteurs  correspond  •>  une 
question  posée  par  M.  Brocard      Xouv.    \nn..  1  n - ^  p.  208). 


(   *8i   ) 

[M'5e^  M'6c,  M24] 

QUADRILATÈRES  DE  STEINER  DANS  CERTAINES  COURBES 
ET  SURFACES  ALGÉBRIQUES  ; 

Pau  M.  STUYVAERT. 
,  Suite  et  fin.  \ 


FIGURES    DU    QUATRIEME    DEGRÉ    A    TROIS 
KT    QUATRE    NOEUDS. 

9.  Tout  le  paragraphe  précédent  serait  inexact  si  la 
condition  A  =  o  équivalait  à  l'existence  d'un  troisième 
point  double,  car  alors  la  propriété  d'être  quadrillée 
n'appartiendrait  jamais  à  une  quartique  binodale.  Mais 
il  n'en  est  rien  :  admettons  en  effet  que  la  courbe  a  ait 
un  troisième  nœud  au  sommet  x2x3,  ce  qui  revient  à 
supposer 

C3  —  C-2  =  bi  —  o. 

Le  déterminant   A  se  réduit  à    — a$b%cK    et  n'est   pas 
identiquement  nul. 

Réservons  toujours  les  cas  où  l'on  a,  soit  a3  =  o, 
soit  ct  =  o,  et  où  la  courbe  '.p  dégénère  en  une  cubique 
et  une  droite  x-2  «ni  x$.  Nous  devons  admettre  b»  =  o, 
et  les  tangentes 

iVÎ-rO/jJ;  —  a%X\=Q 

au  troisième  nœud  r^.r.  sont  alors  séparées  harinoni- 
(jueinenl  par  les  deux  autres  points  doubles.  \in>i. 
pour  qu'une  quartique  irinodale  possède  des  qua- 
dr angles  inscrits  aj  <int  deux  points  diagonaux  en 
deux  des  nœuds,  il  faut  et  il  suffit  que  ceux-ci  soient 
Ann.  de  Mathémat.,  \    vm  .  i.  v.  i  Novembre  tg  3i 
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séparés  harmoniauement  />in   lc\   tangentes  au  troi- 
sième Il  nu/ . 

Comme  <>n  !<•  vérifie  -^ans  peine,  la  correspondance 
•  les  sommets  opposés  des  nnadrangles  est  donnée  pai 
lei  relations 

i    i  .    j.i,.r3-h  a3T\>  i  î/^.r.  -■-  . 
:  —  ">l>\  'i  ' 

: 

une  inversion,  dont  les  points  fondamentaux  vin 
les  noeuds  .»  .  Cj,  a  .  a?j  <4i  !<■  poinl  commun  aux  droites 

Le  troisième  point  diagonal  des  quadrangles  décrit  la 

conique 

a   '    '.   h  l>\.r:ijrx  -+-  a%Xixt  =  o; 

elle  ne  dégénère  «  1 1  m.-  si  I  un  '!<■  ses  coefficients  s  annule, 
hypothèse  que   nous  pouvons  exclure  provisoirement. 
I.  i  quation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


=  <•  : 


o, 


—  —  a%x\ 

elle  montre  les  involutions  projectives 

X*  i  </,         / 

dont    la    première,    combinée    avec    l'équation    d'une 
droite  //.  donne  cette  troisième  involution 

'     i  "  i  -■■  •  <i,  Uf  ni     "s"j  i  =  o. 
La  seconde  et  la  troisième  involution  <>nt  un  couple 
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•  ■uni  m  m  ii  SI   I  "ii  .1 


<l  .  il     i;  ,111 


"l 


L'élimination  Je  a  donne,  après  simplification  par 
//,.  n2.  U3,  une  équation  cubique  en  '/.  Les  conditions 
pour  que  les  équations  précédentes  aienl  deux  racines 

3   c 

\  eloppe  :  elles  conduisent  à 


communes  en  /.  donnent  les  tangentes  douilles  de  l'en- 


II  7,  O  I  "l 

tl»lt\  ",II,U^  O       l>\ 

U\  ■.>.tl-,ll;illi  Xi'l'i  0  C\ 


=  o; 


eu  simplifiant  par //,;/,,  on  obtient 

r,  u.,  sa  Lu,. 


"i".i  =     "  ■  "i 


Celle  tangente  double  joint  deux  points  représentés 
respectivement  par  ces  deux  dernières  relations-;  ils 
sont  situés  sur  les  eôtés  .r:t  ei  x3  du  triangle  de  rélé- 
rence  et  sur  les  droites  respectives 

c  est-à-dire  sur  les  polaires  de  chacun  des  noeuds  ,r,,.r:1 
et  xK.  .c2  relativement  aux  tangentes  à  l'autre. 

Dans  ;///'■  quadrique  trinodale  quadrillée,  le  troi- 
sième point  diagonal  des  quadr angles  inscrits  décrit 
une  conique  et  les  diagonales  de  ces  quadr  angles  en- 
veloppent une  courbe  de  troisième  classe  possédant  une 
tangente  double. 

Dans  les  cas,  exclus  plus  liant,  ou  I  on  a,  soit  b ,  =  o, 
soit  a2=  o,  les  résultats,  faciles  a  établir,  se  résument 
comme  suit  : 


Un  îles  nœuds  est  un  point  double  d'inflexion;  la 
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courbe.  </  detu  séries  de  quadrangles  irisait*  ayant 
des  /'ni/ifs  diagonaux  en  deux  couples  de  nœudt  ;  pour 
chaque  série  dt  quadrangles,  les  sommets  opposés  te 
.  trrespondent  dans  une  semi-inversion  trilinèaire,  le 
troisième  point  diagonal  décrit  une  droite  et  les 
diagonalt  i  <  nveloppent  une  conique. 

Si  1  "ii  .1  simultanément  A,  o  el  w,  o,  il  y  <i  une 
série  de  quadrangles  inscrits  <ntint  leurs  trois  points 
diasonaux  aux  trois  nœuds  de  /<<  courbi  :  les  sonunets 
opposés  tir  ces  rectangles  se  correspondent  <l<ms  une 
colline ation ;  les  trois  nœuds  sont  des  points  <l<>ul>les 
d^inflexion.  Et,  iliaque  fois  qu  une  quar tique  <i  finis 
points  doubles  d'inflexion,  elle  est  ainsi  triplement 
i/iiitilril  I  * 

l<>.    V'ii^  .< \ « >r i ^  toujours  exclu  !<■  cas  où  la  courbe  s 
dégénère  en    une  droite  el  une  cubique.  Examinons  à 
présenl  celle  hypothèse;  i  boisissons  la  <ln>iir  en  ques 
lion  pour  <<>(<•    '  i  du  triangle  <!<■  référence,  ce  qui  \< 
vienl   .i   faire  </,       o  dans  l'équation   ».  Les  raisonne 
ments  précédents  fonl  découvrir,  pour  la  cubique 

un  certain  nombre  de  propriétés,  la  plupart  connues. 
Il  nous  suffira  <\  énoncer  les  résultats. 

I  ,i  cubique  possède  des  quadrangles  inscrits  ayant 

i/rii.i  /</////v  diagonaux  en  deux  /'<<////*  M  et  \  delà 
courbt    'li"i-i->  |p<iiii   sommets  X\X%  el  x%x%  si  I  <»//  </ 

o  h 
a  I 
a      b 

In  éi  h  lanl  d'abord  l<   cas  où  bt       o  ou  '/ .       o,  on 
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\oii  qu'on  peut  faire  évanouir  ',  el  </,.  car  il  suffli 
■  le  prendre  pour  côtés  «lu  triangle  de  référence  Les 
tangentes  en  \l  el  V  Alors,  pour  que  A  soil  nul,  il  faul 
que  'i  le  soit,  doue  que  la  courbe  passe  par  l<-  point  I' 
<lc  rencontre  des  tangentes  en  M  el  N;  ainsi  les  deux 
points  M  et  \  ont  même  tancent  ici  et,  par  raison  de 
symétrie,  il  en  est  de  même  de  deux  sommets  opposés 
quelconques  d' un  quadrangle  steînérien .  Le  troi- 
sième point  diagonal  des  quadrangles  parcourt  une 
droite  ;  leurs  diagonales  enveloppent  une  courbe  de 
troisième  dusse;  leurs  sommets  opposés  se  corres- 
pondent dans  une  inversion  ayant  M.  \,  P  pour  points 
fondamentaux . 

L  hypothèse  ùi  =  o  ou  a2  =  o  correspond  au  cas  où 
l'un  <lcs  points  M.  \  est  un  point  d'inflexion;  elle  en- 
traine quelques  modifications  faciles  à  énoncer. 

I  I.   Si,  au  lieu  d'une  quartîque,  ou  a  un  système  de 

deux  coniques  circonscrites  an  triangle  de  référence, 

(a.x%  ./■•,  --  /.'■;.',    -  Y.r,.r2  m  7.'./-_.  ./■;        :  'a  ,.vx  -~  y'^|.t2  i  =  o. 

les  raisonnements  du  n"  1)  s'appliquent  :  pour  qu'il  \ 
ait  des  quadrangles  inscrits  à  deux  points  diagonaux 
aux  nœuds  x,x-,  et  XtX3,  il  faut  que  le  ternie  en 
x^x^Xi  manque  dans  l'équation  ci-dessus,  on  que  l'on 
ait 

J'Y  =  o         ou  -  =  —  — , , 

Y 

et  les  tangentes  aux  deux  coniques  t-n  leur  troisième 
point  coin  in  un  C(x2  =  o,  jra  =  o)  doivent  être  séparées 
harmoniquemenl  par  les  deux  premiers  points  V  el  B. 
Evidemment  la  même  propriété  doit  exister  pour  les 
tangentes  au  quatrième  point  commun  D. 


D  après  cela,  les  coniques  données  I  et  T'  appar- 
leuanl  au  faisceau  <!<•  coniques  de  base  \l'>(.l).  \  sont 
séparées  harinoniquemenl  pai  les  couples  de  droites 
\(..  BD  el  \l>.  BC.  Par  suite  les  tangentes  i  l '..  el  I 
en  \  "ii  B)  sonl  séparées  harmoniquement  par  G  el  I  )  ; 
donc  il  \  i  un  second  système  de  quadrangles  inscrits 
i\  ,iii  'lcii\  points  diagonaux  en  Cel  I) 

Le  pôle  de    \ r>  par  rapport  ■■  la  conique  I '■_■  a  pour 
t -i  mu  données 

V- 

Sa  polaire  relative  à  I  ,  esl 

ou,  à  cause  de  BV  -;    ïy  =  o, 

7. '■■  —  »y'  )-+■  '  '  'j  i  =  o. 

<  ette  <li"iic  n'est  autre  <|u<'  CD,  car  son   équation 
s'obtienl  .1  u-^^i  en  éliminant  I*-  terme  en   >  ,.1  .  .les  équa 
1  ic>n>  des  deux  coniques. 

Il  \  .1  «l'Hic  un  point  M (■  qui  esl   à  la  fois 

pôle  «l<-  AH  pour  I  .  el  pôle  de  CD  pour  I  .  :  el  pareille- 
inciii  un  point  analogue  N  y.  }  •  "  ■  pôle  de  \l> 
pour  I  ,  el  de  CD  pour  I',. 

Le  troisième  point  diagonal  des  quadrangles  inscrits 
1  ji  miiIs  diagonaux  en  \  el  B  décnl  la  conique 

Elle  passe  par  \.  I».  C,  'l<>m  .m-si  par  I):  ell<  p 
pai  Vf  el  N.  et,  dans  !<•  faisceau  des  coniques  ayani 
|)(iiu  base  VBCD,  elle  esl  harmoniqucmenl  séparée  du 
couple  de  droites  \  I  '•.  (  1 1  pai  les  coniques  proposé)  •  l 
el  I  .  Elle  esl  aussi  le  lieu  du  troisième  point  diagonal 
des  quadrangles  inscrits  ayanl  <\<-nx  points  diagonaux 
en  C  el  D. 
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Deux  sommets  opposés  d'un  quadr  angle  inscrit,  de  I» 
première  série  par  exemple,  sont  toujours  sur  une  même 
conique  I '■■  ou  I ',.  Ceux  qui  sont  sur  ra  sonl  projetés 
de  V  suivant  nue  involution  dont  \(.  el  \l)  sonl  les 
rayons  doubles;  donc  ces  couples  de  sommets  sont  en 
i 1 1 \ ol ii i ion  sur  la  conique  el  sont  alignés  sur  le  pôle  N 
de  CD.  \  i  1 1  s  i  l'en\  eloppe  des  diagonales  des  quadrangles 
se  réduit  aux  deux  points  M  et  N. 

Les  deux  coniques  se  correspondent  à  elles-mêmes 
dans  une  inversion  dont  les  points  fondamentaux  sonl 
\  et  B  et  un  troisième  point  E  défini  par  les  relations 

:   O, 

On  vérifie  très  facilement  que  ce  point  est  situé  sur 
les  droites  1 .1)  el  MN. 

Pareillement  les  deux  coniques  se  conservent  dans 
une  inversion  ayant  pour  points  fondamentaux  C,  Del 
l'intersection  F  de  AJB  et  MN. 

De  ees  deux  transformations,  la  première  fait  corres- 
pondre, sur  I\>,  deux  sommets  opposés  d  un  quadrangle 
de  la  première  série,  donc  deux  points  x  et  y  alignés 
sur  N.  Soit  alors  (i  l'intersection  de  \l>  el  de  CD  et 
soient  y  et  ;  deux  points  de  ra  alignés  sur  G;  sur  la 
conique  I',.  les  points  x  et  ;  sont  des  éléments  i  orres- 
pondants  d'une  involution,  puisque  N  et  (  i  sonl  conju- 
gués par  rapport  à  la  conique;  le  pôle  de  cette  invo- 
lution est  le  pôle  de  NG  OU  E;  dans  le  plan,  ces 
points  x  et  z  se  correspondent  dans  une  transforma- 
tion birationnelle  quadratique;  celle-ci  est  le  produit 
de  l'inversion  ayant  E,  A.  I>  pour  points  fondamentaux 
et  de  L'homologie  avant  pour  pôle  G  et  pour  axe  MN 
ou  EF.  Dans  cette  transformation  composée,  1<  s  points 
fondamentaux    de    l'un    des  systèmes   sont    |".     \,   \\  et 
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leurs  homologues  dans  I  autre  I  .  I».   \  j  c  est  donc  une 
transformation  </<"  élirst. 

Il  esl  facile  d'écrire  I  invariant  simultané  de  deux 
coniques  uni  doit  s  .m  nu  1er  quand  ces  ■  ou  rues  forment 
un  système  quadrillé;  mais  nous  ne  traiterons  pas  cette 
quesl  iou  ici , 

\-.  appliquons  !<••>  résultats  <lu  numéro  précédent  à 
deux  i  ercles  se  coupanl  en  \  et  B.  Pour  <|u  ils  forment 
un  système  quadrillé,  il  Paul  que  leurs  tangentesen  \ 
iou  B)  soient  séparées  harmoniquemenl  pai  les  points 
cycliques,  ou  soient  rectangulaires. 

Ainsi,  deux  cercla  <■,  et  G*  se  coupant  à  <ni^l<- 
droit  ont  des  quadr angles  inscrits  avant  deux  points 
diagonaux  mu  points  cycliques 

Pour  former  un  tel  q u ad r angle,  il  faut  prendre  un 
point  I*  de  C|,  !<•  joindre  aux  points  cycliques;  on 
obtient  deux  « 1 1 < > i i «  -  imaginaires  isotropes  coupant  le 
cercle  Cs  en  deux  |>"inis  imaginaires  I  el  I  situés  su  i 
l'axe  radical  du  cercle  Cj  <•!  du  <  <  - 1  c  I  «  -  nul  P,  Les 
points  I  et  I.  joints  à  leur  tour  aux  |><>iui>,  cycliques, 
donnent  deux  autres  droites  imaginaires  se  coupant  «  *  1 1 
un  point  réel  ' }  <l<-  (!,.  Les  cercles  nuls  I'  et  Q  ont, 
avec  (..,  même  ;i\<-  radical  et  sont  alignés  mu  le  centre 
de  <  <•  <  ercle.  I.  étude  actuelle  conduit  «loin  à  cette  pro- 
priélé  connue  :  tout  cercle  Cj  passant  j>iu-  les  points 
limites  I*  et  Q  d'un  faisceau  de  cert  tes  i  oupe  orthogo 
nalement  tous  les  cercles  de  ce  faisceau. 

I  .h  interprétant  la  transformation  de  Hirsl  rencontrée 
ci -dessus,  ou  trouve  <  <•  théorème  de  Géométrie  élémen 
taire  : 

Soient  ilt  a  i  cercles  »e  coupant  >>  angle  tli<nt. 
P  et  Q  deux  points  de  l'une  des  circonférences  au- 


gnés  sur  Ut  centre  de  l  autre,  \y  le  symétrique  de  I' 
par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  P  et  Q  se  corres- 
pondent dans  une  transformation  par  vecteurs  réci- 
proques initnt  pour  pôle  le  milieu  de  la  corde  cii/ii- 
niiuir. 

Les  deux  cercles  (M  et  (.■>  ont  aussi  des  quadraugles 
inscrits  à  deux  points  diagonaux  en  V  el  15.  ce  qui 
conduit  a  cciit'  autre  propriété  : 

Dans  deux  cercles  se  coupant  à  angle  droit,  on 
peut  inscrire  une  infinité  de  quadr angles  ayant  deux 

points  diagonaux  aux  points  communs  A  et  \\  des 
cercles:  les  sommets  opposes  de  chaque  quadr  angle 

sont  aux  extrémités  d'un  diamètre  d'un  cercle;  le 
troisième  point  diagonal  des  quadr  angles  décrit  la 
circonférence  passant  par  A,  \\  et  par  les  centres  des 
cercles  donnes. 

Ici  se  termine  ce  que  nous  voulions  exposer  des 
quartiqurs  planes  quadrillées;  nous  espérons  consacrer 
un  autre  travail  aux  intersections  mutuelles  de  courbes 
pareilles  et  aux  propriétés  de  leurs  tangentes  en  des 
couples  de  sommets  opposés  des  quadrangles  inscrits. 

BIQl FA.DRATIQUE    GAUCHE    DE    PREMIÈRE     ESPÈCE. 

13.  Soit  cs  une  biquadratique  gauche,  intersection 
de  deux  quadriques,  dans  le  cas  le  plus  général.  Cette 
courbe  est  projetée  d'un  point  extérieur  V,  suivant  un 
cône  du  quatrième  ordre  à  deux  génératrices  doubles; 
la  trace  de  ce  cône  sur  un  plan  quelconque  esl  une 
quartique  binodale  qui,  moyennant  une  seule  condi- 
tion, est  quadrillée;  dans  ce  cas  le  cône  perspectif  à  la 

courbe  sera   dit    aussi    quadrillé.     Donc  .    //  existe   une 
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double  infinité  de  cônes  quadrillés  perspectif*  à   lu 
biquadralique. 

Considérons  le  eôue  quadrillé  de  sommel  K  :  il 
existe,  sur  <■-,.  une  iniinilé  simple  de  quadrangles  tels 
« I •  1 1-  deux  côtés  opposés  rencontrent  une  bisécante  \(  » 
issue  de  \ .  i  mdis  <|in-  l<  s  deux  autres  «  ôlés  rencontrent 
la  seconde  bisécante  \<  '  :  mais  iO  el  V.O' sonl  deux 
génératrices  de  la  quadrique  1*  passaul  pai  \  et  par  c^\ 
donc  les  couples  <l<'  côtés  opposés  <!<■  ces  quadrangles 
sonl  aussi  des  génératrices  de  l'un  el  de  I  autn 
de  F.  Or,  celte  propriété  esl  counue  J  la  surface  1  esl 
alors  une  des  six  quadriques  de  I  oss  du  faisceau  ayanl 
p< 'in  base  c-, . 

Le  lieu  des  s<>iiini<-t\  tl<s  cônes  quadrillés  perspectif  s 
à  une  hiquadratique  gauche  de  lit  première  espèce  re 
compose  <h-s  six  quadriques  de  f  oss  du  faisceau  aj  ant 
pour  base  lu  courbe  <lom: 

I  n  appliquant  la  méthode  des  projections  centrales 
.m\  propriétés  exposées  antérieurement  pour  les  quar- 
tiques  el  les  cubiques  quadrillées,  nous  aurions  pu 
retrouvei  l<-  nombre  de  ces  quartiques  el  leurs  princi- 
pales propriétés,  notamment  celle-ci,  qui  esl  connue 
el  a  été  établie  par  I  emploi  des  l<>m  lions  elliptiques  : 

Dans  le  faisceau  I  l\  ayant  pour  hast-  la 
courbe  <  ,.  il  )  ti  quatre  cônes  définis  par  une  forme 
du  quatrième  ordre  <u  / .  :  les  su  quadriques  de  /  oss 
••nui  définies  par  lecovarianl  sextique  de  cette forme. 

(  )n   remarquera    l'analogie    de  cette  propriété 
celle  de  deux  coniques  formant  un   système  quadrillé, 
d'être    séparées    barmouiquemenl     par    deux    courbes 
aérées  <lu  faiseeau  qu  elles  déterminent. 

N"u».    ii  i  1 1  -  i  - 1  «  »  1 1  ~   pas  sur  li  théorie   des  quadriques 


(     10'     ) 

de  Voss,  <|ni  esl  trop  connue.  Enonçons  seulement 
quelques  résultats  qui  se  déduisent  très  facilement  <!<• 
nus  paragraphes  antérieurs. 

les  droites  issuo  d  un  point  quelconque  d'une 
quadrique  de  I  oss  et  s' appuyant  sur  les  couples  de 
diagonales  des  quadr angles   inscrits  correspondants 

engendrent  un  coin-  <lu  second  degré. 

Les  diagonales  de  ces  quadrangles  engendrent  une 
surface  r<:^I<-<>  de  quatrième  dusse  et  de  quatrième 
ordre  ayant  une  développable  bitangenle  de  seconde 
dusse. 

Les  sommets  opposés  de  ces  quadrangles  se  cor- 
respondent dans  une  collinéation, 

BIQUADRAT1QUE    GAUCHE    RATIONNELLE. 

11.  On  sait  que  tout  cône  perspectif  à  cette  courbe 
esl  du  quatrième  ordre  et  possède  irois  génératrices 
doubles. 

Soit  AB  une  bisécante  de  la  courbe  --,  et,  s'il  esl 
possible,  sur  cette  bisécante,  un  point  I'  qui  soil  le 
sommet  d  un  cône  quadrillé,  de  manière  que  deux 
eûtes  opposés  de  chaque quadrangle  inscrit  rencontrent 
PAR,  les  deux  autres  s'appuyant  sur  une  autre  bisé- 
eante  PCD. 

Les  propriétés  des  quartiques  quadrillées  donnent, 
par  projection,  la  condition  pour  que  le  point  V  réponde 
a  la  question  :  les  plans  tangents  au  cône  l'>  issus  de. 
I'  \iï  doivent  toucher  ce  cône  suivant  deux  génératrices 
situées  dans  un  plan  contenant  PCD.  Ou  encore  :  si  M 
et  _\  sont  les  contacts  des  tangentes  àvt  qui  rencontrent 
PÀB,  il  faut  et  il  suffit  que  M  \  rencontre  CD.  Mais 
les    bisécantes    qui    rencontrent   M\    engendrent   une 
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surface  du  troisième  ordre  coiiteuaul  la  courbe  Y4  el 
coupant  1  '  \  1  >  en  nu  seul  poïtil  P. 

.S'iii  ensuite  Q  un  poinl  de  \!î  tel  que  le  cône  de 
sommet  O  perspectil  à  la  nuarlique  soil  quadrillé,  mais 
de  façon  que  les  couples  de  côtés  opposés  des  qua- 
drangles  inscrits  rencontrcnl  les  deux  .unies  I  >  i  s  «  '• — 
1  antes  QEF,  Q(  ill  issues  de  Q. 

I)  après  un  théorème  établi  plus  haul .  les  plans  tan- 
gents .m  cône  Q  1  le  long  de  la  génératrice  double  \  l> 
doivenl  séparer  barmoniquemenl  les  plans  1  \l>.  El  el 
\  I  * .  <  1 1 1  .  (  )i  .  i :es  plans  tangents  sonl  déterminés  par 
UB  el  par  les  tangentes  à  •  ■,  respectivement  eu  A  el  15: 
les  couples  de  plans  séparés  barmoniquemenl  par  ces 
deux  |>l.nis  tangents  sonl  eu  iuvolution  quadratique. 
D'autre  part,  les  plans  déterminés  par  Ali  el  par 
les  seconde  el  troisième  bisécantes  issues  d'un  poinl 
variable  de  \li  sont  aussi  des  couples  d'une  iuvolution 
quadratique  avant  pour  éléments  doubles  les  plans  qui 
contiennent  les  insérantes  issues  de  \  et  de  li.  Deux 
involulions  onl  un  seul  couple  commun;  il  v  a  «lune, 
sur  Ali.  un  seul  point  Q  répondant  à  la  question. 

I  outefois,  si  |(l  tangente  en  A  à  •••,  rem  «mire  encore 
la  courbe,  les  deux  Involutions  onl  \m  élément  double 
commun  el  n'en  onl  point  d'autre;  alors  O  coïncide 
avec  \.  Et,  si  les  tangentes  eu  \  el  en  li  à  ■•■,  ren- 
contrent encore  la  courbe,  les  deux  involulions  oui  les 
mêmes  éléments  doubles  el  coïncident;   alors,  tous  les 

points    de     \  li   gonl    des   points  <  >. 

En  résume,  w/r  une  bisècante  quelconque  il  1  n.  en 
général,  deux  points  P  et  Q,  sommets  de  cônes  cir- 
(  onscrits  f/uadriUés. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  quadrillés  esl  donc  une 

certaine  surface  S  qui  peut  contenir  la  quartique me 

<  oui  lie  multiple  d  ordre  x.    I  ne  bisécaule  coupe  S  en 
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deux  points  simples  el  deux  points  ,raple*;  par  suite,  le 
degré  de  la  surface  est  aar-f-2.  I  ne  trisécante  à  trois 
appuis  distincts  ne  peut  pas  rencontrer  S  en  dehors 
de  *,,  d'où  il  résulte  que  le  degré  de  la  surface  esl 
aussi  M.*.  Finalement  x  esl  égal  à  >  et  la  surface  S  esl 
du  sixième  ordre. 

La  courbe  *'■,  possède,  comme  <>n  sait,  quatre  tan- 
gentes <pii  la  rencontrent  encore  :  les  six  droites  joignant 
deux  à  deux  les  contacts  de  ces  tangentes  sonl  tout 
entières  sur  S.  Si  \  est  un  de  ces  contacts,  une  bisé- 
cante  quelconque  par  A  ne  perce  plus  la  surTace  qu'en 
un  seul  point  P,  car  on  a  vu  que  le  point  Q  coïncide 
avec  A.  Donc,  ces  quatre  contacts  sont  des  points  triples 
de  S.  Les  tangentes  en  ces  points  rencontrent  la  surface 
en  un  point  double,  un  point  triple  et  encore  un  point 
double  infiniment  voisin  du  point  triple,  ce  qui  équi- 
vaul  à  sept  intersections;  ces  tangentes  sont  donc  toul 
entières  sur  S. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  quadrillés  perspectifs 
à  une  biquadratique  gauche  rationnelle  est  une  sur- 
face du  sixième  ordreayant  ht  biquadratique  comme 
courbe  double,  possédant  quatre  points  triples  aux 
contacts  des  tangentes  qui  rencontrent  encore  la 
courbe,  et  passant  par  ces  tangentes  et  par  les  six 
droites  qui  joignent,  deux  à  deux,  les  contacts  de  ces 
tangentes. 

On  sait  que  la  biquadratique  rationnelle  possède 
trois  cordes,  les  coi  des  principales  de  Bertini,  qui  sont 
chacune  1  intersection  des  plans  oscillateurs  à  la  courbe 
eu  leurs  extrémités;  ces  cordes  se  coupent  en  un  même 
point  R.  Le  point  M  est  h-  sommet  d'un  cône  triple- 
ment quadrillé  perspectif  à  la  courbe.  C'est  un  point 
double  de  la  surface  S. 
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SURFACl      DU     ■  ii    \  i  i  i  i  m  1     m;  mil      \     .  i  BIQUE    <•  U  l  ni 
DOl  m  I  . 

15.  Le  problème  se  pose  t  < >u i  naturellemeul  de 
,  bereher,  pour  les  surfaces  <ln  quati  ième  ordre,  quelles 
sections  planes  sonl  <l«'s  courbes  quadrillées  à  deux  <>u 
Unis  nœuds.  Si  l'on  considère  la  surfaee  quarlique  la 
plus  générale,  la  question  esl  probablement  for!  «lilli- 
(  ilt  ;  ma i>  elle  "'■  simplifie  beaucoup  ri  donne  quelques 
résultats  intéressants  si  l'on  considère  les  surfaces 
douées  de  lii^nrs  singulières,  par  exemple  la  %urface 
<lc  Shinri-,   la  quartique  à  deux  droites  doubles,  etc. 

\  titre  il  exemple,  nous  «Imi s  ici  quelques  détails 

sur  l.i  sui'face  du  quatrième  ordre  S,  ayanl  pour  courue 
double  une  cubique  gauche  représentée  par  les  rela- 
tions paramétriques 

x\  :  X\  :  ./-,  :  ./•■,  -    8*  :  '»J  :  '»  :  i . 

>>i    I    1)11     |M>M' 

< •  ■  i  ^.ni  (ju<-  la  surface  considérée,  la  |>In^  générale,  i 
pour  équation 

a\       Ea/*X{X*=o         I  '/,/.•=  '//.,  :i./.-  -i.   ■ 

Les  /.    sections  planes  sonl  des  quarliques  trinodales 
parmi  lesquelles  »2  sout  quadrillées.  Les  plans  di 
<li  i  iiières  <n\  eloppenl  une  sui  face. 

Pour  trouver  l'équation  de  cette  surface,  nous  appli- 
quons le  principe  de  translation  </<■  Clr.bsch,  un  peu 
modifié.  I  □  plan  u  sera  défini  par  les  trois  poiuls  où  il 
coupe  la   cubique  double;  soicul  'if.   ')-_..   '>  :   les  para- 
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mètres  de  ces  points  généralement  distincts.    1  a   poinl 
quelconque  du  plan  //  a  pour  coordonnées 

pa?i  =  X8?-+-  (a9|h-  v8|, 
/'i;   hfi61      v6|, 

;./-,,  -  /,'),     -  pi6j   •   v03, 
;./••,  =  X      ■+-  (i  /. 

cl  X,  u,   v    sont,  dans    le   plan   //,    les  coordonnées  du 
point  x  rapporté  au  triangle  dont  les  sommets  sont  ht. 

ea,e3. 

Portons  les  valeurs  de Xit  d'abord  dans  les  formes  X  : 

p2  \,  =z  ,  X8»  -+-  [J.02  -+-  v8|  )  (  X  -+-  JJH-  v  ) 

—  (XOtH-ufl,  hv63)î 
=  SXjx(0,  —  02)s, 

;- V    -  (X8f  -  fji81-f-v8|  h  Xe,n-  fA-hv83) 
(X8J-+  [jtOI       ■/')•  ,,  ).     -n  +  v) 
=  2-Xf*(81  4-60(0!-  -82)s, 

p«X3  =  (  X8f  -h  jjlO 3  4-  v6|  >  (  X8,  +  X8,  _  vG 

_(Ae«-i-^en-v8i)« 

=  X'/.;jlO ,().,('),—  8,  |*. 

La  substitution  dans  l'équation  a\  =  o  donne  le  ré- 
sultat symbolique  suivant  : 

;  v  |  8i— 8»)»Xn[a,  —  aa(8,  +  0,  )  +  a38,  <),]  ;s  =  0. 

Pour  que  la  section  soit  quadrillée'  avec  des  qua- 
drangles  avant  deux  points  diagonaux  en  0,  et  Oo,  nous 
avons  vu  que  le  terme  en  Xu,va  de  L'équation  précédente 
doit  s'annuler;  doue,  si  l'on  fait  abstraction  du  facteur 
étranger,  généralement  non  nul,  (  02 —  83)a  I  83 —  fj,  r-. 
on  doit  avoir 

[a,—  aj(6j-+-  03)  -h  as8,8s]  [a,  —  a3<  83    -  8,  -      a»838i  |  =  o. 


iw'i  ) 

Développons,  sous  forme  non  symbolique, 

a,i  —  a,ti  28, 

+  an<  E6r,et-4-  B|  I  — «ni Mt8i      ''.-"i'>:  I 

:  o, 

ou  encore 

au     oltse,     a„se,e,— a„6, 

—  6,(a„— a,826|      af,28,8,    -a,Je,fl  I 
en  abi 

/y,  8j  4-  «0J-4-  /'  =  ". 

//  ci  p  étant  des  fonctions  symétriques  <lc  0,0/j,. 
11  esl  facile  d'introduire  les  coordonnées  il u  plan  ;/. 

«  u  on  a 

»,  ;  u,  :  u,  :  itv  =  i  :  — Z8i:  28|8,  :      8t8 

appelons  M.  N  .  P  ce  que  deviennent  ///.  //.  p  quand  ou 
fail  les  substitutions;  il  vient 

M  —  m  =  a%% —  "i  ,. 

N  //,  =  —  ( <ix.,u{  -■   a{  .u  .      '/..;//      -  a     u 
I'  u\  r         "i i  "i      <i m  a ■•      "a  a  i      a 

L'équation  m8j|  +  n^tH-p  =  o  devienl  alors 

M'i  \         .P=  o. 

Elle  exprime  une  certaine  liaison  entre  un  plan  //  et  un 
point  93  de  la  cubique;  si,  en  outre,  ce  point  esl  dans 
le  plan  u  ou  si  I  on   i 

le  plan  //  esl  une  section  quadrillée.  L'enveloppe  de 
ces  plans  u  se  trouve  un  éliminaul  simplemenl  &j  entre 
les  deux  dernières  égalités.  Le  résulta  ni  esl  un  déter- 
minant  à  <  imj   lignes;    mais  !<■>    formes    N   el    I*  con- 


tiennent  //  en  dénominateur;  pour  chasser  ce  dénomi- 
nateur, on  multiplie  les  trois  premières  lignes  du 
déterminant  par  //,  et  l'on  divise  ensuite  là  première 
colonne  par  u,  ;  on  obtient 

Mu,      i  \  ?/,  )    (Put) 

Mu,      (Nui)     il';/,)     

M     (Nu,)     (Pu,)     

I  Mj  «3  l(;  

U]  M2  "3  u'* 

C'est  l'équation  tangentielle  d'une  surface  de  qua- 
trième classe.  Elle  est  vérifiée  pour  u-,  =  (PWf)  =  o,  et 
ces  deux  relations  représentent  deux  points;  la  droite 
qui  les  joint  est  donc  tout  entière  sur  F-,.  Mais  u^  —  o 
représente  le  sommet  (1 ,  2,  3)  du  tétraèdre  de  référence 
ou  le  point  de  paramètre  nul  de  la  cubique  gauche.  Ce 
point  peut  être  évidemment  un  point  quelconque  de  la 
courbe.  Donc  F,  est  une  surface  réglée,  et,  par  suite, 
elle  est  du  quatrième  ordre. 

On  pouvait  prévoir  que  l'enveloppe  cherchée  serait 
une  sur  lace  réglée  en  se  reportant  à  l'équation 

m  0|-t-/iOj-h/>  =  o 

qui,  pour  chaque  valeur  de  63,  donne  une  involution 
.de  points  8,  et  Oo.  Les  droites  qui  joignent  ces  couples 
de  points  engendrent  un  système  réglé  et  sont  projetées 
du  point  63  suivant  un  faisceau  de  plans;  l'axe  de  ce 
faisceau  est  une  génératrice  recti  ligne  de  l'enveloppe 
cherchée  F,. 

Nous  pouvons  obtenir  les  plans  tangents  doubles 
de  V-,  ou  les  plans  des  sections  doublement  quadrillées 
de  la  surface  initiale-  donnée  S,.  Si  u  est  un  de  ces 
plans,  il  présente  la  liaison 

M6î-kNÔ,-KP  =0 
Ann.  de  Mathémat.,  ',«  série,  t.  V.  (Novembre  1900.)         3a 


I 

avec  «e/u  des  points  où  il  coupe  la  cubique  :  donc  celle 

< ■< 1 1 1  1 1 mu  ci  l.i  suivante, 

u, 6 

nui  deux  racines  communes,  ce  qui  s'exprime  par  I  éva 
uouissemenl  crime  matrice  à   quatre  colonnes  et  trois 

lignes;  en  i  bassant,  comme  précédemment,  !<•  « I « ■  i n - 

nateui  m,  .  on  obtient 

M        \  //,  i      ■!'//,  i      

I  //j  »3  //. 

Ceci  représt  rite  la  développable  circonscrite  partielle  à 
deux  sui  faci  s  de  seconde  classe 


Mu,      i  Nm,  i 

M        \    -  Pit|) 

i  rit  " 


M  »,      (P«i) 
M      fN«,l      


qui  onl  encore  en  commun    le  faisceau   de  plans  tan- 
gents 

M  i 

1  =  o. 
M  ■■/,     (Ni*|)     u% 

La  développable  des  plans  bitangents  de  I  .  est  <!■  -ik 
de  troisième  classe;  c'est  la  développable  osculatricë 
«I  •  cubique  gauche. 

\in-i.  l'enveloppe  <lr\    sections   quadrillées  d'une 
surface  S<  de  quatrième  ordre  à  cubique  double  est 
une  surface  de  quatrième  classe  I  ,.  ayant  une  d 
loppable  bitangente  de  troisù  me  ,  lasse. 

16.  Quand  une  surface  réglée  de  quatrième  classe  i 
une  développable  bitangente  •  !<•  troisième  classe,  elle  i, 
vuit  mu'  cubique  double,  soil  une  droite  triple.  Il  faut 


i99 
examiner  lequel  de  ces  deux   cas  se   présente  i<  i   :  la 
théorie  de  l'élimination  va  nous  fournir  encore  La   ré- 
ponse  .1  celte  question. 

Remarquons  que,  si  ')j  désigne  un  poinl  fixe  de  la 
cubique  gauche,  double  sur  S,,  l'équation 

M  »i  8J  -4-(Nai)ô|  —  (Pmi  )  =  o 
ou 

II  —  «13  "'l  (>i  —  <  «12  «1  —  «  13  «*-■  dli  '1 3—  " 

-+-  «n  U\  ■+■  ai-,  U]  +  a-,-,  ti^   h  >i23 1<;  =  o 

est  celle  d'un  point  y\  Lout  plan  »  cpii  passe  par  ce 
point  et  par  le  point  03  est  tangent  à  la  surface  1  \  :  la 
droite  qui  joint  ce  point  y  au  poinl  0.5  de  la  cubique 
gauche  e.si  une  génératrice  de  F,.  Un  point  x  quel- 
conque de  cette  génératrice  est  donné  par  les  relations 

y,  =  >./-,  +  |*6J   '         (t  =  i.  i.  ;. 
ou,  en  développant, 

I  "22    —    «13  '  (>i  —  «  1  2  O3  —  (lu  —   À./'!  — 

—  "!('':>  --«1-2=    /•''■>- 

—  'lyi'Ki-r-  "11  =  X   ' 

—  ^33 fJj  —  "23  =  /••' .  ■+■  ;*• 

Eli  éliminant  /..  u.,  fJ:t.  on  a  l'équation  ponctuelle 
ciel',.  Eliminons  d'abord  \l  :  multiplions  chacune  des 
trois  dernières  relations  par  hA  et  retranchons  chaque 
fois  de  la  précédente 

ass8|—  '«I2f':i  —  «il  =  À-'-i—  >■'»  ;-T*. 

«33(|;i    —  -'-"23f'3  —  «22  =    X    »  J  —  Xô,^. 

11  iaudrait  encore  éliminer  /.  et  0,  :  mais  ce  calcul  est 




superflu  :  nous  ne  cherchons  <|u<'  les  points  triples 
de  I,.  s  il  v  en  a  ;  ;'i  ce!  effet,  nous  devons  écrire  lés 
conditions  pour  que  les  trois  dernières  égalités  soient 
satisfaites  par  trois  systèmes  de  valeurs  déterminées 
de  a  et  0,. 

Or  ces  égalités  sont,  dans  un  plan  rapporté  à  des 
axes  cartésiens  /.  et  0,,  les  équations  de  trois  hyper- 
boles ayanl  I  axe  des  Bj  comme  direction  asyinptotique 
commune. 

Pour  que  ces  courbes  aient  trois  points  communs 
,i  distance  unie,  il  faut  qu'elles  forment  faisceau  ou 
nue  l'on  ait 


«3.) 


«11 

«m 

>\ 

'  . 

a          «h 

2 

«12 

.r2 

■'-. 

a,3 

«Il 

•'"3 

^v 

Eu  général,  ces  relations  sont  incompatibles.    Mais 
elles  représentent  une  droit»;  quand  on  a 


«Il 

a,i 

«25 

«II 

«13  ■+■  «Ji 

«23 

2 

«Jï 

«Ï3 

«33 

Telle  est  doue  la  condition  pour  que  la  surface  l\  ait 
une  droite  triple.  Elle  exprime,  entre  la  surface  don- 
née S,  et  sa  cubique  double,  une  relation  invariante 
qu  il  faut  interpréter. 

I.  équation  de  V  étant,  symboliquement, 

al        "i  \i      «j  X|  -    a,X|)»  =  <>, 


un  quelconque  de   ses   pointa,  j\  est  aligné  sur  deux 
points  ')  et  0'  de  la  cubique  double,  et  l'on  s  lui  <  essive- 


(  5o.    , 

meut 

xi  =  /ii)'  '      / 'i  •  '        (t  =  i,2,3, 4), 

\,       i  An-       /.')  -  m  h       /.  ,  —  (/<()    ■    /,  8     ■ 

=  hk(%—  0')-. 

X,  -  i  h  8«  -,-  /,  0  -  m  h  0  +  kV  )  —  (  h  8»  +  /.  O'1  |  (  h  •+•  k) 

=  __   /,/,|f|-f)')'(0   4-0'), 

\3  =  (A8»  +  Â-0'3)  i  /(O  -+-  A6')  —  (A8*H-*8'*  |« 
=  AAr(0  —  6')s68', 

«2  =  [«,  —  a2(0  -+•  8') -|- a, 68']*=  o, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  9,  sous  forme  non  sym- 
bolique, 

f)2(a22  — •.>tt23Û'-Ha3j0'2)  —  2Q[<712—  (a«H-a13)8'  ha„8'] 

-+-  («h  —  aau8'-f-  <7,o0'2)  =  o. 

Telle  est  la  relation  entre  deux  points  0  el  0  de  la 
cubique  double  situés  sur  une  même  génératrice  de  S,. 
Elle  fait  correspondre,  à  tout  point  0,  deux  points  H'  ; 
à  l'un  de  ces  points  6'  répond,  outre  le  point  de  dé- 
part 0,  un  nouveau  point  0":  à  celui-ci  un  quatrième 
point  0W.  etc. 

Si  le  quatrième  point  de  cette  série  coïncide  avec  le 
premier,  la  surface  S,  est  spéciale,  en  ce  sens  que  ses 
génératrices  s'appuient  toutes  sur  une  même  droite; 
alors  il  y  a  ce*  triangles  de  Ponce/et  inscrits  au  cône 
qui  projette  la  cubique  d'un  de  ses  points  et  circonscrits 
au  cône  de  même  sommet  et  tangent  à  S,  :  on  sait  que 
ces  deux  cônes  sont  quadratiques. 

Mais,  pour  que  ces  deux  cônes  présentent,  non  da 
tri  au  gl  es,  mais  des  quadrilatères  de  Poncelet,  en 
d'autres  termes,  pour  que  le  cinquième  point  de  la 
série  0,  0  ,  0",  0W,  .  .  .  coïncide  avec  le  premier,  ou  en- 
core que  les  génératrices  de  S*  s'arrangent  en  quadri- 
latères inscrits  à  la  cubique  gauche,  il  faut  que  la  der- 


oièrc  relation  écrite  donne,  pour  deux  valeursi  Set  8  I 
attribuées  à  h,  le  même  couple  de  valeurs  <!<•  8'(ô'et8ar). 
Nous  sommes  donc  ramené  an  problème  d'algèbre 
(jiii  résout  la  question  des  quadrangles  de  Steiner 
dans  la  quartique  plane  binodale,  avec  cette  particu- 
larité que  la  relation  entre  0  et  8'  esl  symétrique.  Le 
raisonnement  fait,  au  début  de  noire  étude,  montre 
«pie  ces  quadrilatères  de  Poncelel  existent  m  l'on  a 


2 

"23 


"33 


C'est  précisément  la  condition  trouvée  ci-dessus  pour 

l'existence  d'une  droite  triple  sur  la  surface  1  , 

Dans  toute  surface  du  quatrième  ordre  à  cubique 
double,  les  plans  des  sections  quadrillées  enveloppent 
une  autre  surface  du  quatrième  ordre  douée,  en  gé- 

nera/,  d'une  cubique  gauche  double,  et  exceptionnel- 
lement d'une  droite    tii/>le.   Ce    derniei    COS   Se  i  enlise 

quand  1rs  génératrices  de  la  surface  donnée  sont  le\ 
.  étés  d'une  infinité  simple  de  quadrilatères  gauches 
inscrits  dans  la  cubique  donnée. 

Observons  que  le  raisonnement  précédent  ramène 
toujours  le  problème  «les  polygones  de  Poncelei  <le 
-. //  côtés  pour  deux  coniques  à  un  cas  particulier  <lu 
problème  «les  polygones  de  .Steiner  Ai'  >.n  côtés  pour 
une  quai  i  ique  |>lane  binodale. 

17.  Sa  I  on  demande  nue  section  plane  <le  S,  qui  soit 
triplement  quadrillée,  il  faut  trouver  un  plan  u  qui 
possède  la  relation 


M  ')-' 


\  0  -t-  I  ' 


(  5o3    i 
.ncc  Lrois  points  h  de  la  cubique;  celte  équation  du  se- 
cond degré  ayant  trois  racines,  tous  ses  coefficients  sonl 

mils, 

M  =  Œjj  —  (t\-.i  =  O, 
\  lli  =  I  rt|2»l   -+-  «IS^Ï  "il".)     +-   ".ii",    I    =    "• 

!'//,—  "n  "1  -    "i:  "■_>         "j,"i     HûjjUi 

La  première  relation  est  indépendante  de  //.  Elle 
u'esl  vérifiée  que  si  le  cône  circonscrit  à  S,  et  de  som- 
met (i,2,3)  est  harmoniquement  inscrit  au  cône  de 
tnème  sommet  perspectif  à  la  cubique  double.  Car  les 
équations  tangentielles  de  ces  cônes  s'écrivent  facile- 
ment 

a*.  ==  C«i<-|  -+-  ".:c._>  —  «3  Ci  i-  =  o,  v\  —  i»Vi  =  "• 

et  leur  invariant  simultané  contenant  au  premier  de- 
gré les  coefficients  du  premier  esl 

"  "il—  «I3J- 

L'évanouissement  de  cet  invariant  est  incompatible 
avec  la  condition  d'une  droite  triple  sur  F-,,  car  si, 
dans  celte  condition  (  voir  numéro  précédent  |,  on  rem- 
place a.2i  par  a,3,  on  trouve  que  le  discriminant  de  la 
forme  a^  s'annule,  et  alors  la  surface  donnée  S,  dégé- 
nère en  deux  quadriques. 

Quand  donc  la  condition  <?.,.>  =  «,.,  est  vérifiée,  la 
surlace  F-,  a  un  faisceau  de  plans  tangents  tripler  et 
c'est  une  surface  dû  quatrième  ordre  à  cubique  double. 
mais  spéciale. 

Lorsque  le  cône  circonscrit  à  la  surface  donra  i    S 
et  ayant  son  sommet  sur  la  cubique  double  est  har- 
moniquement inscrit  au  cône  de  même  sommet  pers- 
pectif à  cette  cubique,  V enveloppe  des  sections  planes 


quadrillées  de  S,  r\f  une  surface  I  ,  engendrée  par  les 
cordes  il  une  seconde  cubique  gauche  qui  s'appuient 
sur  une  droite  h  if.  I,,\  plans  passant  par  cette 
droite  sont  les   sections  triplement  quadrillées  de  S4. 


[K2c] 

K\1I\M0\  1)1  TIIÉORBII  II  PBOBRIACI; 

I'\k  M.  G.  FON  l  EN!  . 


1.  Soit  un  triangle  AlîC.  Le  cercle  circoiiscril  au 
triatiglc  pédal  d'un  point  1).  ou,  comme  nous  dirons,  !<• 
cercle  pédal  d'un  point  1)  passe  au  centre  I'  de  l'hyper- 
bole équilalère  A  Ht  11).  Deux  points  inverses  Del  I  »  onl 
même  cercle  pédal  ;  celui-ci  renconti  e  le  rert  le  des  neuf 
points  du  triangle  VBC  en  deux  points  I'  el  I'  .  qui  >'»nt 
les  centres  «les  <lnix  hyperboles  équîlalèrcs  \l><l>, 
\l><l).  .Si  la  droite  M)  passe  ;u»  point  ().  centre  «lu 
cercle  circonscrit  au  triangle  \l>'.,  les  points  I)  cl  I) 
-"M  sur  la  <i'ni.|iii'  circonscrite  au  triangle  \I><1  qui 
•  si  I  inverse  <!<•  celte  droite,  conique  qui  esl  une  hyper- 
bole équilatère  puisqu'elle  renferme  l'or thocen Ire  II. 
inverse  du  point  0;  les  deux  hyperboles  équilalères 
\lw.l)  el  \IK.I»  sonl  alors  confondues,  les  points  I' 
et  I*  s«»n(  confondus,  el  le  cercle  pédal  est  tangent  au 
cercle  <  I < -^  neul  point  s.   \  insi  : 

Etant  donné  un  triangle  Mît!,  si  deux  points  in- 
verses D  etïy  sont  en  liene  <li  <>it<-  avec  le  centre  Q  du 
cercle  circonscrit,  le  cercle  pédal  auquel  ils  donnent 
lieu  est  tangent  au  tri  tir  dis  neuf  points. 

I      Lhéorèmc  a  été  donné  sous  une  autre  forme  par 


I    5oo  ) 
M.  Weill,  en  considérant  la  conique  de  foyers  I)  el  D 
inscrite  au  triangle,  et  en  employant  des  relations  mé- 
triques I  Vouvelles  Annales,  1880,  |>.  259,  th.  \\I). 

2.  Si  lu  point  1)  décrit  une  droite  passant  <-n  I  ►,  l<- 
point  D  décrit  une  hyperbole  équtlaftère  passant  en  A, 
B,  C,  el  le  cercle  pédal  du  point  D  passe  par  un  point 
(ixe  P',  centre  de  cette  hyperbole,  point  situé  sur  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Pour  déterminer  simplement  le  point  P'  qui  corres- 
pond à  une  droite  passant  par  O,  considérons  les  points 
d'intersection  I)(  et  I)2  (le  cette  droite  avec  le  cercle  ABC. 
Le  cercle  pédal  du  point  1)(  est  remplacé  par  une  droite, 
droite  de  Sinison,  que  l'on  peut  construire  comme  il 
suit  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure):  ou  mène  I)(Et 
perpendiculaire  à  BC,  on  prolonge  celte  droite  jusqu'à 
sa  rencontre  en  I  1  avec  le  cercle  O,  ou  trace  AF,,et 
l'on  mène  par  E,  une  parallèle  à  celte  droite;  on  opère 
de  même  pour  le  point  D2  ;  les  deux  droites  de  Sinison, 
rectangulaires,  se  coupent  en  P'.  Observons  que  le 
point  M,  milieu  de  BC,  est  milieu  du  segment  E,E2,  de 
sorte  que  la  droite  _MP'  est  médiane  du  triangle  E4  P'E2. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  OD  tourne  au- 
tour de  O  d'un  angle  a;  D,  parcourt  un  arc  l),r/,, 
F,  parcourt  un  arc  F,/,   égal  et  de  sens  contraire,  la 

droite   AF,    tourne   de   l'angle ,   il  en  est  de  même 

de  la  droite  de  Sinison  E|  P',  et  la  médiane  MP'  tourne 
de  l'angle  — a.  Si  il  est  le  centre  du  cercle  des  mut 
points,   le  rayon  ilV   tourne  de  l'angle  —  2a.  Ainsi  : 

Liant  donné  un  triangle  ABC,  si  un  point  I)  décrit 
une  droite  passant  au  centre  O  du  cercle  circonscrit, 

le  cercle  pedal  du  point  I)  passe  par  un  point  li.ee  1'  . 
point  situe  sur  le  cercle   des   neuf  points  du   triangle 
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VBC.  Si  celte  droite  tourne  d'un  certain  an  gle  autoui 
du  point   0,  /-■  rayon  QP'  <ln  cercle  des  neuf  /><>iuts 

tourne  eu  SeVU  COHtl  une  il  un  angle  double. 

<  >n  a  celle  <  onséqucnce  immédiate  : 

Si  D et  M  sont  deux  /><>tnt>.  inverses,  le  cercle  pêdai 
commun  rencontre  le  cercle  îles  neuf  points  en  aeua 
points  P  et  I'     et  I  un  a  eu  grandeur  et  en  signe 

|  • i  1 1  •  '  -  -  .  .11 1 > .  i )  1 1    . 

l'angle  (OD,  OD')  étant  déterminé  à  un  multiple  près 
de  <lcii\  angles  droits. 


[D2as] 


SI  H  LES  SÉRIES  SEMI  CONVERGENTES; 

l'vi.    M.    PAI  i.    I  I  \  \  . 
i  ili  \  <  d<   l  Éi  oie  Pol)  technique. 


On  sail  que  la  somme  d'une  série  semi-convergen le 
à  termes  imaginaires  peul  preudre  une  infinité  de  i  i 
leurs  lorsque  l'on  change  l'ordre  des  termes.  Mais  la 
démonstration  classique  <l«'  celle  proposition  ne  ren- 
seigne pas  sur  la  question  de  savoir  si  elle  peul  prendre 
nue  valeur  quelconque.  On  \  dislingue  les  termes  à 
partie  réelle  |  >< »^ ï i  i \  «■  //;,  el  I<>  termes  a  partie  réelle 
ilive  r;.   Posons 

I  .h  même  temps  que  a  termes  à  partie  réelle  négative, 
on  en  considère  p  <!<•  l'autre  série,  p  étanl  une  certaine 
fonction  '!<■  y  telle  < | n < ■  la  partie  réelle  <l<"  la  somme  ail 
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une  limite  donnée.  Cette  condition  ne  déûnil  pas  com- 
plètcmenl  /' :  si  />,  el  />>  en  sont  deux  déterminations, 
on  sait  seulement  que  I  <>n  a 

lim  <  sr,-  s/0  =  "• 

On   en   déduira   souvent,    la   partie  réelle  Cl    la   partie 

imaginaire  de  ///(  étanl  du  même  ordre  de  grandeur, 

lion  lpi        Sp,  )  =  «». 

Dans  ce  cas,  la  partie  imaginaire  de  la  somme  de  la 
série  proposée  apparaît  comme  une  fonction  de  sa  partie 
réelle.  Mais  ce  n'est  pas  le  cas  général,  el  d'ailleurs  ce 
résultat  lient  essentiellement  à  la  condition  qu'on  s'est 
imposée  de  respecter  L'ordre  des  termes  dans  deux  séries 
partielles.  Si,  au  lieu  de  deux  pareilles  séries,  on  en 
constitue  trois,  on  aura  évidemment  une  plus  grande 
indétermination  sur-  la  somme,  et  peut-être  sera-t-il 
possible  de  répondre  complètement  à  la  question  posée 
au  début. 

Considérons  d'abord  un  cas  en  apparence  très  parti- 
culier, celui  où  tous  les  termes  de  la  série  sont  repré- 
sentés dans  le  plan  par  des  vecteurs  parallèles  a  I  une 
ou  l'autre  de  trois  demi-droites  O.r,  Oy,  O  ~  :  de  plus, 
ces  trois  demi-droites  partagent  le  plan  autour  du 
point  O  en  trois  angles  •  dont  aucun  n'atteint  deux 
droits,  et  enfin  chaque  série  partielle  est  divergente, 
son  terme  général  tendant  vers  zéro.  Je  dis  qu'en  res- 
pectant l'ordre  des  termes  dans  chaque  série  partielle, 
on  peut  donner  à  la  somme  de  la  série  étudiée  nwr  va- 
leur quelconque.  Autrement  dit,  on  peut  porter  bout 
à  bout  les  vecteurs  représentant  ces  termes,  de  manière 
à  atteindre  à  la  limite  un  point  S  donne  arbitrairement. 
Par  8,  menons  les  demi-droites  SX,  SI  .  SZ  parallèles 


.i  ()./.  ()i  .  ()r.  qui  partagent  !<•  plan  en  i i « > i ~%  régions 
I  .1  I  ,.i  iinposons-iious  la  condition  de  prendre 
un  vecteur  parallèle  à  Ox  chaque  1  < -i •>  < j m*  le  dernier 
sommel  de  la  ligne  brisée  formée  sera  dans  I-.., .  el  opé- 
rons «le  même  pour  les  deux  aulrcs  séries  partielles 
(SX  pourra  être  indifféremment  regardé  comme  a ppar- 
tenaul  ;i  Er  ou  Ee).  Il  résulte  d'abord  de  la  divergence 
de  chaque  série  partielle  que  le  dernier  sommet  de  la 
lieue  brisée  sera  une  inûnilé  de  lois  dans  chacune  «Ifs 
trois  régions  distinguées,  et,  par  suite,  que  Ion  ne 
négligera,  en  opérant  comme  il  \i<-iii  d'être  indiqué, 
aucun  terme  de  la  série  proposée.  A  !  instaul  où  I  <>n 
considère  le  sommel  S,,,  soient  </■  l>.  c  des  limites 
supérieur*  s  des  modules  des  termes  restant  <l;nis 
chaque  série;  portons  sur  SX,  SY,  SZ  des  longueurs 
SA  =  n,  SB  =  Z>,  SC  =  c,  puis,  par  \.  I>.  <  '..  menons 
des  parallèles  à  SI  el  SZ,  à  SZ  e(  SX,  à  SX  el  SI  ,  On 
aura  ainsi  un  hexagone  II.  Soit  maintenant  $n+p  uu 
sommet  tel  qu'entre  S„  el  $n+pi  'I  y  ■''•  ■'"'  "'oins  un 
sommel  dans  chacune  des  régions  I  I  I  .Ou  vé- 
rilic  facilement  que  S/+/.  el  tous  les  sommets  suivants 
sont  intérieurs  à  l'hexagone  II.  Or  a.  h  el  <•  tendenl 
vers  Oj  on  en  déduit  la  proposition  annoncée. 
Considérons  maintenant  une  série 

satisfaisant  à  la  seule  condition  que  u„  tende  vers  zéro; 
h„  est  représenté  par  un  vecteur  OA/(  qui  coupe  en  <i„ 
un  cercle  «le  centre  <>  el  <]<■  rayon  arbitraire  el  con- 
stant, ii„  étanl  par  rapport  à  0  du  même  côté  que  \ 
s., n  sur  ce  cercle  un  arc  bc.  Il  peu!  arriver  que  les  va 
leurs  de  n  poui  lesquelles  an  esl  intérieur  i  cel  are 
soient  en  nombre  infini  el  que  1rs  modules  des  termes 
correspondants  aient  une  somme  in  lime.  Si  celte  <  Ion  hic 
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coudition  n'est  pas  réalisée,  il  est  évident  que  le  rang 
de  ces  ternies  est  sans  influence  sur  la  somme  de  la 
série.  Dans  le  cas  mi  elle  l'est,  il  existe  certainement 
sur  b'c  un  poinl  a  tel  que  tout  arc  //c.  si  petit  qu'il 
soit,  (jni  comprend  a  à  son  intérieur,  jouit  <le  la  même 
propriété  que  bc\  en  particulier,  si  la  série  donnée 
n'est  pas  absolument  convergente,  il  existe  au  moins 
un  tel  point  sur  le  cercle.  JNous  «lirons  que  a  est  un 
point  d'indétermination  pour  la  série  (i  i.  Si  l'on  veut 
distinguer,  selon  que  celte  propriété  appartient  si  ac  ou 
à  ab\  on  dira  que  a  est  un  point  d'indétermination  du 
côté  de  l'arc  ne  ou  du  côte  de  l'aie  al).  Il  est  encore 
nécessaire  d'établir  nue  autre  distinction:  décompo- 
sons tons  les  vecteurs  (  )  \„  pour  lesquels  a„  est  inté- 
rieur à  ah'  suivant  Oût  et  la  direction  perpendicu- 
laire D</{.  Si  les  composantes  suivant  0(i<  ont  une 
somme  infinie,  quelque  petit  que  soil  al>\  le  point  a 
sera  dit  de  première  espèce  du  eôlé  de  l'are  ab\  sinon 
il  sera  dit  de  deuxième  espèce.  Tous  les  points  d'indé- 
termination pour  la  série  (  i  i  forment  sur  le  cercle  un 
ensemble  K;  si  une  inimité  de  points  de  cet  ensemble 
ont  pour  limite  un  point  a  et  sont  d'un  même  côté  de 
ce  point,  on  voit  facilement  (pu-,  de  ce  côte,  le  pointa 
est  un  point  d'indétermination  de  première  espèce;  à 
cette  condition  près,  on  pejut  choisir  arbitrairement 
l'ensemble  F,  et  assujettir  ses  points  à  être  d'un  côté 
ou  de  l'autre  d'une  espèce  ou  de  I  autre,  il  existera 
toujours  une  série  satisfaisant  a  ces  conditions. 

Considérons  un  arc  nh  inférieur  à  un  demi-cercle  et 
contenant  des  points  de  1  ensemble  E,  et  choisissons 
deux  axes,  Qx  intérieur  a  cet  angle  et  tel  que,  daus 
chacun  des  angles  aOx  et  b.QjÇ,  il  y  ait  des  points  de 
l'ensemble  E,  et  Qx1  extérieur  à  cet  angle.  Décompo- 
sons suivant  ces  deux  dii  celions  tous  les  vecteurs  cor- 
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respondani  à  <l«-s  points  de  l'arc  ab\  les  composantes 
suivanl  Oa:  formeronl  une  série  divergente  à  termes 
huis  de  même  signe;  les  coin  posa  nies  dirigées  suivanl 
()/  formeront  une  série  semi-convergente,  < )< » n t  <»n 
pourra  annuler  la  somme  en  déterminant  convenable- 
ment l'ordre  des  termes.  A  condition  de  ne  plus  change) 
cil  ordre  dans  la  suite  des  opérations,  on  pourra  né 
gliger  ces  composantes  sans  <|m-  eela  ail  <\  influence  sur 

l,i  m. mi le  la  série  i  i  I.  Remarquons  <!<•  plus  que,  m 

l'arc  ab  esi  <  gai  à  un  demi-cercle,  si  les  seuls  points  de 
l'ensemble  I  situés  sur  <«,i  arc  sont  a  et  //.  el  si  I  un 
îles  deux  .ni  1 1 1 < » i m >  c^i  de  première  espèce  du  côté  de 
l'arc  considéré;  on  peut  encore  opérer  de  la  même  ma- 
nière  en  pieu  an  I  O  x  quelconque  el  Oj  confondu  i\  i  c 
nh  el  le  résultai  ^«- 1  a  le  même. 

En  général,  «m  pourra  diviser  le  cercle  en  trois  arcs 
et  opérer  la  même  réduction,  en  choisissant  1rs  trois 
directions  Ox,  Oy,  Os  comme  il  a  été  dit  plus  huit. 
t  >n  sera  alors  ramené  au  cas  particulier  déjà  étudié.  La 
somme  <l<-  la  sein-  .  >i  donc  complètement  arbitraire. 
Celte  manière  d'opérer  eal  «"n  défaut  dans  l«s  deua  cas 
>  1 1  i  s .  1 1 1 1  s  : 

i°  Tous  les  points  de  l'ensemble  E  sont  intérieurs  h 
un  arc  ab  au  pluségal  à  un  demi-cercle  el  qui  peut  être 
nul:  s  il  es!  égal  à  un  demi-<;ercle,  les  points  a  el  b 
doivent  être  de  seconde  espèce  <lu  côté  du  demi-cercle 
complémentaire.  Dans  ce  cas,  la  série  |  i  I  esl  loujours 
divergente,  l<-  point  <|ni  représente  la  somme  des  termes 
s'éloignani  à  l'infini  dans  une  direction  arbitraire  inlé- 
rieure  ■•  l 'angle  <v(  \b. 

-  L'ensemble  K  se  réduit  a  deux  points  a  et  fr  dia- 
métralement opposés  et  ions  1rs  <lcn\  de  seconde 
espèce.  Dans  ce  cas,  les  composantes  des  vecteurs  OAw 
perpendiculaires  .1  ab  ont  une  somme  indépendante  de 
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l'ordre  des  termes,  el  la  somme  < l< ■  ^  composantes  paral- 
lèles à   (/A    peut   prendre  la   valeur  que  I  on  veut.    La 
somme  de  la  série  sera  alors  représentée  par  un  poinl 
choisi  arbitrairement  ^ur  une  droite. 

Ce  résultai  peut  d'ailleurs  se  généraliser;  au  lieu  de 
raisonner  dans  le  plan,  raisonnons  «luis  l'espace  à 
//  dimensions.  Nous  appellerons  alors  \>lan  le  lieu  de 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  un  certain 
nombre  de  relations  linéaires,  ce  nombre  pouvant  être 
égal  comme  valeurs  extrêmes  à  o,  n —  i.  ou  »,  auxquels 
cas  le  plan  se  réduit  à  tout  l'espace,  une  droite  ou  un 
poinl.  Soit  une  suite  infinie  de  vecteurs  tels  qu'il  n'y  en 
ait  qu'un  nombre  fini  dont  la  longueur  soit  supérieure 
à  un  nombre  donne,  quel  que  soil  ce  nombre.  Eu  por- 
tant ces  vecteurs  bout  à  bout,  on  obtient  un  point  S„ 
qui  tend  à  la  limite  vers  un  certain  point  S.  En  chan- 
geant Tordre  des  vecteurs,  le  poinl  .S  peut  varier  et  son 
lieu  est  un  plan;  le  plan  peut  d'ailleurs  comprendre 
tout  ♦espace  ou  se  réduire  à  un  point:  dans  ce  dernier 
cas,  e'est  que  les  //  séries  partielles  formées  par  les 
composantes  sont  toutes  absolument  convergentes; 
ajoutons  que.  si  Ton  range  les  vecteurs  dans  un  ordre 
quelconque,  S„  n'a  pas  en  général  de  limite,  à  inoins 
que  les  n  séries  partielles  ne  soient  absolument  con- 
vergentes. Ce  que  nous  venons  de  dire  est  en  défaut 
dans  un  cas  où  S„  s'éloigne  nécessairement  à  l'infini, 
dans  une  direction  qui,  si  elle  est  déterminée,  e$1  seu- 
lement assujettie  à  être  a  l'intérieur  d'un  certain  cône 
convexe,  (les  différentes  propositions  se  démontrent 
par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  avons  em- 
ployé dans  le  cas  du  plan;  le  principe  consiste  dans 
la  décomposition  de  la  suite  étudiée  en  n  -  i  suites 
partielles. 
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SOI  LIS  soMMS  IBS  PI  ISSANCBS  SEMBLABLES  118  RACINES; 
FORMULES  II  NEWTON; 

Pau   M.   G.-  \.    LA.ISANT. 


Los  formules  classiques  d<-  Newton,  relatives  aux 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
équation  algébrique,  peuvent  être  établies  par  nue 
méthode  qui  évite,  pour  ainsi  dire,  loul  calcul,  el  qui 
mériterait  de  passer  dans  I  enseignement,  car  elle 
dispense  de  tout  effort  de  mémoire.  Nous  doua  propo- 
sons d<'  l'indiquer  i<  i. 

Si 

/    ,  i --=  A0.t'"-t- A,./"<    i        \./""    «-+-...-4- A.    ,./■  ■:-\„,-n 

•■st  une  équation  algébrique  ayanl  puni-  racines  '/.  b 

/,  nous  désignerons,  comme  d  liabitude,  par  S, ,  S_,.  ... 
la  somme  des  racines,  la  somme  de  leurs  carrés,  etc. 

Par  substitution  des  racines,  et  addition,  il  esl  <;\i- 
denl  '|ii«'  Ton  a 

II)  \      's,,,---    A,  S,„_,  ---...-:  -    A,,,      ,S|  ,,l\,„  —  Q. 

D'autre  part,  on  a,  en  vertu  des  relations  entre  les 

racines  et  les  <  <»<  lh<  nul  s, 

\    -,       A, 

c'est-à-dire  que  S,  ne  dépend  quede  V  el    \,    Si  Ion 
veut  trouver  S2,  eu  se  rappelant  que     ?  =  Sao,  on  a 

a      b       .•)'—  '  Sa6  =      '  —  a 


d'où 


M 


\  S        \  -        •  \ 


si  bien  que  Sj  ne  dépend  que  de   \„.   \  , .    \_. . 

D'une   minière  générale,    la    somme   S//f  étant    une 
fonction  de  degré  />.  ne   pourra   jamais  dépendre  «j m- 

de   \,,.    \ , \.p%  et  non  des  coefficients  suivants,  qui 

sont  des  fonctions  des  racines  de  degrés  supérieurs  à  />. 
Par  conséquent,  toutes  I «■>  é<|iiatious  qui  onl  pour 
coefficients  de  leurs  /'  +  i  premiers  termes 

\ ,,.       V  i .      .  .  . ,      \r 

auront  mêmes  valeurs  pour  S,.  S.,.  ...,  S«.  Parmi 
toutes  ces  équations,  prenons  celle  de  degré  />. 

\    i  •"—  A,  xP    '—...—  \r    i  ./■  --  \;,  =  o, 

et  appliquons-lui  la  formule  |  i    ci-dessus.  Nous  aurons 
VnS,,  -   \.x Sp_,  -y . . . ■+•  A.p    i  S,  — -  p  V7,  —  o, 

c'est-à-dire  la  formule  générale  de  Newton.  Naturelle- 
ment ceci  s'applique  à  toutes  les  valeurs  entières  de  i>, 
jusqu'à  j>  =■  m. 

Pour     pins    de    clarté,     l'équation     f(x)  =  o    aura 
même  S,  que  l'équation 

\,   F-t- A,  =  o, 

qui  a  une  racine  unique. 

Elle  aura  mêmes  S,  et  Sa  que 

\     /  \  ,  X         ^j=  o. 

Elle  aura  mêmes  S,.  Sa  et  S,  que 

\,,./-      -  A  |  ,i-'-  -+-  h.tx  -+-  V3  =  q  : 
et  ainsi  iU-  suite. 


11   nous   parait  difficile  qu'un   élève  ayant  appris,  el 
Ann.  de   Mal fie  m  a i ..   |    série,  l.  \     (Novembre  igoâ.) 


compris,  cette  démonstration  si  simple,  puisse  jamais 
l'oublier. 

Remarque.  —  On  reprochera  peut-être  à  cette  démon- 
stration un  défaut  de  rigueur,*  n  alléguant  que  S^  poui 

P 
i  .lit  prendre  une  forme  telle  que      pai  exemple,  P  el  I  > 

étant  de  certaines  fonctions  <i< ;s  coerai  ients  \„.  \  t . 
\  cette  objection  il  est  possible,  ce  me  semble,  <!<•  ré- 
pondre que  les  relations  en  jeu  ne  sont  pas  des  égalités 
arithmétiques,   mais  1  » i »•  n  des  identités  algébriques 
bien  que  dans  chacune  de  ces  relations  il  fautsupposui 
que  les  .s  el  les  \  Boni  remplai  ées  par  les  fonctions  des 

racines  que  ces   lettres  représentent.  Si  donc  <>n  avait 

P 
Sf,  =  -  i  c'est  •  | il*-  les  deux   Fonctions  I*  el  O  présente- 

P 
raient  un  facteur  commun;   el    la  fraction  —  •  devenue 

irréductible,  devrait  prendre  simplement  1 1  forme  <l  un 
polynôme  homogène  de  degré  pt  par  rapport  aux  ra- 
cines. Les  vérifications  directes  faites  sui  les  cas  p  =  i , 
m  =  2,  p  =  .'»  sont,  d'ailleurs,  de  nature  à  faire  dispa- 
raît re  t(  iule  obscurité. 
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RÉSOLUTION  GRAPWQUI  ht  L'ÉfUATION 

\      /'  \     </     <• 

p  U  /  iTAWT  QUILCOffQUKS 

l'vit    M.     \.    M   RIC. 


N<mi^  n  .i v « •  r i -  trouvé  nulle  pari  la  solution  <i<-  cette 
question,  très  simple,  posée  >"ii»  sa  forme  la  j > 1 1 1 ■-  géné- 
rale, el  nous  pensons  que  la  solution  ci-dessous  sera  »  i  ■  - 
nature  à  intéresser  peut  être  les  lecteurs  de  ce  journal. 
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Soil  ()\  la  direction  des  quantités  réelles  positives 


de  telle  sorte  que 

ÔÂ.ÔB  =  y. 

Il  est  très  facile  çle  déterminer  Ob*  graphiquement. 


Soient  le  vecteur  OH  =q  et  01  une  longueur  é^ale  à 


l'unité.  On  fera  1  angle 


HOB  =  \<  »\. 

On  portera  OA  en  OG  «'t  il  suffira  «le  faire  passer  une 
circonférence  quelconque  par  H,  1,  G  qui  passera  i  _  - 
lement  par  B. 

Soit  u  la  circonférence  passant  par  ().  A.  B. 
'  Prenons  D  milieu  de  l'arc  AI).  I .  milieu  de  l'arc  OB 
et  décrivons  de  C  comme  centre  une  circonférence  qui 
passe  par  O  et  B.  Prolongeons  OD  jusqu'en  E;  je  dis 
tout  d'abord  que  A.  C,  bl  sont  en  ligne  droite. 


5t6 


I  ii  effel 


Bi  i  i.'  'i        ■  i  ■  )D       i-  i  \ 

Bi  \  =  i8o°— BOA 

Menons    M.N    perpendiculaire  «-m    \    sur    \<.K.    Les 
<li  u\  racines  cherchées  *"iit  <)M  el  ON. 

I  n  eflet,    \  étanl  l«*  milieu  de  MV  on  a  en  premier 
lieu 

Ô~M      "\      iTJX=p. 

D'autre  part,  !<•  quadrilatère  Alhl\  t-si   inscriptible 

«1 .1 1 1  ~.  n  n  cercle  de  cenl  re  I  ). 

En  eflet, 

DB      DA 

/N 

par  construction,  el  comme  I  angle  A  esi  dioil 


I  )  .1 1  lleui!" 


el 


i  li  ii 


l>\  -    DF. 


BDO  =    DBE       BED 


BDi  i       BCO        i  BE<  i        i  Bl  D 


DBE       BED        el         DB       Dl 

C me  le  diamètre  <  >l  -l)h  eal  la  bissectrice  com- 
mune dei  angles  l><'\.  Il<>\.  \l<>\.  la  circonférence 
donl   nous  parlons  coupera  '  M'>  en  un  poiol  G  tel  que 

OA. 
I  >n   .1111.1  donc  par  application   <ln    théorème  sur  la 


■  : 

bissectrice 

OM.ON  =teOF.OE    îOG.OB      OA.OB 

et  avec  !('■>  \ ecteurs 

ÔM.ÔN  =ÔÂ.ÔB  =  q. 

(  .   (.».    i  .   i). 

]l  est  aisé  Je  se  rendre  compte  que    \(.I\  esl    la   1  > i -  - 

sectrice  extérieure  de  l'augle  OAB  et  que,   par  suite, 
M  AN  est  la  bissectrice  intérieure  de  ce  même  angle. 
La  solution  st.-  trouve  donc  ainsi  délinie  : 

Prendre  sur  la  circonférence  i<>  passant  par  O,  A.  B 
le  point  C  milieu  de  l'arc  OAB,  décrite  de  ce  point 
une  circonférence  passant  par  O  et  mener  la  bissectrice 

intérieure  de  l'angle  OAB  dont  l'intersection  avec  la 
circonférence  C  donne  les  racines  OM  et  ON. 

La  solution  esl  toujours  possible,  sauf  le  cas  parti- 
culier où  les  points  O,  A,  B  sont  en  ligne  droite. 

Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  : 

(a).  A  se  trouve  sur  le  vecteur  OB.  Dans  ce  cas  la 
solution  ci-dessus  reste  applicable. 

Les  racines  OM,  O.N  ont  même  module  et  il  esl  aisé 
de  \oit  (pie  c  est  le  seul  cas  ou  celte  circonstance  peut 
se  présenter. 

[b).  A  se  trouve  à  l'extérieur  du  vecteur  OB.  Dans 
ce  cas  les  racines  ont  même  argument  ou  des  arguments 
différents  de  ~.  selon  que  OA  et  OB  oui  même  argu- 
ment ou  des  arguments  différents  de  it. 

La  solution  ci-dessus  n'est  plus  applicable,  mais  on 
voit  immédiatement  que  pour  avoir  les  racines  il  suffît 


de  décrire  un*  circonférence  sur  OB  comme  diamètre, 
<l«'  lui  mener  une  tangente  \l  el  >l«  rabattre  celle-ci 
sur  la  droite  <  >h  \  suit  anl 

\m       \\       \i 
les  \'<  ii  m-  ()\l.  '  >\  sont  alors  !<•*  nu  nus  demandées. 

SOLUTIONS  N  01  KSI  IONS  PMPOSfiR. 


1987. 


Si  /..s   se  g  mentx  aa\   bb\  ce  sont  en  involution,  ainsi 
(/ni    les  segments  aa',  bb",  ce".  1rs  points  •>.  6,  c  auront 
le  un  nu   conjugué  dans  les   trois  involutions   respective- 
nu  nt  déterminées  par  les  segments  b't    et  c' b',  c'a* et 
a'b   et  b'a'.  \    1  lèso  i 

son  I  n>\ 
Par  M.   R.  15. 

<  >n  peui  supposeï  que  les  pointa  ".  b,  c,  <<  .  <•  .  « ■'.  a*,  6  ,  c* 

appartiennent  ■<  une  conique  C.  Il  résulte  de  l'éi :é  que  les 

droites  ""  .  66  ,  <■»•'  concourent  en  un  certain  point  <•>.  el  que 
les  droites  aa  .  66",  ce*  concourent  '•"  un  autre  point  w». 
Désignons  pai  /<.  7  les  points  d'intersection  de  ukoj   i\ 

L(    théorème  de  Pascal,  appliqué  •<  l'hexag ■  />/>•',,/,'. 

montre   que   les   couples   de   droites    (b'c",c'b       (c"<    I 
(,     !■>,     -.•  coupent   respectivement  en  1 1 . . j  —  points  en  ligne 
droite.  Le  deuxième  et  l<-  troisième  de  ces  points  sont  resp<  • 

iiv.in.nl  (.),  et  <•'.  Pat  conséquent,  l'involulion  déten ée  pai 

uples     b    ■      'i     c',  b"    •  ontienl  les  points  d'intei  sei 
h,, m  de  uki)|  avei    C    c'est  à-dire   les   points  /'   et   7    comme 
points  ■  onjugués. 

-     1  ,,,  le  1  onjugué  '!>■  "  dans  1  ette  involution*.  On  .1  I  1 


iig 
lii>'  eni re  rapports  anhai  i tiques 

i  me' pq  i  =  i  ab'qp  i. 

Mais  les  points  ".   l>  .  </.  />   oni    pour  conjugués    respectifs, 
dans  l'involution  de  centre  u>i,  '/  .  6,  /*.  q.  Donc 

ab'qp        !  a  bpq  . 

et,  par  suite, 

i  me' pq  i  =  i  a" bpq  |  =    6a  '//•  . 

Cela  montre  que  //>  ei  6  soni  conjugués  dans  l'involution 
d<  terminée  par  les  couples  I  c',  a*  i  et  i  /'.  y  l.  Mais  cette  invo- 
lution  contient  le  couple  [a',c*).  La  proposition  en  vue  esl 
donc  établie. 

2005. 

1908,   p.    18. 

On  considère  en  un  point  M  d'une  ellipse  les  deux  nor- 
males obliques  sous  l'angle  a. 

i°  Les  produits  des  distances  des  foyers  à  chacune  de  ces 
normales  sont  les  mêmes. 

•>"  La  somme  de  ces  produits  en  deux  points  conjugué*  M 
et  M'  de  l'ellipse  est  constante.  I  E.-N.  Babisien.  i 

SOLI  TION 
Par  M.   Parhod. 

Désignons  par  rf|,  </,  les  distances  des  foyers  F  el  Fr  à 
l'une  des  normales  el  par  d2.  d.,  les  distances  à  l'autre  nor- 
male. 

i"  La  similitude  des  triangles  donne 

'Il       )1L  rf»  __  MF  t 

rfï  ~~  MF''         «f,  ~~  MF'' 
donc 

2°  Désignons  par  I».  I'   les  distances  des  foyers  à  la  bîss 
trice  des  normales  et  par  A.  A    leurs  distances  à  la  tangente 


;i  l'ellipse  au  point  M .  On  a  fa<  ilemeni 

d\   h(/|  =  iD  coia,        '/.      '/;       y  a  -m  7, 
'/,        <l.  —  ■.».!»   COSa,  </'.        '/.        'A   -in  a. 

Multiplions  membre  .1  membre  les  deui  premières  relations 
puis  les  deux  auti  es  ei  rei  ranebons 


did\  -  l>li  cos«a       aa  -m    / 
01 . 

AA   =  6«  .1  I  >I>   -  <■■  -m--.. 

•„  étant  l'anomalie  excentrique  du  point  M. 

In    M  .  on  .. 

8|  o,  —  '•'  cos*(p  cos'a        6*  -in'2  a  : 

donc 

d{  il x       0,0,  —  c*  eos'a  —  ■>  l>-  sîn'a. 

Remarque.       On  aperçoit  d'autres  relations  tellesque 

1  iL  —  d\  M'/,  —  d\)  =  i  h'-  -in!a. 
d  d\      -/;-/.      8.8',       SjS',  =  ac* cos«« -+-  t\bx sin**. 


2013. 


Un  cercle  a  pour  centre  le  tommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  donné  et  il  est  tangent  à  l'hypo- 
ténus*  ilt  ce  triangle;  les  coniques  qui  ont  pour  foyers  les 
extrémités  1I1  cette  hypoténuse,  et  qui  touchent  le  cercle, 
mit  pour  pn mis  ,li-  contact  les  sommets  d'un  triangle  équi 
latéral.  M  wmium. 

-..i  1  riow 
\i.  it    B 
Soient 

\<  >B  le  ii  iangle  donné)  1  e<  tangle  ••!!  <  »  ; 
'•Il  -.1  bauteur  ; 
(C    le  (  ei  1  le  de  1  ent re  O  et  de  1  aj on  l 'H 


lai 
M   le  point  de  contact   de  (C     el  d'une  conique  ayant    pour 

foyers   \  el  B; 
a  le  point  de  rencontre  de  M<>  et  de  YB; 
I  le  milieu  de  VI'.: 
'I'  le  |>niiii  de  rencontre  de  Y.B  el  de  la  tangent  n  M. 


Mi>  est  une  bissectrice  de  l'angle    V.MB  (intérieure  dans  le 

M 


cas  'I'-  la  figure  i;  les  quatre   points  T.  A.  a.  \i  forment  donc 
une  dii ision  harmonique  et  I  on  ,1 


la.IT  =  FA   =  10 


_I_a  _  JO 
10  ~  ÏT 


lien  résulte  que   les  triangles  la<>.   [OT  sont   semblables. 
On  a  donc 


IOa  =  ITO  = 


HTM        aOH 


et,  pai   Mille, 


/S 

S>       IOH 

10a  =  ~^— 


La  droite  Oise  construira  doue  par  trisection  de  l'angle  IOH. 
M . i  i -  ce  dernier  problème  a  trois  solutions,  les  droites  corres- 
pondantes Oai,  Oaj.  <>7,  faisant  deux  à  deux  des  angles 
t\r  i3o°.  De  là  résulte  la  propriété  énoncée. 

Remarque.  —  Le  lieu  du  [  >  î  *  -  <  I  des  normales  abaissées  du 
point  0  sur  les  conique-,  ayant  pour  foyers    \   el    B  est    une 

strophoïde,   dont   le  point  double  esl   0  et   dont   le  - n«'i 

est  H.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  dont  la 
démonstration  directe  est  d'ailleurs  bien  simple  : 

Le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  double  d'une  stro- 


phoïde  et  qui  pc\$t\  par  le  sommet  a\  cetu  courbé  la 
rencontre  en  trou  autres  point»  </ui  s'uit  les  sommets  d'un 
ii  nui  ffle  équilatiral. 


Pai    m.    <       v.    L. 


Soient 


i  !FF    le  1 1  iarrgli    i  <•■  taogle  : 

<  »  le  milieu  '!<•  I  I 

CP  la  hauteur,  rayon  du  cercle  ; 

i  l'angle* XOC  que  fornu  <"<;v  .1  \ «■  t   Pi 

M  l'un  des  points  de  contact  «lu  cercle  ave<  l'une  des  coniques. 

Il  *  ;i;: it  de  trouver  un  poinl  M  tel  que  CM  =  PC,  et  que  CM 

F' 


■«oit  bisse<  1 1 1  <  «•  <  1  <■  I  M  l      l'i  <  non-  poui  unité  la  longueur 
0C=  OF  =  OP  . 

Celle  de  P(        CM  est  alors  cosa.  Si  6  est  I  angle  ZCM  de  CM 

,i\ t(    PC,  "ii  .1  les  équipollem  •  - 

I    M  =  £ï  —  i>  cos  1  —  '. 
I  M    =  e*  —  /. 

M    =  s«cos«. 


(  5a 
La  condition  à  laquelle  il  faul  satisfaire  esl  que  F' M. FM  soil 
parallèle  à  <  !M',  ou 

(  Ea-f-  -J*  cosa)*-l-l  ||  e&, 

c'est-à-dire 

E«a_j.  ,  4.  n'J-Jc.^a  ||  ï2°. 

Mais 

e2»-H  1  —  £*(  £a-(-  £  *)  =  2e«cosa. 

Il  vient  donc 

6   6 

n_e6||e«9-a  ou  2C0S  -  e2~"||  £î0   ». 

On  satisfait  à  cette  condition,  soit  par 

'1 


cos  -  =  O, 


0  =  -. 


ce  qui  donne  pour  le  point  de  contact  P.   correspondant  à  la 
conique  dégénérée  FF',  soit  par  l'égalité 


d'où 


2 


a      2  »,      a         ait  ,„      2          47: 

B=3a'    '-r+T'    e  =  3a+T' 


On  voit  donc  que  les  trois  points  M   forment   un   triangle 
équilatéral. 

On  constate  en  même  temps  qu'en  formant  l'angle 


ACM  =  -,  A.CZ, 


on  obtierit  l'une  des  solutions. 

2016. 

IMS,   p.      ,■  . 

Si  l'on  considère  /nu/es  les  loxodromies  passant  en  un 
point  M  d'une  sphère  et  si.  pour  chacune  d'elles,  on  prend 
le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  M,  le  lieu  de 


•  ■. 

courbun    est  un  cercle  situe  dam  le  méri- 
dien perpendiculaire  à  celui  du  /»>tni  M. 

M.      Il   I  »i    M.  M 


-Il    I  HlN 

r  N     ANONYME. 


-     i   M  un  poinl  de  la  sphère,   M'  un  poînl   voisin  sut    une 

loxod ie.  t)n  peu!  faire  coïncidei  les  deux  méridiens  et  sur 

ces  méridiens  les  points  M  el    M    pai   deux  rotations,  autoui 
,1,   OC,  el  '      perpendiculaire  au  méridien).  Il  es!  claii 


que  les  tangentes  en  M  el  M  viendront  ainsi  en  colm  idem  e, 
el  pai  suite  les  plans  normaux 

Je  veux  démontrer  que  la  caractéristique  du  plan  normal 
esi  dans  le  plan  Cl  >B. 

Les  deux  rotations  se  réduisent  ;i  une  seule  autoui  dun 
axe  '  »  Li  situé  dans  le  plan  BOC.  Cei  axe  étant  perpendiculaire 
.1  MM  et  passant  pai  0  est  contenu  dans  le  plan  normal.  Il 
en  est  donc  la  cai  actérist  ique. 

Le  centre  de  courbure  se  trouve  sur  le  oer<  le  dé<  rit  sui  OP 
comme  diamètre,  P  étant  la  projection  de  M.  Où  étant  la 
trace  du  plan  normal  est  perpendiculaire  à  la  projection  •!<•  I.i 
tangi  nte  en  M.  Cette  projection  est  don<  QP.  Le  cer<  le  >>-<  u- 
lateut  est  le  cer<  le  de  sei  lion  de  la  sphère  pat  le   plan  PUM. 

La  réciproque  de  la  proposition  est  vraie.  Toute  famille  de 
courbes  jouissant  de  la  propriété  est  do  genre  loxodromie 
dans  le  \  o binage  du  poinl  M . 


<  'n  peu!  rattacher  le  problème  ■■  une  question  de  Géométrie 
plane.  Prenons  la  figure  inverse  pai  rapport  au  poinl  C.  Les 
loxodromies  demeurenl  des  spirales  logarithmiques.  Le  cercle 

osculateur   .1    ces    spirales   esl    la   transf lée   du   cerclé   de 

centre  '-i  donl  l<-  plan  esl  perpendiculaire  au  plan  COB.  Il  a 
•  I -"ii  centre  dans  ce  plan,  el  l'on  n  «  •  i t  que  toutes  les  spi- 
rales passant  |>;n  mi  point  <l <i  plan  onl  leur  centre  de  cour- 
bure en  1 1  u n <•  droite,  ■>  \)*>    du  rayon  vecteur. 

Il  étaii  d'ailleurs  facile  de  le  % ■  •  i  1  directement  el  de  remonte] 
à  la  propriété  des  loxodromies. 

En  général,  à  une  famille  de  courbes  passant  |>.n  M  corres- 
pond une  courbe  tracée  sur  la  sphère  de  diamètre  '  'M  >\ -1 

le  lieu  du  cercle  osculateur.  Il  n\  a  que  pour  les  loxodromies 

que  r<-tt<-  courbe  -"it  plane.  Il  suffit  | r  le  voir  de  changer 

les  pôles  de  la  sphère;  l<-  poinl  P  restant  toujours  la  projec- 
tion de  M  sur  le  plan,  <•!  la  li^m-  des  pôles  passant  par  P. 

V 11 1  re  solution  de  M  .    PaRROD. 

2017. 

Si  n/if  cubique  gauche  et  une  quadrique  admettent  un 
tétraèdre  inscrit  à  l<i  cubique  et  conjugué  à  la  quadrique, 
on  suit  qu'elles  en  admettent  une  infinité.  Démontrer  que 
/>■  lieu  des  centres  de  gravité  <(<•  ces  tétraèdres  est  une 
cubique  gauche.  (G.  Fontené. 

-m|  1   1  [OS 
Par  un    Vnonymb. 

Supposons  la  cubique  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  le-  formules 

A.)., 
x  =   r>    „     1 

h 

B 

•V-ÏÏ7T,' 

_  C(X) 
"  ~   D(X)' 

le*  polynômes  en  /.  étanl  'lu  troisième  degré.  Soil  1'  un  point 


delà  cubique;  son  plan  polaire  pai    rapport  .1   la  quadrique 

pe  la  cubique  <-u  trois  pointa  V.  B,  C  qui  1 snl  ave<    D 

un  tétraèdre  d<-  l'espèce  indiquée.  Les  valeurs  de  /.  aux 
points  A.  H.  C,  I»  étani  x,  ;..  7.  5,  on  a  entre  1  et  8  une 
relation  '!<■  la  forme 

x*  <p(8)  4-. .  .  =  o, 

les  polynômes  /.  -.  ...  étant  du  troisième  degré,  et,  si  0  esl 
donné,  on  ■>  une  équation  en  1  donl  les  racines  sonl  x,   3 
Les    coordonnées    des   |t<>ini»    \.    B,    C  étant      1      >  .  - 
...  on  a 

•"  _  A(a)  _  Ai  ft)  __  A 
~  Dix»       D(B)       D(y) 

_  Aixi  D(  ^)<:<  v)-r-... 
D    x)D(p)  D(y) 

I 

'I1   0  1 

I  el  'l*  étani  du  neuvième  degré.  On  en  conclut  pour  les 
1  données  du  cent  re  de  gravité  G 

R(8) 
'        \  '=Â 

les  polynômes  en  S  étant   du  douzième  degré.   Les  points  G 
*iiii.--  dan*  un  plan  donné  correspondent  donc  .1  des  points  l> 
en  nombre  égal  à  1  >.  à  des  tétraèdres  en  nombre  égal  i 
sorte  qu'il  j  .1  trois  points  <  1  dans  un  plan  quelconque;  le  lieu 
du  point  G  est  dès  lors  une  cubique  gau<  ne. 

[Si  /  est  un  paramétre  qui  correspond  uniformément  au 
point  <i  sur  la  cubique  qu'il  décrit,  les  valeurs  de  /.  aux 
points  \.  B    C,  I»  sont  données  pat  une  équation  de  la  forme 

Mi/.,-/   V  /  ,  =  o, 

\l  et  N  étant  du  quatrième  degré.  Comme  00  .1  pout  les 
coordonnées  du  point  G 

/    /,  r  (  k  ) 

— t~ >       y  --  — t  %        ■  ■  ■• 

v(k)  J        >    /• 


- 

les  polynômes  en  /.  étani  du  troisième  degré,  on  ^ < ■  1 1  que  l'on 
obtiendrait  les  formules  i  i  i,  ave(  /  au  lieu  de  8,  en  substituant 

a  /,  -mu  expression  en  /..] 

2018 

i  1903,  p.   7. 

Soi/  V  '"'  une  parabole  générale  d'ordre  m 

y  =  a0  -+-  ai  x  -t-  a%  x-  +.„-h«, 

Si,  sur  lu  parabole  I*  i"\  >>/i  prend  les  points  \„,  A, 

A2/(  dont  les  abscisses  croisse  ni  en  progression  arithmétique 
et  si  l'on  fait  passer  par  ces  points  une  I*  '-"  '  '  quelconque, 
l'aire  comprise  entre  ces  deux  courbes  depuis  le  point  V. 
jusqu'au  point  \5„  est  algébriquement  nulle. 

I  M.   DM  >.  IGNE.) 

SOU   I  ION 

Par  M.  Letierce. 

Si  l'on  désigne  par  h  l'abscissedu  point  \„.  l'équation  géné- 
rale  des    paraboles    I*  -'- :  .   satisfaisant    aiiv    conditions    de 

l'énoncé,  est 

Y  =  y  -t-  a(x  —  h)  (  x  —  a  h  ) . . .  [x  —  (  a  n  -+- 1)  h], 

a  étant  un  paramètre  et  y  =  o  l'équation  <l<-  la  parabole  I'  '-"' 
considérée. 

Il  faut  donc  démontrer  que  l'intégrale  définie 

.  (2n  -t-  1   /; 

l 


=   /  \  —  \     dx 

.   in 

=  a  I  i  .(•-// 1 1  x  —  2 /<)... [t  —  (%n-hi)h]  dx 


est    nulle.- 

Posons 

X  =   Il  [  I  //    -r-  I  )  —  -  ] . 

z  étant  une  nouvelle  variable,  I  s'écrit 

C  '  " 
I  =  ah*  »+•»'  /        si  z-—  i  m  :•—  i  ».  .  .i  s*—  n*  i  dx 


Pour  des  valeurs  il>-  r  égales  ei  de  signe  Ira  ire,  !<•  (•<  >l  s  - 

aome  ~.'U-  le  signe   /   prenant  des  valeurs  i  gales  et  de  signes 

contraires,  on  en  conclut   que  l'intégrale  I  est   nulle.  Ce  qui 
démon)  i  e  la  pi  oposil  ion. 

\nti«-  solution  l 'ii    M.  P  ibrod. 


QUESTIONS. 


-Jih.'i.  i  >n  donne  quatre  points  quelc [ues  sur  un  plan.  <  >n 

prend  deux  triangles  ayant  poui  côté  commun  le  -<:;iii>iii 
compris  entre  deux  de  ces  points  e(  respectivement  pour 
sommet  < •  | > j <> ■  ^<-  .1  ce  côté  l'un  <li~  autres  points  donnés. 
Chacun  'l<-  ces  triangles  donne  lieu  .1  une  droite  qui  joint  les 
pieds  '!<■-  hauteurs  issues  des  extrémités  du  côli  commun. 
Pai  le  poiul  <!<•  rencontre  des  deux  droites  ainsi  obtenues 
et  par  le  milieu  du  côté  commun,  on  mène  une  droite  :  les 
-i\  droites,  qu'on  construit  ainsi  en  changeant  le  côté  com 
mini,  passent  par  un  même  point.  (  m-iit. 


-Jn-Jii.  Considérons  une  courbe  plane  «lu  quatrième  "nli<- 
avec  un  seul  point  double  I'  :  on  sait  que  les  six  points  de 
contact  des  tangentes  menées  ■>  la  courbe  pai  le  point  double 
tombent  sur  une  conique,  et  les  points  de  contact  \.  B  de 
cette  conique  avec  s<  -  tangentes  issues  de  I»  appartiennent  à 
la  quai  tique. 

Cela  posé,  démontrer  que,  si  l'on  mène  par  les  deux 
points  \.  I;  une  conique  arbitraire  qui  coupera  la  quar- 
tique  en  six  autres  points,  les  droites  qui  unissent  ces  points 
.i  h  coupent  ultérieurement  la  quartique  en  six  points  d'une 
conique.  \     Rbtali. 


[K2c] 

M\    li:s    POINTS    DR    CONTACT    DU    CERCLE    l>KS 
NEUF  POINTS  D'UN  TRIANGLE   1VEG  LES  CERCLES 

TANGENTS   Vl!\  TROIS  CÔTES; 

Par  M.  G.   FONTENÉ. 


1.    Considérons  {fis-   i)    un    triangle  A.BC   el    son 

Fig.  i. 


cercle  des  neuf  points  (centre  il)  passant  par  les  mi- 
lieux M.  IV ,  P  des  .oies.  Soient  K.  K  ,  k  .  K"'  les 
points  île  contact  de  ce  cercle  avec  les  cercles  tangents 
aux  trois  côtés  du  triangle  (centres  1.  I',  I",  Y").  Le 
point  K.  par  exemple,  esl  le  point  commun  aux  cercles 
des  neuf  points  des  triangles  1BC,  ICA,  IAB;  ce  fait, 
qui  résulte  de  la  démonstration  «lu  théorème  «If  Feuer- 
bach  donnée  à  la  page  160  de  i  e  \  olunie,  a  été  signalé 
Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  \ .  |  Décembre  19  04 


d'abord  par  M.  Ch.  Michel  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques,  w'  année,  |>.  so8),  <-n 
partant  d'uni  construction  du  poinl  K  donnée  par 
\| .  M.iiiiiliiim.  Considérons  !<■  poinl  K  comme  le  second 
poinl  <1  intersection  du  cen  le  '.i  avec  le  cercle  < l«*s  neul 
points  du  triangle  IBC,  et  cherchons  le  diamètre  MU 
de  ce  derniei  cercle.  La  tangente  en  M  est  parallèle  à 
la  tangente  en  I  ilu  cercle  IBC,   laquelle  fait  avec  B( 

i         C— B     ,  .      . 

un  angle  ayant  pour  valeur      — -  <!<■  sorte  <|u<'  !<■  <n.i- 

tnètre  Ml  fait  avec  la  liauteui  «lu  triangle  VBC  un  angle 
ayant  cette  même  valeur;  ce  diamètre  est  parallèle 
a  l'I  <-t  est,  par  suite  dirigé  suivant  la  bissectrice  de 
l'angle  N  M  P.  Il  est  d'ailleurs  égal  à  la  moitié  de  11. 

I  ).  -  faits   analogues  ayant  lieu  pour  les  cercles  ex- 
inscrits, ou  a  ce  théorème  : 

.Si.  sur  les  bissectrices  MX  et  Mx  des  angles  inté- 
rieur et  extérieur  en  M  du  triangle  MNP,  on  prend 

Ml  Ml  -,  Ml  Ml  '    '    ■ 

on  <i  /'-s  diamètres  de  quatre  circonférences  qui  ren- 
contrent encore  In  circonférence  û  aux  points  K .  K  . 

K  .  k 

Le  milieu  de  [l'étant    sur   la   perpendiculaire  à  BC 
menée  en   M.  les  directions  H  .   Il-'  >ont  perpendi- 
culaires à  BC;  le  cercle  de  diamètre  MU,  par  exemple, 
•    bien  au  pied  de  la   hauteur  issue  de   I   dans  le 
triangle  IBC.  I  oe  remarque  analogue  a'appliqui   ■  I  I 

2.    On    a,    en   outre,    dans   le   quadraagle  ortho- 
gonal Il  I   I 

m        iT  n. 
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l;,  ci. mi  I.    rayon  «lu  cercle  III  \  par  exemple;  on  a 
donc  en  di\  isant  par  \ . 

Ml         mi    :    -  ,  i;-. 

lî  étant    le   rayon  (lu  cercle    VBC,   OU  iMlfin 

(i)  M         .  K  -  •,/. 

d  étant  le  diamètre  du  cercle  il. 

<  >r.  sur  le  cercle  des  neuf  points  d'un  Iri angle  A.BC, 
les  points  de  contact  K.  k'.  k".  k  de  ce  cercle  avec 
les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  ne  sont  pas  quel- 
conques :  ils  sont  liés  par  une  relation  ,  puisque  I  i 
figure  formée  par  quatre  points  sur  un  cercle  dépend  de 
sept  paramètres  qui  doivent  ici  se  réduire  aux  >i\  para- 
mètres du   triangle.   Comme    la  figure  formée   par  un 

i  t 
losange  Xj\}"\j'V)'"  et  un  cercle  û  de  diamètre •  pas- 
sant au  point  de  reneontre  .M  des  diagonales,  dépend 
de  six  paramètres,  on  a  ce  théorème  : 

Etant  donné  un  losange  dont  les  diagonales  \  I 
et  \]"\J"'  se  coupent  en  M,  on  mené  par  M  un  cercle  û 
dont  le  diamètre  est  égal  à  la  moitié  du  côté  du 
losange;  les  cercles  décrits,  sur  Ml  .  Ml  .  ...  comme 
diamètres  rencontrent  le  premier  cercle  en  tics  points 
k.  K  ,  k" ',  Kw  qui  sont  les  points  de  contact  </e  ce 
cercle,  considéré  comme  cercle  des  neuf  points  d  un 
certain  triangle  A.BC,  avec  les  cercles  tangents  aux 
trois  côtés  île  ce-triangle. 

On  peut  construire  le  triangle  \  l>< ..  En  premier  lieu, 
les  droites  MX,  M.r  qui  portent  les  diagonales  du 
losange  sont  les  bissectrices  eu  M  poui  le  triangle  MNP; 
-d  donc  X„  et  ./„  sont  les  seconds  points  où  ces  droites 
rencontrent  la  circonférence  fi,  le  diamètre  \„ .»•„  du 
cercle  û  est  perpendiculaire  à  NP,  par  suite  à  !><'.;  «m 


peul  alors  tracer  la  droite  BC  par  le  point  M  :  le  second 
I  m  u  ni  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  eiri  onférence  û 
•si  le  pied  I)  de  la  hauteur  Al)  du  triangle  \IU1,  <i  l'on 
peul  tracei  par  1)  la  droite  <|ni  porte  cette  hauteur  : 
c'esi  un  premier  lieu  du  poinl  A.  D'autre  part,  les 
i  ôtés  de  I  angle  A  du  triangle  sonl  perpendiculaires  aux 
côtés  du  losange,  en  vertu  de  la  relation 

i  .1  u _:  M  I  "  I  =  t^jjjj  =  tang—  =  tang  I  \M. 

Les  directions  des  côtés  «lu  triangle  ABCétanl  connues, 

celle  de  la  médi; M  V   l'est  (''gaiement,  et  l'on  peul 

tracer  par  M  la  droite  qui  porte  celte  médiaue  :  c'est 
un  second  lieu  du  poinl  A.  On  obtienl  donc  le  poinl  \ 
et,  par  suite,  le  triangle. 

■\.  Considérons  une  circonférence  !.2,  un  poinl  M  de 
<ciic  circonférence  et  une  droite  M>  passant  en  M: 
prenons  sui  cette  droite  les  segments  égaux  Ml  '.  Ml"'. 
<•!  sur  i<s  segments,  comme  diamètres,  décrivons  deux 
circonférences  qui  déterminent  sur  la  première  les 
points  K/7  el  K".  .Si  l'on  fait  varier  la  longueur  Ml7. 
\\  \  i  involution  entre  les  droites  MK'.  MK".  et  les 
rayons  doubles  sont  la  tangente  en  M  au  cercle  i.i 
ri  la  perpendiculaire  M\  à  M.'.  On  a  donc  ce  théo- 
rème : 

Les  points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points  d' un 
triangle  avec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  étant 
K.  K  .  K  .  K  .  n  M.  V  P  sont  les  milieux  des  côtés, 
lu  tangente  en  M  à  ce  cercle  u  pour  conjuguée  par 
rapport  aua  droites  MK".  MK'"///  bissectrice  MX  de 
l'angle  M  du  triangle  MNP,  et  pour  conjuguées  pur 
rapport  aua  droites  MK.  MK  A/  bissectrice  M.*  de 
l'angle  extérieur'  en  .M  de  ce  même  triangle. 
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Si  \„  el  ./  ■„  son!  les  points  où  (es  bisse<  tri  ces  en 
question  rencontrent  encore  le  cercle  Û,  les  points  K 
et  K.  forment  avec  les  points  M  el  V,  une  division  har- 
monique sur  le  cercle  des  neuf  points;  de  même,  les 
points  K  et  K'  tonnent  avec  les  points  M  et  r„  une 
division  harmonique.  Les  coulis  K  K "'  <-i  M\„  son» 
donc  conjuguées  par  rapport  à  ce  cercle,  ainsi  que  les 
cordes  kK'  et  M.r0.  On  a  ce  théorème  : 

Si  ï",  T",  T"\  t',  t",  t!"  sont  les  sommets  du  quadri- 
latère complet  formé  par  les  tangentes  au  cercle  il. 
aux  points  K.  K',  K".  K'".  le  point  T',  péde  de  la 
corde  k  kw.  et  le  point  /'.  pt'de  de  la  corde  KK  .  sont 
sur  les  bissectrices  MX  et  M.x  des  angles  intérieur  et 
extérieur  en  M  du  triangle  MNP. 

On  remarquera  l'angle  droit  T'Mï'. 

i.  Soit  ABCH  un  quadrangle  orthogonal,  c'est-à-dire 
un  quadrangle  dans  le(juel  les  côtés  opposés  HA  et 
BC,  .  .  .  sont  rectangulaires.  Si  D,  E,  F  sont  les  points 
d'intersection  des  côtés  opposés,  le  cercle  DEF  passe 
par  les  milieux  des  six  côtés  du  quadrangle.  Ce  cercle  il 
est  le  cercle  des  neuf  points  de  chacun  des  quatre 
triangles  ABC,  HBC,  HCA,  HAB:  il  est  donc  tangent 
aux  seize  cercles  qui  touchent  les  trois  côtés  de  l'un  ou 
l'autre  de  ces  triangles. 

Le  quadrilatère  AEHF  étant  inscriptible,  les  bissec- 
trices eu  A  pour  le  triangle  ABC,  et  les  bissectrices  en  H 
pour  le  triangle  HBC,  sont  parallèles:  si  M.  \.  1'.  M  , 
>'  P'  sont  les  milieux  des  segments  BC,  CA,  AB,  Il  \ 
HB,  HC.  les  bissectrices  en  .M  sont  donc  les  mêmes 
pour  les  deux  triangles  MM'  el  MJN'P',  comme  00  le 
verrait  d  ailleurs  en  considérant  les  seconds  points  de 
rencontre  \„  et  x0  de  ces  bissectrices  avec  le  cercle  il. 


I 

Si  donc  "ii  dé«igne  par  k  .  I\ , .  K(.  K(  les  points 
■  le  cou  tact  du  centre  il  avec  les  cercles  tangents  aux 
ii  «»i->  côtés  du  triangle  EiBC,  les  droites  M  \  el  M  .r.  qui 
eoiilieiiueui  déjà  les  points  I  i  i  / .  contiennent  égale- 
ment les  |>>'itii^  analogues  J  ,  el  /',.  Les  six  points 
milieu. t  M.  V  P,  M  .  \  ,  I'  donnent  li<'u  </  douze  bis- 
sectrices dont  chacune  contient  deux  d, ■•.  vingt-quatre, 
sommets    des   quatre   quadrilatères   complets      I  .  /   . 

.">.    Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  droites 

M.»   el   M\.  Le  demi-angle  en  I     <lu  losange  étant 

ou  a.  on  a,  pour  l«'s  équations  <l<^  cercles  <1<<  iiis  sur  M  l 
et  Ml     comme  diamètres, 

/    '  I    J    —      'l/-l'l7.|--o. 

/  -        \ ■'-         >  il  -Mi  ■)  .  y        o  : 

C       B 
-i  I  on  désigne  pai  h  I  angle  —  -    h'  cercle  des  neuf 

jioinK  .1  p< m  équ  ii i'iii 

i  '      d  -m  B.aj      d  cos6 .  v  —  o. 
Les  équations  des  cordes  communes  MK.  \IK    s  ml 

doilC 

/  -inO  -+-  y  cosO  =       lésina, 
I  -m  'i    •    y  cos8       -  -  >  »  -in  a  : 

les  coefficients  angulaires  de  i  <•-  droites  sont 

-m  ')  —  sin  II 


>  -m  7      coa  '1  >  -in  7.      cos  'i 

el  l'oii  a 

Ml  M.  '"' "' 

1.1  n.'    MK.  MK   |=   

1         mm 

i  -111  7  -111  'I  1  -in  7  -111  6 

4  siif-  7  —  1  cos 2 a  —  4 


On  a  un  calcul  analogue  pour  k"  el  k'":  il  faut 
échanger  x  et  i  ,  remplacer  a  <'t.  h  par  leurs  complé- 
ments, <'t  regarder  m  et  m  comme  des  coefficients  ai 

lai îes  relatifs  au  système  d'axes  I  I  i  .  Ox,  de  > « > 1 1 •  ■  que 
le  signe  de  l'angle  (MK  .  M  K"';  est  changé  :  en  pi  enanl 
CC  >igne  clans  le  svslème  d'axes  Or,  O)  .  <>n  a  don» 

tan^i  MK  .  MK      =  —  • 

cos  >r  —  • 

Ainsi,  le  plan  étant  orienté  dans  le  sens  Al!<>.  si  S 
est  un  point  quelconque  de  la  circonférence  des  neuf 
points,  on  a 

,       ,-.,.  Mil  I!   S  î  1 1  1 1 

tansikSk    =  — — ,  tangk"  5>  K" — 

t—  cos  \  ° 

,      ,           sinC  —  sin  A  _._     , 

,  tantrk>K '  =  — - — ,  tangK"SK   = 

i  i  i  ,  i  —  cos  B 

,..„        sin  A  —  sin  1!  .... 

tanuksk    =  — : ——,  tangK   Sk '  = 

6  L  — cos  °  I-hcosC 

A  —  B  -ï-  C  =  -  ; 

les  six  premières  relations  forment  seulement  trois 
relations  distinctes. 

Si,   au  lieu  de  se  régler  sur  le  point  k,  on  se  règle 
sur  le  point  K'  en  désignant  les  points  K  .   k .  k    .    k 
par  les  lettres  k.  k\  h",  k'" '.  et  en  posant 

V=A.         B'=B  —  ic,         C=C--. 


...         sin  B  —  sinC  ..  ^  .«.       sin  B  —  mu  C 

tangAsA"   = 


Mil 

b 

— 

m'ii  <; 

1 

-  \ 

Mil 

1 

- 

Mil  A 

1 

Cl 

isB 

sin 

A 

— 

sinB 

tai)LrASA"  = 
tanc:ASA'"  = 


i  —  COS  V 

~""°"                  .'.  —  cosA 

sin  1 .  —  sin  \ 
1  — cosB 

,.„,*,,       -in,;    -  sinA 

tangA    SA    =  — ; — 

sin  A'— sin  B' 

,,  _  , .        sin  A'  —  M'n  B' 
tansrA    SA    =  — ^ — 

6 

i-cosC 

\        B 

_ 

lie. 

Réciproquement,  quatre  points  k.  k  .  K  .  K  situés 
sur  un  cercle  sont  l<  \  points  fie  contact  de  ce  cercle % 
considéré  comme  cercle  des  neuf  points  d  un  triangle, 
avec  les  cercles  tangents  mu  trois  côtés  du  triangle, 
w  /  on  peut  trouver  //  <<m  angles  \ .  15.  <  !  véi  ifiant,  par 
i  1 1  mple,  les  trois  pi  entières  des  relations  <  \  >,  où  entre 
le  point  k.  et  satisfaisant  à  lu  condition 

\       B-*-C  =  (a*-t-i)it. 

6.    Soient  deux  droit*  i  infinies  (3  et  y  i   fig.   \)  qui 
Fie.  2. 


se  coupent  en  \  k>uj  e/«  angles  de  6o°  ei  rfe  i  to°.  >'/ 
////c  troisième  droite  détet  mine  avec  les  deua  premièi  <  i 
un  triangle  \.HC,  dont  l'angle  \peut  avoir  6o°  ou  i 
A-  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  a  son  rentre  i> 
w//  /</  bissectrice  de  I  angle  de  6o°  {angle  intérieur 
ou  angle  extérieur  )  (4). 


Si  lea  hauteurs  l:l.  l  l    -•     oupenl  en  il.  on  a  Basai  en  II  un 
don)  la  bisseï  trice  contient  le  point  a 
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Les  deux  cercles  tangents  aus  trois  côtés  du  triangle, 
qui  ont  leurs  centres  sur  celte  bissectrice,  touchenl  !<• 
cercle  des  neul  points  aux  extrémités  K,  k  ou  K ".  Kw 
du  diamètre  de  ce  cercle  porté  par  cette  bissectrice,  et 
ce  fait  est  d'accord  avec  les  formules  (i)  qui  donnent 
alors  pour  tangKSrv'  ou  tangk'  S  Kw  une  valeur  infinie. 

Si  l'on  se  donne  le  cercle  Q,  avec  le  diamètre  KKf 
(ou  K/'K/*),  en  prenant  un  point  quelconque  A  sur  la 
droite  qui  porte  ce  diamètre  et  en  menant  par-  ce  point 
deux  droites  JïJ  et  y  Taisant  avec  la  droite  KK  des  angles 
de  3o°,  il  suffit  de  prendre  sur  (5  et  y  deux  segments  AB 
et  AC  qui  aient  leurs  milieux  sur  le  cercle  Ci  sans  être 
égaux,  pour  former  un  triangle  ABC  admettant  le 
cercle  Q  comme  cercle  des  neuf  points.  Selon  que  le 
point  A  est  pris  en  dehors  du  segment  KK'  ou  a  l'inté- 
rieur de  ce  segment,  l'angle  en  A  qui  a  pour  bissectrice 
la  droite  KK'  est  l'angle  intérieur  ou  l'angle  extérieur 
en  A  du  triangle  ABC.  Les  points  K,  k'  (ou  K.",  kw  ; 
sont  les  points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points 
avec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle 
et  qui  ont  leurs  centres  sur  la  bissectrice  AKK  : 
restent  deux  autres  points  de  contact  que  nous  appel- 
lerons K',  Kw,  même  dans  le  cas  où  il  conviendrait  de 
les  nommer  K,  K'.  Si  l'on  pose 

tangKMK»=  x,         tan  g  KM  K'"  =  y, 
les  formules  (i)  donnent 

xy  y/3  —  2  (  x  —  y  )  —  y3  =  <  >  : 

si  Ton  fait  x  =y,  on  a 

x  =  y  =±i; 

on  a  encore  la  solution 

x  =  —  v/3,      y  —  */l- 
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U enveloppe  de  la  corde  K/'k est  mit-  ellipse  dou- 
blement tangente  au  cercle  û;  la  corde  de»  contacts 
esA  le  diamètre  de  ce  cercle  perpendiculaire  à  KK 
c\  si  un  axe  de  la  conique;  l'autre  axe  est  la  moitié 
du  premier. 

7.  (  >  qui  précède  conduit  à  chercher  l'angle  (AI,  ÉLU  \\ 
on  lron\ c 

tang(AI,  AQ)  A  —  60  \       60 


b  -  c 

ta  ne 


—  as  latif,' tang 


[Dlb] 

SUR  \m\  SUIES  IOAH0I .ABI.ES  de  polynômes 
ET  IH    COIIIBKS; 


I'mi   M.    Mauu.i;   rKKCHKT. 


Weierstrass  a  démontre  que  toute  fonction  f(x) 
continue  entre  <>  et  1  peul  être  considérée  comme  la 
limite  uniforme  d'une  suite  infinie  de  polynômes  de 
degrés  croissants  : 

/    /  1  —  liin  ia;T-...-f  a%xn  1. 

(  )n  peut,  si  1  on  veut,  s'arranger  pour  que  les  coeffi- 
cients de  ces  polynômes  soient  «1rs  nombres  rationnels. 

1" 
En  effet,  remplaçons  en  général  a"„  par     -  1  y."  étanl 

la  partir  entière  <lu  nombre  n.yP.a".   L'erreur  com- 
mise  mu    le    polynôme   <!<•   rang   n  sera    moindre  en 


\ aleur  absolue  (jue 

i          i    .r  i       i  i       F    " 

-H ►.+_(_)     -4-.  .  ,-|_  -      _ 

i  r       '  ( x  \"  '        ' 

Et,  comme  x  est  compris  entre  o  et  i ,  Terreur  est  plus 
petite  que  — •  Par  suite,  cette  erreur  tend  vers  zéro 
quand  n  croit  indéfiniment,  et  l'on  peut  écrire  : 

/(*?)=  lim   (f!s.  +...H-  HL  x") 

=  |im  E° — — — bifL 

„^*  «a" 

=  lira  R,,    r  . 

la  convergence  étant  uniforme. 

On  voit  qu'à  chaque  fonction  continue  /i.n,  on 
peut  faire  correspondre  une  certaine  suite  de  poly- 
nômes R,,  Ro.  ....  Je  dis  qu'on  peut  tirer  tous  ces  poly- 
nômes R„  d'une  même  suite  de  polynômes  S{,  S2.  ... 
indépendante  de  ht  fonction  f\x).  Cela  est  évident 
d'après  la  théorie  des  ensembles  dénombrables,  mais  il 
est  bien  facile  de  le  démontrer  directement.  En  effet, 
prenons  d  abord  tous  les  polynômes  R„  qui  corres- 
pondent à  la  même  valeur  de  n.  Chacun  d'eux  est  dé- 
terminé parles  n  nombres  entiers  (j^,  .  .  .,  3^',  et  il  y 
en  a  seulement  un    nombre  fini  qui  soient  tels  que  la 

somme 

c  _  I  An  i  —        -4-13"! 
f  —  l  Po  I  +•  •  «^  I  Pi»  I 

soit  inférieure  à  un  nombre  donné  quelconque.  Nous 
pourrons  alors  numéroter  (dans  un  ordre  quelconque) 

tous  les  polynômes  R„  tels  que  l'on  ail  5=1,  puis  nu- 


5  (o 

tnéroter  .1  la  suite  ceux  pour  lesquels  s       a On 

arrivera  •  î  1 1  - 1  à  ranger  inu>  les  polynômes  l!7/  eorrea- 
pondanl  .1  la  même  valeur  <!<■  n  en  une  suite  : 

Mais,  maintenant,  numérotons  avec  un  seul  iudice 
tous  les  polynômes  Q£  i<-U  que  //  - />  soit  inférieur 
à  -.  >.  ....  (  )n  arrivera  Qnalemenl  à  une  suite  de 
polynômes  à  coefficients   rationnels 

S      1 Sf(ar),     ... 

qui  comprend  tous  les  polynômes  R„  possibles. 

Ainsi.  il  existe  une  fuite  énumérable  (2)  de  />oly- 
nomes  S,.  Sa,  .  .  .  '/"'  fouit  ne  A/  propriété  suivante  : 

Toute  fonction    /<   '       continue  entre  0   el    I    634    /</ 

limite  uniforme  d'une  suite  de  polynômes  convena- 
blement extraite  de  lu  suite    1 

Vulremenl  dit,  on  peut  écrire  : 

/   '  i  -   l ""  >,,..'■'   • 

n        oc 

en  désignanl  par  </ , .  ora y„,  ...  une  suite  [variant 

avec  /(x)]  de  nombres  entiers  croissants  (  '  ). 

On  jK'iii  énoncer  la  même  proposition  bous  une  autre 

Forme.   Posons 

P,  (a?)=  Si (x),        P7(a?)  =  Sç(x)  —  S9  ; 
i-i  considérons  la  séi  ie 

(T)  IV'         P  I      o-... 


(';  *  »  r  i  .1  .<  i  ii  —  ■  un.    preuve  effective  de  ce  tait  connu  que  Louie 
on  <  .ut  i  ii  n.  peut  i  ii  >  défloie  par  une  suite  infinie  de  nombres 
entiei 


•4« 

Si  l'on  groupe  ainsi 

il",    K..+  P  P  P 

-H(P^_,+l-1-...H     P 

les  ternies  de  la  série    I.  on  obtient   précisément  une 
série  dont  la  somme  des  //  premiers  termes  est  S     quel 

que  soit  n. 

Donc,  //  existe  une  série  T  dont  tous  les  termes  s<jitl 
des  polynômes  choisis  une  fois  pour  toutes  et  //non 
peut  faire  converser  uniformément  vers  n'importe 
quelle  fonction  continue  entre  o  et  i ,  en  groupant  à 
chaque  fois  rie  façon  convenable  les  termes  de  cette 
série. 

Application  aux  courbes  continues.  —  Lue  courbe 
continue  est  une  courbe  <-  <|ni   peut   être  représentée 

par  des  formules  telles  que 

•r  —  /(')»      y  =  <?(0i      z  =  h  t  . 

/,  g.  b  élant  trois  fonctions  continues  de  <>  à  i  . 
On  dit  qu'une  courbe  continue  ' 

x  =fn[  t),  y  =  gn\  O,         z=  A,    t 

tend  vers  la  courbe  C  quand  n  croit  indéfiniment  si 

I/-AI,   \e-sn  ,   Ia-a.1 

tendent  uniformément  vers  zéro  avec  -• 

n 
Ceci  étant,  considérons  les  courbes unicursales  Optq  r> 

x  =  Spi  t),        v-   >./■  t),        s  =  Sr(*); 

les  fonctions  S/M  Sv,   S,   étant  trois  quelconques  des 
polynômes  définis  plus  liant. 


Quelle  que   sotl    la   courbe   C,   on   peut  écrire  des 
égalités  de  la   forme 

/  i  -;  lira  \      t   . 
lira  S      r), 

In  I  >  r-    lim    S,   p  ■   /   '. 

autrement  .dit.  la  courbe  (.  est   la  limite  d  une  iuiti 

inlinii'  di-  courbes 

Mais,  en  employant  la  même  méthode  que  pour  les 
polynômes  Q£,  on  }><ni  ranger  toutes  les  courbes  CL7,# 

cil   une  seule   suite 

r„    r, r„ 

Donc  : 

On  i><'ut  former  une  suite  infinie  de  courbes  uni- 

CW'SalttS  I',.   r2 I'„.    .  .  .   jouissant  de  la  propriété 

suivante  : 

/mite   cour l>e  continue  est    la   limite   d  une  suite 

infinie  de  COUI'beS 

convenablement  extraite  de  lu  suite  primitive 

r,.    r, 
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[L'ie] 

Sllt  LA  PROJECTION  ORTHOGONALE  D'UN  CERCLE 

Pau  M.   I.  JUHEL-RÉNCH 


Nous  nous  proposons  d'établir  que  la  <)*-n slration, 

si  simple  et  si  élégante  de  M.  Courcelles,  relative  a  la 
projection  orthogonale  d'un  cercle  el  reproduite  dans 
tous  les  Traités  de  Géométrie,  met  en  évidence,  el  avec 
la  même  facilité,  non  seulement  les  joyers,  ainsi  que 
I  a  montré-  M.  Courcelles,  mais  encore  les  directrices 
de  l'ellipse  et  leur  propriété  caractéristique  de  polaires 
des  loyers. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  qui  se   projette  ortliogo- 


nalement  suivant  l'ellipse  ayant  pour  foyers  I  ci  I  <  i 
pour  grand  axe  VA'.  Menons  l'ordonnée  I  (.  du  point  1 
et  la  tangente  en  (.  a  la  circonférence  qui  roupe  \\ 
en  I);  par  le  point  U.  dans  le  plan  de  L'ellipse,  tra- 
çons DZ  perpendiculaire  a  \  \  et.  par  le  j>  'int  I)  ^\  mé- 
trique de  E  par  rapport  à  O,   I)  Z.   parallèle  à  DZ. 
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Soienl 


M  un  p<  iinl  de  la  cin  « >ii l «*i  ence  : 

//;  sa  |n  oje<  lion  orl  h<  igonale  : 

/// 1*  perpendiculaire;  sur   \  \  : 

Il  ///Il  parallèli  à   \  \ 

M   s\  métrique  de  M  pai  '  apport  à  O 

Il  perpendiculaire  sui   M  M  . 


(  )n  sait  que 


m  I 


Ml 


///  F 


Ml 


(  !eci  dit,  on  a 


OM    -  OC   -  OF      OD, 


d'où 

Or 
donc 


OM 

OF 

c 

OD 

OM 

II 

OF 

01 

OM 

OP 

OM        n}_         OM       (M__  MI 
OD  —  OP     =  OD  — OP  ~~  PU 

/;/!••  OM        01  Ml  n,V 


cl .  par  suite. 


mti        OD      OP       PD'       ///H 

///  F        ///  F         c 


Les  droites  DZ  el  UZI  sonl  les  directrices  de  L'ellipse. 

Il  existe  donc  un  rapporl  constant,  plus  petit  que  i. 
entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  I  ellipse  bu 
foyer  el  à  la  directrice  correspondante. 

I  )n  yoil  de  plus  que,  CF  étant  la  polaire  du  point  I). 
la  directrice  esi  la  polaire  du  loyer. 


[M'5g«] 

SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  STROPHOÏDE 

Par  M.  V.   RETALI. 


La    proposition    relative  à  la   slrophoïde  que  M.  \  . 
Jamet  a  démontrée  géométriquement  dans  un  numéro 

récent  de  ce  Journal  (igo5,  p.  jii-4i  >',  en  considé- 
rant la  slrophoïde  comme  podaire  de  parabole,  est  sus- 
ceptible (1  une  démonstration  géométrique  immédiate  el 
très  simple  si  1  on  prend  pour  définition  de  la  strophoïde 
sa  propriété  caractéristique  d'avoir  les  points  circu- 
laires à  l'infini  pour  un  couple  de  points  conjugués, 
c'est-à-dire  tels  (pic  les  tangentes  en  ces  points  vont  se 
couper  sur  la  courbe.  En  effet,  les  couples  de  rayons 
issus  du  point  double  et  également  inclinés  sur  les  tan- 
gentes en  ce  point  marquent  sur  la  cubique  une  involu- 
lion  quadratique  de  points  dont  les  points  doubles  sont 
les  points  consécutifs  I  Nachbarpunkte  des  allemands 
du  point  double  de  la  cubique.  Cette  involution  est  donc 
Y  involution  de  /joints  conjugués  involution  quadra- 
tique absolue)  et  l'enveloppe  des  droites  qui  unissent 
deux  points  conjugués  est,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  une  conique  (eayleyenue  de  la  cubique)  qui 
touche  la  cubique  aux  trois  points  où  elle  est  touchée  par- 
les tangentes  issues  îles  points  d'inflexion,  et  qui  est  aussi 
tangente  aux  tangentes  de  la  cubique  en  son  point 
double.  Dans  le  cas  particulier  de  la  strophoïde,  comme 
les  points  circulaires  à  l'infini  forment  sur  elle  un  couple 
de  points  conjugues,  la  cayleyenne  est  une  parabole, 
dont  la  directrice  passe  par  le  point  double,  et  qui  est 
Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  l.  V.     Décembre  <■. 
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tangente  à  la  strophoïde  en  trois  points,  dont  un,  réel, 
est  le  somniel  (foyer  double)  <l«'  It  courbe  »i  1rs  deux 
autres,  imaginaires  conjugués,  onl  pour  tangentiels  les 
deux  points  d'inflexion  imaginaires. 


SOLUTION  M  LA  QUESTION  ft'ANALYSK  RI  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  II  1105; 

Pab     M .     i'i  ERRE     SICARD, 
Lieutenant  au  15"  d'Artillei  ie. 


I.  équation  d'un  plan,  par  rapport  a  i/<>i\  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  <).».  Oy.  Uz.  étant  écrite 
sous  ld  foi  me 

ht  —  r  >-  —  hz  =  h 

et  les  équations 

u  —  COÎ  -  P  =  -i  il  f,  W   —  COt  ').  h 

où  'i  et  çp  désignent  deux  paramètres  arbitraires  et 
I  '>.  x  |  une  fonction  donnée  <hj  ces  paramètres,  défi' 
lussent  une  surface  *>  en  coordonnées  tangentielles. 

I .  Démonti  er  vue,  si  l'on  considère  sur  Li  surfat  <•  N 
les  deux  systèmes  de  courbes  '>  :const.,  B  =  const., 
/ii  condition  nécessaire  et  suffisante  /mur  que  ces  deuj 
systèmes  soient  conjugués  est  que  ^*(ô,  cp)  soit  de  lu 
foi  me 

■j  étant  fonction  de  H  seul  et  &  fonction  de  -  seul.  Dans 
imite  la  suite  de  l'énoncé  on  supposera  que  /'i.^i 
est  de  cette  forme. 

II.  Montrer  que  les  courbes  h  =  const.,  y       const. 
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sont  alors  les   lignes  de  courbure  de  la  surface  S  el 
qu'elles  sont  en  outre  des   comhcs  planes.   Calculer, 
en  fonction  de  8  et  de  tp,  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  de  la  surface  S. 

III.  De  ces  deux  rayons,  l'un  I»,  est  fonction  de  h 
seulement  ;  l'autre  R2  dépend  en  général  à  la  fois 
de  0  et  de  o .  Oaellc  forme  doit  avoir  f\  8,  sp  l  /><>/</ 
(/ae  Mj  soit  aussi  indépendant  de  -^  ?  Montrer  que, 
dans  ce.  cas,  la  surface  S  erf  cite  révolution  autour  d'un 
a. ce  parallèle  à  Oz. 

IV.  Etablir  que,  plus  particulièrement,  on  peut 
déterminer  la  fonction  f\  0.  j)  de  manière  a  avoir 

R,  =  /tangO,         R2  =  —  /cotO, 

R,  e/  R2e7<7/j/,  suivant  l'usage,  affectes  d  un  signe, 
et  l désignant  une  longueur  donnée,  positive  ou  néga- 
tive. Effectuer  celte  détermination. 

V.  Trouver,  dans  ce  cas  particulier .  la  relation 
entre  h  et  cp  qui  définit  une  ligne  géodesique  quel- 
conque de  ta  surface  S  et  calculer  la  courbure  et  lu 
torsion  de  cette  ligne  en  un  quelconque  de  ces  point  s. 

1.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
système  des  courbes  s  =  const.,  8  =  consl.  soil  con- 
jugué est,  connue  l'on  sait,  que  les  coordonnées  tangen- 
lielles  u,  v,  \v,  //  satisfassent  à  une  même  équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  forme 

.r-u  d\\        dH 

-je       *  ~> rB—  +GH=o. 

Dans  le  cas  actuel,  les  trois  coordonnées  //.  e.  w  >atis- 
toni  visiblement  à  l'équatiou 

dtp  »/0 


|8 
h  devant  v  satisfaire  également  est  nécessairement  delà 
forme  i   •-  [J,   //       a       ^.   v   étant   fonction   <!<•  0  seul 
■  i    3  élanl   fonction  de  s  seul.  <  .   q.  r.    d. 

^2.    Les  coordonnées  .r.    ^^.  z  d'un    point  de  la  sur- 
face (S)  sonl  déBnics  par  I  équation 

i  ,..-■./      -m  ■.  |   •  coi  8  z  —  t. 

ci  par  les  deux  équal i<ms 

—  sinœar -h  cosç  y  = -r-» 
•  ^        rf(f 

c        _  r/x 

sm*ë  "  5ë' 

obtenues  en  dérivant  successivement  I  équation  <  i  I  par 
rapport  aux  paramètres  s  et  0  qui  entrent  dans  les 
coefficients.  Nous  lisons  immédiatement  sur  les  <*<|iia- 
•ii>n^  -  et  >)  que  les  courbes  «p  =  const.  et  6  =const. 
sont  respectivement  \c->  premières  dans  '1rs  j)lnns  paral- 
lèles à  <  *  s,  les  secondes  dans  <lc^  i>l<ins  perpendiculaires 
àOz,  <  les  courbes,  conjuguées  et  orthogonales  à  la  fois, 
sonl  nécessairement  des  h^m-s  de  courbure  de  la  sur- 
face S.  Ce  résultat  aurait  |>n  aussi  être  mi^  «mi  évidence 
en  remarquant  que  \  u-  ■  ■,-  v*  h  -  satisfait  également  à 
la  même  équation  réduite  que  u.  w  w.  et  //  à  I  équation 

H 


dy  .'0 


A.  Les  ravons  de  courbure  l!(  ri  R.j  se  calculent  très 
simplement  par  les  formules  dites  d  (Jlinde  Kodrigues. 
Imi  désignant  pai  i  .  i  .  i  les  i  osinus  directeurs  de  la 
normal»'  ;i  la  surface  S  au  point  i  p,  h  ».  nous  avous 

à* 


(  54g  ) 
el 

,  ,  ,  _ M  =0. 

Or  la  direction  (c,  <•',  c")  perpendiculaire  au  plan  lan- 
gent ( i)  esl  telle  que 

c  c'  c"  I 


coscp        sintp        cote        v/,_Hcol2Q 
J'en  déduis,  en  prenant  le  signe  -+-  devant  le  radical, 

(6)  C  —  dis-;  ->in  II. 

(7)  c'  =  sinci  sinO, 

(8)  =  cos6. 

Dès  lors  l'équation  (4)  peut  s'écrire,  en  remplaçant  -^ 
et  -75-  par  leurs  expressions  tirées  des  équations  (3) 
et  (8)  dérivées, 

...  .    rdin  dt        _, 

(A)  -m')— -1- v.cosO— -t- R,  =0. 

L'équation  (A)  nous  montre  que  R,  est  fonction 
de  h  seul.  Calculons  R2.  A  cet  effet,  en  résolvant  les 
systèmes  des  équations  (1),  (2),  (3),   je  lire 

a                    ,li    ■  ■    *d* 

j'  =  la+3)  coscs ~  sm  ts  -+-  coscp  costj  sm  ')  — -  • 

r/         '        d<p  *  rfo 

J'en  déduis 

D'autre  part,  en  dérivant  par  rapport  à  3  l'équation  (6), 

de  . 

—  =  —  sine  sintt. 

En   portant  dans  I  équation  (5)  ces  expressions  de    - 


,0 

de 
et  «If  —  i  obtiens  pour  déterminei   I!  .  I  éuuation 

(a  ■+■  sin6  cos8  '/  i       R    sin  8 

</'i 

I '< n u   que  H..  »"ii  indépendant  de  z.  il  Paul  el   il  suffit 

...  ./    :         . 

\  iNiMemrni  tiin-    3  ,'    ^uii  une  constante  c'a  : 

1        •  d9l 

■ 

ou,  in  intégra  h  l  ei  en  désigna  ni  par  c,  «"i  Cj  deux  autres 

ci  instantes, 

i    cos  «j      cj  si  n  tf . 

Dans  ces   conditions.  1rs  équations  (i),   (2),      »),  qui 
déiinisseiit  les  coordonnées  d'un  poinl  <lc  la  surface  S, 

|it'il\  f  11 1    S  <'(i  il  c 

111  -  Ci  )cos<p  -\-(y  —  <■  ■    -m  •.       7      -■       c  col  '1. 

—  1  ./■  —  c,  1  sin  tp  ■+■  {y  —  Cj        -  -       ". 

1  en  déduis  immédiatement  que 

,    ,î_,_  <r  _r,  ,t 
u  +  c0-;  col  8  1- 

=  (  «h-  c»      cotO-;    -in-''i  I  =  fonction  de  9, 
M  I 

z  -       —  sin*8      fonction  de  8. 


z  el  \  1  *        .  ,  •  -'  |- (  1        Ci  -  étanl  l"n<  lions  d'une  va- 
i  iable  'j.  leur  jacobien  <••>!  nul,  el  par  conséquenl 


Si 
Relation  qui  caractérise  une  surface  de  révolution  autour 

de  l'axe  x  —-  <■, ,  y-     i  ■_,  parallèle  à  Qz. 

«  .    q.    t  .    h. 

i.  Pour  que  R,  soil  égal  à  ItangOet  Ra  ;•  — /cot8, 
il  faut  que  la  fonction  oc  satisfasse  à  la  lois  aux  deux 
équations  suivantes  (A')  ei  i  B'),  obtenues  « > i ■  rempla- 
çant, dans  li's  équations  (A)  et  (B),  Rt,  Ra  et  'j  par 
leurs  expressions  : 

\  i  si n  6  —77-  ■+-  acos8  —  +  l  tang8  =  o, 

l/'i-  r/'. 

d* 
(B  i  — -in'i  cos6  -+-  a  +  c0 — ^cos8  =  o. 

Remarquons  tout  de  suite  que  ces  deux  équations  ne 
sont  pas  incompatibles.  Car,  si  nous  dérivons  [équa- 
tion (B'),  nous  allons  retrouver  l'équation  (A').  Or 
l'équation  (A')  peut  s'écrire 

d  I  .     Kda\  l  sin*8 

sm'-O  — -     = 


</8  \  dH/  cos8 

J'en  déduis,  en  intégrant  et  en  désignant   par  —  Cj  la 
constante  d'intégration, 

(C)  sin*8^  =  /sin8-/  f  ^--Ci. 

ai)  J    coso 

d% 
En  éliminant --35  entre  (IV)  et  (C)  j'ai  une   équation 

simple  qui  fournil  l'expression  de  y.  en  fonction  de  0 


=  (C3H-'J  Eo7ë)cot8 


La  fonction  A  est  donc  déterminée  puisque  x  el  [3  sont 
calculés 


A  =  (•[  cosç  —  c-  sin  ta    -    (  Cj—  /   / )  C( 

\  J     COSD/ 


18. 


I 

5.    L'équation  du  plan  langeni  .1  la  surface  particu- 
lière S  que  nous  cn\  isageons  est  «le-  l>>i  s 

/*     /VA 

1  .r  —  -•  .  gins        c  — cs)cot8  = /cot8  / 

t  '    cos8 

Nous  voyons  que  nous  pouvons  faire  dans  celle  équa- 
tion 

Ci  =   Ci  - 

<  11  cela  revient  à  Lransporlei  les  .i\«-s  .le  coordonnées 
au  point  . ,  ■,.  Cg,  c  :,;.  Soi  t  alors  par  rapport  à  la  nou- 
velle  origine 

x  eus?  ->-  y  sin  cp  -+-  z  cot  ')  =  /  cot  0   /   -. 

r  ,/   cos8 

Les  coordonnées  .r.  1  .  z  d'un  point  de  la  surface  \  «m  i - 

lient   cette  eipi.ilion  et    les  <leii\   suivantes  : 
—  ./   gino         y  ..1-  ip  -    0, 


sin»8  -m-'i./ 


/       /  rfO  cot  8 

,  098 


J'en  déduis  très  simplement,  en  résolvant  ce  système, 

x  =  l  cos  tp  cosO, 

/  -ni  s  -m  't. 

"'(./VSi    - ■ 

J  en  déduis 

'//  —  h      sin9COs8<f<p       costp  sinô  rfÔ), 

|  dy  =  l ©cos 8  '/r       -m  -^  -m '1  '/'1 1, 

I  1     1  »in*8 

d*  =  l(  _i__cos8)rfe=  /  ■  — .  d&. 
1  Cos8 


C03 


En  m  nie  «pie  1'élémenl  linéaire  est  donné  par  la  formule 

d$*    -  1-  U  os»8  </,--•    tang»8  db*  ). 


,  55  ;  i 

Formule  qui  peut  également  s'éerire 


dsi=  /*cos*6 


>   tangue  / 


Sous  cette  forme:  nous  voyons  que  l'élément  considéré 
est  de  la  forme  de  l'élément  dit  de  Liouville.  L'élémenl 
de  Liouville  est,  lorsque  les  paramètres  sout  u  el  ». 
donné  par  l'équation 

&.=  (u-v)(-ÏJr-Y7), 

où  U  el  U(  sont  (onctions  de  u  seul  et  \  el  \  ,  tondions 
de  i'  seul.  Toutes  les  lois  <|ue  l'élément  se  présente  sous 
cette  forme,  la  recherche  des  géodes iques  est  simple. 
La  relation  entre  //  et  c  <|iii  définit  une  géodésique  est 
(Dàrbotjx,  Géométrie  supérieure,  Cours  de  la  Faculté, 
1904-1905),  en  désignant  par  a  el   b  deux  constantes  : 

b  =■  f  du  ±  /" t 

J    /U.(U-a)      J    v/\,(  V-c/. 

Dans  le  cas  actuel,  celte  relation  est 

b  —   i  sinOcft  +    r  rfçp 

j    cos-  0  y//-  eus2*)  —  a       J    /« 

■  ,  /  '  -in  ')  t/0  ...... 

La  quadrature  -/  se  tait  lre>  simple- 

J    cos1 6  yl*  cos*  8  —  a 


ment  en  posant  cosQ  =  L  Elle  est  égale  a  — 
La  relation  demandée  est  donc 


il  fil-  i) 


(R)  b  +  y/ltcosi\-a=  ±JL. 

acos6  ^ 

Telle  est  la  relation  qui   définit   une  géodésique  quel- 
conque. Remarquons  d'ailleurs  que  les  méridiens  de  la 
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surface  (S)  sont  aussi  des  géodésiques  planes.   Leur 
rayon  de  courbure,  el  par  conséquent  leur  courbure, 
oui  été  calculés. 

<  Calculons  la  courbure  el  la  torsion  d'une  géodésique 
quelconque  et,  pour  fixer  les  idées,  de  la  géodésique 
(lui  correspond  à  la  relation  i  I!  I,  obtenue  «*n  prenant 
le  signe  —  dans  le  second  membre  de  ia  relation  (R), 
en  sorte  que 

da  \  "  sin  8 

<{()  ci»s20v//-  cns*0  —  a 

Le  calcul  est  identique  avec  lesigne  -h. 

adressons-nous  aux  formules  connues  en  Analyse 
sous  le  nom  de  formules  de  Frenet-Serrel ;  a,  |3  el  - 
désignant  les  cosinus  des  angles  que  font  respectivement 
avec  Ox  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binor- 
male  en  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  p  et  x  le 
rayon  de  courbure  el  la  torsion,  nous  avons  les  rela- 
tions 

'Il  ti      ï 

ds  p  ds  T 

Dans  le  cas  actuel,  la  courbe  en  question  étant  une 
géodésique,  son  plan  osculateur  en  un  point  passe 
par  la  normale  eu  ce  point  à  la  surlace  S.  En  sorte 
(|ue  |ii  =  c  =  vos'f  sin  'j  |  équation  (6  )].  D'autre  part 

dx 

De  sorte  que  la  première  des  formules  de  Frenel  peul 

s'éci  ire 

i        i   il1  t 

p  =  !>  * 

<  )r  ds  fiSl  donné  par  la  première  des  équations  (D  ). 
D'autre  part,  en  remplaçant  dans  l'expression  de  1  éle- 
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de 


nifiii  </*,   — r  en  loin  lion  de  0.  nous  trouvons 


ci  s ■  = 


\//;  cos'-'  'l  —  n 


Par  conséquent 


<y.r        —  \/  f-  cns2  0  —  a 


ds 


/sinO 


/  .  dv 

(  -m  ip  cosG   ,;     •   cos  tp  sm  'i 


= —  t  (  cosœ  ]/ï*  cos* 8  —  a  -i-  -^— r  sinœ  ). 
/  \        '  ¥  cosl        '/ 


J'en  déduis 


dv    n =  « /-' -in'icMsO     rfO 

sm  «  -ji-  \ //-  coss  'i  —  a  —  cos*    ,  -=- 


ds*  l 


\/  a  d(o  va 

r  cos  *  -y-  H -g 

cos  il         '  ds        ooss  'i 


fîîî 


rfe 


et,  en  remplaçant  -y-  par  sou  expression  trouvée  ci-dessus 


lions 


v/« 


el  — -:■  par  son  expression  77 -7,   1  obtiens  après  reduc- 

ds  r  r  /-  cos2  W     J  ' 

^2:*'  cos*       ,.        .  _ 

as2  /3  cos88 


La  courbure  cherchée  C  =  -  esl  donc  égale  à  -,  -  ,',  : 

p  (s   rfs* 


(9) 


G  = 

/-  cos*  8  —  a 

/3  cos3  «jn  () 

Le  calcul  de  la  torsion  n'est  pas  plus  compliqué.  La 
binormale  étant  normale  à  la  fois  à  la  tangente  el  à  la 
normale   principale,  droites  elles-mêmes  orthogonales, 

c'dz     -  c" dy 
'  ds 


i 

Lu  remplaçant  <  et  c"  par  leurs  expressions  tirées  des 
équations  b*)  et  -  n  3),  et  <l\  et  dz  pai  leurs 
expressions  tirées  <l<   I).  nous  obtenons 


/  sin*8 


sinçsinô-       ,    ,/'<       I  cos8  fcoscpcos  'i  ./•,      sin»sin8«i8) 

r<»'l 


</* 


<»u .  a  i > r  «  s  i  «*ii m  i  n  >u> 


lin  il 


,<    •  ,  '/"  ■>- 

y  =  /    sm  m  titu^')  — COS»  COS'8    —  ) 

as  as) 

.      ,    '/"         dm  , 

ou    encore,    après  avou    remplacé     .    et    -^   pat    leurs 

expi  essions, 

y  =  7  (  ■ — s  i/7*  cos*8  —  a  —  /"  cosç  I. 
'        /  ycos<j  ' j 

J'en  déduis 

(dm  J  l*  cos*8  —  a 
coso  -r-  ; 
as          cos8 
— /*sin8cos6cos8H    /  B      a)sin8  M        ,-  .      »/, 
—  -m  -f. '         — —     —  T--t-/asinç-ji 
eos*8  //*  cos*8  —  a  «  ''■> 


ou,  finalement, 


rfv  ///  //*  cos*8  —  a 


— -  =  C03  U 


f>COS*8 


et  la  torsion,  donnée  par  la  formule  de  Frenet,  est  telle 
que 


i  ■  •  ■ 


1 

/ai  /*  nu.")  —  a) 

/*  r..^"l  gin  0 

Comme  vérification,  la  courbweei  la  torsion,  données 


'•■'- 

par  les   formules  (9)  et  (10),  doivent  satisfaire  à   une 
troisième  formule  <l<-  Serret 

p  T  </.T 

Celte  vérification  se  fait  assez  simplement. 


ClïMÏFICVI'S  IIE  CALCUL  IIIFFEKE.XTIEL  ET  IXTÉGKU. 


Besançon. 


Épreuve  écrite.  —  Soit  C  an  cercle  fixe  dont  le  centre 
est  à  l'origine  etf\u)  une  fonction  analytique  uniforme 
ne  présentant  que  des  singularités  isolées  dont  aucune  ne 
se  trouve  sur  la  circonférence  C. 

i°  Démontrer  que 


Fi 


z)  =  I  e«--j\u)du. 


l'intégrale  étant  frise  sur  le  cercle  C  dans  le  sens  positif, 
est  une  fonction  entière  de  z. 

■2"  Montrer  qu'on  peut,  sans  change/-  F{  c  1,  remplacer f\  u  1 
par  une  fonction  de  même  nature  mais  n'ayant,  à  distance 
finie,  aucune  singularité  à  l'extérieur  du  cercle  l 

3°  Supposant  f{u)  dans  ces  conditions  et  supposant 
connu  le  développement 

.  ..-h-  A_jtt*-+-A_i«  -r-  A„  —  Ai  a  -»-+■  ltir-»-H..., 

qui  représente  fi  u  1  dans  le  domaine  du  point  à  l'infini, 
former  la  série  des  puissances   Pi  ;  1  qui  représente  I     a 

dans  tout  h  /dan.  {  On  utilisera  la  transformation  11=  -•  1 

(°  Q(w)  étant  un  polynôme  entier  donné,  de  degré  7. 
r/  dtait   tous    les    zéros  sont   à    l'intérieur  du   cercle   C,  on 


considère  toutes  les /onctions 


•  P     -, 

.  '.         0  (  u 


où  P(u)  est  un  polynôme  entier  quelconque.  Montrer  que, 
sans  restreindre  la  généralité  de  cet  fonctions,  "/<  peut 
supposer  P(«)  de  degré  q  —  i  "//  plus.    Montrer  </■<■ 
fonctions  Fi  s  i  vérifient  une  même  équation  différentielle 
linéaire  ■>  coefficients  constants  d'ordre  q. 

l'.n  l'application  <lu  théorème  des  résidus,  trouver 
l'expression  générale  explicite  des  fonctions  F  %)  qui 
correspondent  <m  polynôme  donné  Q   u  i. 

Épreuve   pratique.     ■  Intégrer  V équation 

•  I  y         .    ,         ,  dy 

-i-  3  '     la?*       x*  —  x*  ■+• x  -+-  2)  =  o. 

Trouver  /<>  courbe  intégrale  /»iss<i/t>  par  l'origine  et 
admettant  ce  point  comme  point  d'inflexion. 

1  Juin    19c").  1 

Bordeaux. 

Éprei  ve  écrite.  —  i°  Expliquer,  ava  démonstration, 
lu  marche  à  suivre  pour  obtenir  uni'  intégrale  complète 
//>■  l'équation 

I  .  y.  z./>.  q)  =  o. 

ippliquei  à  I  exemple  suivant  : 

p  :      S  -4     /  1  y  ■ 

-    ./   désignant  un  nombre  réel  et  positif,  déduire  de 

dz 
l'intégrale  de  variable  complexé     I   —  prise  !<    long 

il'iui  contour  convenablement  c/i>>isi.  la  valeur  de  l'inté- 
■  ■  ■!,   variable  t  ■  elle 


1 


I     : 

(t.r. 


Épreuve  pratique.       Une  fonction  de  variable  réelle 
est  définie  dans  l'intervalle  de  <>  à  ait  par  les  conditions 
suivantes  : 

Pour   <>   <  x  <C  — f{x)  =  x 

»       -   <  x  <  - f(x)  =  xi 

> 

»       it    <  x  <  — "■ /"'■- 

> 

3- 
»      —  <  ;r  <  i- f(x)  =  xi 

■> 

Calculer  les  coefficients  du  développement  de  f  x)  en 
série  trigonométrique 

/   x  )  =  -  a,,  —  i  <7,  COS2?  —  6j  sina?  |  — ... 

-+•  (a,„  r<>«  /;«  x  —  6,„  si n  w.n  —  .... 

i  Juillet  i  <)<>"> .  i 

Épreuve  ÉCRITE.  —  I.  Une  surface  S  est  définie  par  1rs 
équations 

x  =  ai  i  -+-  cos6  )  cottp, 

y  =  a(i  -h  cos6  i, 

'/  -in  ') 

-  =  — : 

sino 

Calcule/-  en  fonction  de  8  e*  -y  tes  cosinus  directeurs  de 
la  normale  en  un  point  de  la  surface  S.  Déterminer  les 
lignes  asymptotiquex  de  cette  surface. 


II.  On  considère  l'intégrale  de  variable  compU  ve 

dz 

(z  —  2  )  \/  z- 1 1  —  ;is 


f 


i°  Calculer  cette  intégrale  le  long  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine  et  un  rayon  supérieur  à   t. 

•2"  Calculer  cette  intégrale  le  long  d'une  couronne 
circulaire  ayant  pour  centre  l'origine  et  ayant  Un  rayon 
supérieur  à   •.  l'autre  compris  entre  i  et  >. 




.    Déduire  <lu  résultat  la  valeur  de  l'intégrale  réelle. 


r dx 

\  <  \  —  T 


Épreuve  pratique.        Les  deua   équation»  différentielle» 

\lll\  Il  II  II    v 

d  y       dy 

1    ,77"       ,/,        7  =  °' 

|    !  i  il  r-  ,1  r 

I 

—   i  ./•  —  i  )  y  =  o 

ont  uni-  solution  commune. 

Déterminer  cette  solution  et  intégrer  complètement  cha- 
cune des  équations.  Novembre  1905.) 


Caen. 

Épreuve  écrite.  —   I.    Soient   M    un  point   à\    l'esf 
r.  Q,  K  ses  projections  sur  trois  plans  coordonné»  rectan- 
gulaire» «  >YZ,  I  >ZX,  <  i\i  ;  <  »l'  la  droite  symétrique  >/>  I  >P 
//'//  rapport  à  <>^  e/  d  OZ,  OQ    fa  symétrique  de  OQ  /»//• 
rapport  à  0"L  et  0\,  OW  la  sj  métrique  de  '  >R  /»'/  rapport 

OX  et  OY.  Montrer  que  1rs  droite»  OP',  OQ',  OR  »on< 
c/a/u  ///'  /'/'//(  II:  trouver  la  surface  que  il"ii  décrin  M 
poui  que  son  plan  tangent  en  M  .v//  parallèle  au  plan  il. 

RÉPONSB   :     '  >  -"   =  <  l1'. 

II.  0/a  donne  dans  un  plan  une  famille  de  cercles  ayant 
un  même  rayon  H  et  passant  par  un  point  (>:  détermina 
leur»  trajectoire»  orthogonale» 

Soient   C  le  centré  d'un  cercle,   M   l'un  de  ses  points;  la 
_   ote  .1  la  trajectoire  qui  j  passe,  dirigée  suivant  CM,  fait 

avec  <>M  h  11  angle  dont  !<■  cosinus  est     ,    -  -     .  •  I 

ils         ',  K    / 


6.     ! 
Éprei  vb  pratiqi  e.  —  Intégrer  le  système  d'équations 

du 

-j—  —     u  -t-     v  -r-     tr  =        »  COSa?    -      -111/         '../'. 

de 

dv 

-—  —  a  u  —  %v  —  2  w  =        >  (il-./-  —  >  -m  /        lxï, 
cte 

'/,r  o 

-; U V  -h  3  W  =  —       C(i«Z Sin  J"   —    >../■  —    }./■  -t-  I  . 

d.r 

|  On  aura  avantage  à  prendre  //  ~  w  comme  inconnue  auxi- 
liaire ft  l'on  trouvera  des  intégrales  '!<■  la  forme 

u=(\xi—\'<>       C)eix-+-s\nx       /-. 

v  .=     B        îA  —  2  A  /■  if-  '    -  «  :os  c 

cv  =  (  2 A  —  G  -i-  B  x  —  A  /      <      —  .r.  ] 

i  Novembre  [Q,o5.  ' 

Grenoble. 
Épreuve  écrite.  —  <>n  donne  l'équation 

d\  '-'   i  r/c 


(<+£> 


î"  Intégrer  cette  équation  par  diverses  méthodes  et  ve- 
rt jier  l'équivalence  îles  résultats; 

>"  Former  l'équation  différentielle  îles  /m/aires  réci- 
proques des  courbes  intégrales  de  l'équation  proposée  par 

rapport  à  la  parabole  ./•'-  =  >y  et  intégrer  cette  nouvelle 
équation  : 

3"  Vérifier  <jue  les  courbes  ainsi  obtenues  sont  bien  les 
polaires  réciproques  des  premières,  par  rapport  a  la  pa- 
rabole considérée. 

Épreuve  PRATIQUE.  —  Calcul  de  l'aire  de  la  /nation  de 
fa    nappe   du    n'aie   z- =  j- —  y-   située    au-dessus   du   /dan 

.'<>r  qui  se  projette  éi  l'intérieur  de  la  courbe 

i./--—  i  -  /  r. 

dans   l'angle  xQ y  formé  par   les   directions  positives  des 
a  ces.  \  ivembre   iy)5. 

.1////.  de  Mathemat..  \r  série,  t.  \ .  i  Décembre  190  36 


iôa  ) 


Lille. 

Éprbuvi    BCtiTi  i     Définit         i  ■    n  entend  pur  un 

théorème  d'addition  algébrique  : 

Déterminer  et  classer  les /onctions  d'une  seule  variable, 
uniformes,  gui  admettent  un  théorème  d'addition. 

■  Étant  donnét  trois  axes  rectangulaires  '»'.  Oj  .  Oi 
et  un  cylindre  de  révolution  autoui  de  0*,  trouver  tut  ce 
cj  lindre  une  courbe  i  l' i  dont  le*  tangentes  <  ent  ontrent  un 
cercle  de  centre  0   situé  dans  le  plan  xOy. 

I    Rectifia  un  an    delà  courbe    r 

j    Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  conique  ba 
layèe  pat   U    rayon  vecteur  OM  quand  le  point  M  décrit 
un  nrc  de  la  courbe  <  I'  ». 

',  Déterminer  uni-  surf  ace  passant  /><"  lu  courbe  |  r)  et 
coupant  orthogonalement  les  sphères  tangentes  en  0  au 
plan  ./■())•.  i  Novembre  ig 

Marseille. 

Éprbuvi  écrite.  —  i"  Vérifier  que  l'équation  différen- 
tielle 


&)'-*&)' 


g  i  •         |  >  y*  =  o 


est  satisfaite  identiquement  quand  on  pose 

y    =  3  (  t  ■+- 1  »  ) , 

dy 

-f-  =3(iH-  i» )(!-+■  in  ). 

ar 

Établir  une  relation  entre  a  et  t  et  trouver  l'intégrale 
ralt  de  l 'équation  propos* 

•    Peut-on  ou  ne  peut-on  pas  développa   \>>^z  en  • 
</.    Laurent  dans  une  couronne  ayant  pout  centre  I  ori- 
gine? 

SOU  i  i<^    DB    iv    PREMIÈRE   Ql  i-iih\ 

i    u  le  Cours  d'  t //"/i  te,  de  Gocrsat,  t.  Il    p.   I 
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Ki'Hii  \k  pratiqi  i  Calculer  l'intégrale  indéfinie 


I 


Novembre  1905.) 

Montpellier. 

Éprri  vi:  écrite.  —  Une  surface  étant  représentée,  pur 
rapport  à  des  axes  rectangulaires,  pur  l'équation 

1"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  et  ramener  leur  recherche  à  des  quadratures.. 
■>"    Appliquer   les  formules  générales   et   effectue»    les 

quadratures  [mur  la  surface 

\.<^z  =  a  \fxy. 

3"  Déterminer  la  fonction  I  île  façon  que  l'un  des  sys- 
tèmes île  lignes  asymptotiques  se  projette  sur  le  plan  xOy 
suivant  les  courbes 

y  —  r.r", 

où  c  est  un  paramètre  variable ,  et  déterminer  le  second 
système  de  lignes  asymptotiques. 

Épreuve  pratique.  —  Un  cylindre  est  représenté  par 
l 'équation 

y'2  =    >px. 

Calculer  la  surface  de  la  portion  de  ce  cylindre  qui  est 
intérieure  à  l  ellipsoïde 

j-      a*y*-\-  z*  =  px\  "'--i ]• 

Novembre  1905.  1 

Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  1.  On  considère  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

r  ,  àz        x  .  dz 

11  >    —  1  i*—  il 1 1  v  —  1  )■ -.r  —  u. 

•'r  •  <j\ 


i     Trouvei   son  intégrale  générale. 

•  Déterminer  la  surface  s  '/ni.  rapportée  à  trou  axes 
,h  coordonnée*  Oa?,  •  >i.  Oz,  vérifie  cette  équation  aux 
dérivées  partielles  et  passe  par  la  parabole  définie  par  les 
<  quatîons 

I  .  '  ■  '  I   —  o. 

.    Déterminer  les  lignes  asymptotiquesdi  cette  surf  a 
ainsi  que  la  forme  générale  des  projections  de  ces  lignes 
sur  le  plan  Oxy, 

II.  Déterminer  les  différents  développements  suivant  U  i 
puissances  de  s,  <  n  st  /  "  •-  '/<■  Maclaurin  et  de  Laurent,  <l<>ui 
est  susceptible  la  fonction 

i 

s-  /»(/<  /</  valeur  de  z. 

Éprki  \  1:  pratiqi  B.  -  Calculer  le  volume  du  solide  com- 
mun aux  deux  paraboloïdes  représentés  en  coordonnées 
rectangulaires  par  les  équations 


r-           y* 

r 

1  1           ><> 

=  0, 

/             1  -' 
—            -   -     —    n   z 
(1             1  2 

1  \n\ embre  iqo5.  1 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1246 

1817,  p 


u    ii.  c /,  étant  des  quantités  inégales,  on  a 

\  _J  ,1  -     b  a—k) 

\ 

'  ut     ■  b)* (a  —  c)*.  ..(a  --  k)*/ 

'      VI    VI    \N 
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son  rioN 
Par  M.   R.   B. 


Soit 


l'équation  doni  les  racines  sont  ".  I> /. .  '  >u  .1 


/    '  1        a;  —  «       x  —  h 


d*où 


/  ' 
1  (a?  — a  |/'i  ./■  -       f   '■ 


x-  b 


—  k  1  x  —  >i  l  /|  '■  | 

Si  l'on  fait  a?  —  ".  le  second  membre  prend  la  forme  — •  En 
appliquant  deux  fi>i>  la  règle  de  L'Hospital,  <>n  trouve 

1  1  /"   <i  ) 

T  -H  •  •  •  H 7   =  ^—F} 

a  —  b  a  —  k       ij 

I Vautre  pari . 

1  a  —  b  1  .  .  .1  a  —  k  1  =/\  a). 

l-t  relation  à  démontrer  peuf  donc  s'écrire 

/'"1  a  1 


(1) 


y  ■ 


''(a)]* 


l'nur  l'établir,  considérons  la  fraction   rationnelle  ,--   -     ,   • 

Sun  développement  en  somme  de  fractions  simples  esi  de  la 
forme 


(a) 


\ 


K 


[/    /  i]*       1  ./•  -    a  r-       ./■       (/  1  /       /,   -      ./•  —  k 

Par  l'application  de  l<i  méthode  classique,  on  trouve 

1 


A  = 

A'  = 


ei  «les  valeurs  analogues  pour  B,  B K.  K' 


66 

< iela  \«<->  ■  "ii  tire  <!<•  l'idcnl iii 

1/' •*■>)•■• 
ix-  —  /.  x       •  > 


i=      A 


'■  '  r 


En  1 1  1 1\  mi  que  le  terme  de  | » I n ^  baul  degré,  dans  le  second 
membi  <  .  a  u  n  poel  ficienl  nul.  il  %  khi 

A'-H.  ..-+-  k'  =  o, 

ce  qui  établit  la  relation  (i)  et,  pal   suite,  l'identité  (A)  <(»• 
l'énoncé. 

1355. 

ISM     p 

//   volume  du  tétraèdre  \iBjGjDi,  quia  pour  tontmett 
1rs  pied»  des  hauteur»  '/'un  tétraèdre  donné  VBCD,  '/  pour 

fi  /■/ 1  ssion 


\    ■ 


o           COST]  COSE  COSfl 

,,.-/•        o  coso  cosB 

coso       o  '  ""': 

<  <>*%     cos  p  COfV  o 


ru  appelant  \  le  volume  du  tétraèdre  donm  et  x,  -.  •;.  S,  s. 
^  /  r,  /«■>  angles  dièdres  d>  <  t  U  traèdre,  le  l<>n^  des  <u  êtes  BC, 
ÇA,  AB,  DA,  DB  et  DC  respectivement.  (Gbntt.) 


mii.i  i  iOPi 

Par  M.  I'..  B. 

La  méthode  de  Grassmann  donne  une  démonstration  rapide 
de  la  proposition  énoncée. 

Désignons  pai  a,  6,  c,  <7  les  aires  respe<  tives  des  triangles 

BCD,  CDA,   DAB     IBC.  Le  i I    \,  e>i  le  barycentre  des 

-   }',.  C,    I».   affectés  respectivement    de   masses    |H"|>"i 
lionnelles  aui  aires    \«.l».    \,l»l;.   \,i:<:  (en  tenant  eompte 
lignes  de  cet   aires,    déterminés  d'après  les  conventions 


ordinaires  |.  <>r  on  a,  en  grandeur  ei  «mi  signe, 

A|(;i»-/mh-i.        \|DB  =  ccose,         KtBC  =  dco«ti 

A,CI')-+-  A,DB  -h  \,BC  =  a. 

( >n  peut  (lune  écrire 

*  n         «  n  d  ., 

A,  =  —  cosr  B COSSU  H cosa  L)  ; 

a  a  a 


de  même, 


B,  =  y-  cosr,  A  —  -  cnso  C  -t-  -r  COS  :  I  • . 
b  b  b 

n  a  k  &  t  d  ^  n 

Ci  =  —  cose  A  h cosoB  -r  -    cosyD, 

c  c  c 

D|  =  -7  cosa  A  ■+-  -3COS  [àB  -+-  --  eos-fC. 


On  obtient  le  volume  AtB^iDt  en  effectuant  le  produit 
progressif  des  quatre  expressions  précédente»:  on  a,  en  vertu 
d'un  résultat  bien  connu  : 


A,BIC,D,=  ABCD 


0 

b 

—  cosr. 
a 

c 

—  COS  i 

a 

d 

—  cosa 
a 

a 

r  cosr, 
b 

0 

c 

—  coso 

0 

a 

—  cose 

c 

b 

-  coso 
c 

0 

d 

-  cosv 

c 

a  b         r      c 

—  i'o-i      -jCOsp      -3COS7 

a  00 


ce  qui  se  réduit  bien  à  l'expression  indiquée. 


1371. 

1881,  p,     - 

Soient  A,B,.  VjB>.  \.3Jit  trou  diamètres  quelconques  de 
trois  circonférences  ayant  <>  pour  centre  radical;  M  u/i 
point  quelconque  du  plan;  OB,D,,  OB2Dâ,  OBjD3  trois 
triangles    symétriquement    semblables    à    OMAt,    OMAj, 

<»M  \3  respectivement  :  démontrer  que  les  trois  points  Dtl 
D2,  D3  so/it  en  ligne  droite.  (Laisant.i 


-m  i  noN 
Par  M    Tiiik. 

Ce  |>i  ■  » I ►  I <•  1 1 1 <■  se  traite  aisémenl  pai  la  méthode  deséquipol- 
lences. 

Désignons   pai    "i-   b\ "'    les   affixes   '!<■-   points   A,, 

l^i M.   le  .point   <>  étant   pris  pour  origine. 

Soit,  en  général,  r  l'imaginaire  conjugué  de  v.  Les  condi- 
tions '!'•  l'énoncé  se  traduisent,  comme  il  est  bien  connu,  pai 
I.--  relations 

a.\b\-*rb\a\  —  a., //,  —  b%a\  —  a*b\  ■+■  b%a\. 

i  »n  ;i.  d'autre  pai  i . 


et  de  même 


rf,  __  a\ 

bx         m' 


rf.= 


/':", 


!>:"  • 


rf,= 


6,aJ 


•  >n  en  (••mu  lui  immédiatement  que  le-  ti"i-  points,  dont  les 
affixe-  -mu!  ///r/;.  /in/,.  ///</,.  satisfont  au*  relations 

iml[  -4-  i  //>'/,  i'   -  mdj-+-  i  ///</*  i   =  //*<■/,-    i  ///*/ 

Ce>-  trois  points  sont  donc  sur  une  mémt  droite,  perpendi- 
culaire .i  Ox.  Les  trois  points  !>,.  I>_..  I>..  qui  forment  une 
figure  semblable  ■>  .'Ile  que   forment    les   trois   points  md\, 

nul.,,  nul,,  -ont  donc  .111--1  en  ligne  droite.       <:.  o>   r.  d. 


Soient 


"h 


1416. 

"w 


=  H 


et  i     le  coefficient  de  >>■    <l<ins  \\    Si  l'on  désigne  />"/   I) 


56 


le  déterminant  suivant 


«ii±"ii      «ii       "■■. 

"  :\  "i  I        ".'_•  "  il 


•        "  " 

a    : 


et  par  A  le  déterminant  qu'on  obtient  en  remplaçant  <l<in^ 

D  les  quantités  an  par  -j.,i,.  on  dura 


I.     Ili  m  un   ' 


SOLl  TION 
Par  an   abonne. 

J'ai  corrigé  une  erreur  évidente  dans  1<i  première  colonne 
du  déterminant  D. 

Si  l'on  désigne  par  p  le  déterminant  des  x.  .  on  .1 

H"   l  =  p; 

la  relation  à  démontrer  devient 

RA  =  pD. 

Faisons,  pour  abréger  l'écriture,   n  =3.  Non*  devons  dé- 
montrer l'égalité  «les  deux  produits 

z  v.  :  a  y  ±  a" 
■'±P  :  :'  Y'±P' 
a'±^ 

«  ±  a     fj  ±  a'     c  ±  a"  \ 
I,     h       I,      c        b'     . 
o'±c      i         I        ' 

Le  premier  produit,  effectué  en  combinant   les  lignes  des 
deux  déterminants  pour  former  celles  du  déterminant  produit, 

e*t 

R±<a  a  —  h  x'-t-c  «*)         r   (</   3  —  A    :  : 

±(a'ï-r-  b   x  —  c'  X*)      l\  -    (a    ;       A    -,  ■_//./_ 

±{<i"i^-h' ' r  :  t-6*ji'-4-c'P       R       a  y-t-6'f'-+-c"Y*) 


« 

6 

c 

<f 

A 

c' 

X 

a" 

// 

r" 

a 

? 

ï 

a 

P 

1 

X 

2' 

3" 

v 

'  ■  s<  i  "inl  produit,  effectué  en  combinant  les  colonnet  des 
deui  déterminants  p< >n  r  formel  celles  du  déterminant  produit, 
«  -i  identique  au  premiei . 


1632. 
i 


Démontrei  gu' il  n'est  pas  possible  de  trouve/  une  ligne 
/ilanr  dont  les  cercles  osi  ulateurs  soient  t  us  sous  un  angle 
constant  d'un  point  du  plan.  i  K.   Ci  sàro 

son  I  ION 

Par  M    ïhih. 

Soil   C  une  <  "u r l>«-   telle  que   i «-u-   ses  cercles   osculateurs 

soient    \u>-  d'un   point    0   SOUS   un   anglt i-l.inl.    Si   ni    est    un 

point  quelconque  de  <!.  u  l<*  centre  de  courbure  en  ce  point 
on  doit  avoir 

Ou 
1 1  i  — —  =  const. 

Mais  m  y.  esi  égal  »  l'arc  de  Ih  courbe  r.  développée  de  C, 
•  ompté  .i  partir  d'une  '>ri^in<-  convenable.  La  courbe  P  jouit 
donc  <!«■  celte  propriété  que  l'arc  de  cette  courbe,  compris 
entre  un  certain  point  ii\e  et  le  | >< > i n i  variable  u.,  est  propor- 
tionnel -i  0  t. 

On  en  Conclut  fa<  ilemenl  que  Pest  une  spirale  logarithmique 
de  pôle  0.  La  courbe  'i.  développante  de  P,  <vt  aussi  une 
spirale  logarithmique  de  pôle  0.  Mais  la  constante  qui  figure 
dans  le  premîei  membre  de  l'égalité  (i)  est  nécessairement  in- 
férieure  à  l'unité;  autrement  dit,  le  j><>int  <>  est  intérieur  à 
tous  les  cercles  osculateurs  de  C  :  l'angle,  s"n*  lequel  on 
voit  '!<■  ce  | ••  •  i  m  t  l»-v  cercles  en  question,  est  bien  constant, 
mais  il  est  imaginaii  e. 

1662 
,   r 

Démontrer  que    l<i   clothoïde  (')   est   l<t    teule   courbe 


Ligne  dont   i urbure   \.hi<-   proportionnellement    .i   l'ar< 

Voir   Vouvelles    \nuah^    i-v».    p    <\i 


(  57-   ) 
jouissant  il<    lu  propriété  suivante  :  le  barycentre  d*un 
arc  quelconque  est   en    ligne    droite  ctvn    les   centres   de 
courbure  aux  points  extrêmes,  l  bsàro. 


solution 

Par  M.  H.  B. 

Soient  C  une  courbe  satisfaisante.  M  el  M'  deux  points 
quelconques  de  cette  courbe,  G  le  barycentre  de  l'aire  M  M  , 
w  et  tu'  les  centres  de  courbure  en  M  et  en  M'.  Soient  encore 
M"  un  point  (non  représenté  sur  la  figure)  infiniment  voisin 
de  M  .  Gj  le  '-entre  de  gravité  dé  l'arc  MM,,  tti\  le  centiv  <\<- 
courbure  en  M', . 

Appelons  S  el  S'  les  arcs  OM  et  OM',  O  étant  une  origine 


quelconque  sur  G,  R  et  H'  les  rayons  de  courbure  M  <■>.   M'to', 
dS'  l'arc  infiniment  petit  M' M". 

G|  est  le  barycentre  <!<■  deux  masses,  l'une,  S.  appliquée 
en  G,  l'autre,  rfS,  appliquée  en  M'.  G|  est  donc  sur  GM', 
et  l'on  h 


G,G  .    ./S 

G,  M'  " 


S 


>',  est  sur  (■)  M  '.  et  l'on 


di'i  o'  il l;  il\v 

\l  =  R  —  ,/R    =  TT' 


en  négligeant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur.  Cela  posé, 


■-■ 

les  trois  points  u>,  '•>,.  G   sont  en  ligue  droite;  de  même,  les 

I  I  "I-    | I*    (•;.     i>j  ,  .     <  i,  . 

i  >n  ,i  donc,  par  l«-  théorème  des  transversales, 

(  1,  i ,  M 


dS        K'  wG 

,/i;    § 


Nous  avons  obtenu  cette  relation  en  supposant  que  l'on  fait 
va  rie  i  le  point  M.  le  point  M  restant  fixe.  Faisons  maintenant 
le  contraire. 

<  >n  formera  d'une  manière  toute  semblable  la  relation 


dS        K  w'  G 

i/H  S  —  S'  '••  w        '•"" 


<  >n  i  ire  des  relal  ions  (i)  et 

</S       h  dS        K' 

Tïîi  S  -  S        rfR    S'— S  = 


r5r-r5S      5~s 


•iilni 


rfS  ,    rfS 

R25      s     RSB      s 


Le  premier  membre  est  fonction  de  S  seulement,  le  deuxième 
de  S1  seulement,  Leur  valeur  commune  est,  pat  suite,  une 
.  onstant  e  a. 

-    ii  donc 

RdK     s      ' 

ou 

Ri  S       a         K. 

<  )n  reconnaît  là  l'équation  intrinsèque  de  la  clotboïde. 


Quant  à  la  réciproque,  on  peul  lu  démontrei  au  moyen 
des  formules  contenues  dans  l'article  cité  plus  liant  (donl 
l'auteur  esl   M .  <  lesàro  i. 


1742. 

1896,  ; 


Trouver  toutes  les  courbes  telles  que,  pour  chacune 
d'elles,  le  lieu  <lu  centre  >/<■  gravité  des  uns  comptés  à 
partir  d'une  même  origine  coïncide  avec  la  développa 

<  Th.  Caronnbt.) 


SOU  TION 

Par  M.  Tiiik. 


Soient  O.M  un  arc  de  courbe  compté  a  partir  d'une  certaine 
origine,  <i  le  centre  de  gravité  de  cel  arc. 

On  sait  que  la  tangente  en  G  a  la  courbe  (G)  passe  par 
le  point    M. 

D'autre  part,  si  <  <i  >  coïncide  avec  la  développée  de  la 
courbe  (M),  c'est  que  cette  même  tangente  est  normale 
à  (M)  en   un   certain   point    M'. 

Je  supposerai  que  M  et  M'  coïncident. 

Le  cas  où  il  en  serait  autrement  sciait  évidemment  beau- 
COup  plus  difficile  à  traiter. 

Soient  donc  .M  et  M,  deux  points  infiniment  voisins  sur  (M), 
G  et  Gi  les  centres  de   gravite  correspondants  :  G  et  G!  sont 
les  (entres  de  courbure,   en   .M   et   en   M,,   de   la  courbe     M 
On  doit   avoir   la    relation 

G,G  MM, 


G,  M,  arcOM 

Posons 

arc  l  »M  =  s, 

(.M        p. 

L'équation  précédente  peut  -  écrit  e 

<lz  ils 

y  '    "7" 


D'où 


«    »:i  - 


S z  —  COIlSl . 


Cette  équation  intrinsèque  définit,  on  le  sait,  une  clothoïde. 


1752 

la "..  i>   .<i 

Dimontrei  que  toute  équation  différentielle  de  la  forme 
d*y        dy 

où  f  désigne  "/"■  fonction  homogène  de  trou  variables, 
peut  s'intégrer  au  moyen  de  deux  quadratures, 
appliquer  </  l'exemple  suivant 

T-Ydi-,X(dlr)    -"V-,        " 


nu  a  désigne  unr  constante. 


i  <  1.   Boi  m. il 


SOI   I    I  ImN 

Par   M.    K.    B. 


L'équation  proposée  peul  B'écrire 


(i) 


=  y? 


dy 

d.r 

y 


.  étani  une  fonction  quelconque.  Posons 

! 

•  in  en  i H'' 


t  =  x   . 

■  I  /• 


dL  =  -, 

dr        x 

</-i  (lt  _      dt    d)  _^      dl 

ds"1  da  dy  dx  dy 


ou 


(  575   I 
L'équai  ion  1 1  »  de\  ieni  donc 

Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre,  homogène 
entre  £  et  ^  s'intégre,  comme  on  le  sait,  au  moyen  d'une 
quadrature.  On  tirera  ensuite  .r  de  l'équation  (a),  pai  la 
Formule 

Çd± 
x  =  e"*   '  . 

En  appliquant  cette  méthode  à  l'exemple  proposé,  on  trou- 
vera sans  peine  comme  solution  générale 

_  K 

y  ~  K'.r«^'  +  i  ' 

où  K  et  K'  sont  deu\  constantes  arbitraires. 


QUESTIONS. 


2027.  Le  lieu  du  centre  des  ellipses  surosculatrices  en 
chaque  point  d'une  ellipse  donnée,  et  ayant  une  aire  con- 
stante, est  une  ellipse.  (E.-N.   Barisikn.i 

2028.  Dans  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,  soient  AB, 
BC,  CD  trois  côtés  consécutifs  du  polygone  régulier  inscrit 
de  i  i  côtés.  On  projette  D  sur  OA,  OB.  OC,  respectivement 
en  E,  F,  G.  Démontrer  la  relation 


DE-»-  DF  -  DG  = 


R/7 

■). 

i  E.-N.    H  \tiisn  n   . 


2029.  «  'ii  projette  un  point  M  d'une  ellipse  en  P  el  Q  sur  les 

.1 1res  conjugués  égaux.  Montrer  <|m-  le  milieu  I  de  PQ  i  Bl 

situé  mu  la  normale  .1  l'ellipse  en  M.  el  que  le  poinl  de  Pré- 
gier  relatif  à  M  esl  le  symétrique  de  M  pai  rapport  à  I. 

(E.-N.  Babisibk 

2030.  L'antipodaire  d'une  ellipse  par  rapport  .1  un  des 
sommets  du  grand  axe  est  une  quartique  :  l'antipodaire  <l<-  la 
même  ellipse  pai  rapport  à  un  des  sommets  du  petit  .i\e  est 
une  autre  quartique.  Montrer  que  ces  deux  quartiques  »nt 
même  aire,  équivalente  aux  '  de  l'aire  de  la  développée  de 
l'ellipse.  1  E.-N     Babjsii  \. 

2031 .  I  >éi itrer  la  relation 


1.1  première  somme  s'étendant  .1  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation  algébrique 

/l  v     =  ... 

et  la  m ide  somme  ..  toutes  les  racines,  supposées  distint  tes 

de  l'équat  ion 

/'i.r>  =  n. 

/     ;     .1   /  .  1  1  désignent  les  dérivées  première  et  seconde  du 
pol)  nome  1  1  R.  Bru  ara.  t 


1  i;i;\i  1  \\. 


Page  ii'i,  ligne  i5,  au  lieu  de  :  Brait,  lire     .nu. ut. 
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A.  —   Algèbre   élémentaire,   théorie  des  équations  algébriques 

et  transcendantes;  groupes  de  Galois;  fractions  ration- 
nelles; interpolation. 

Pages. 

Alb  Un  il 'ème  relatif  aux  valeurs  moyennes;  par 

M.    /'.  Hayashi 355 

A3aa  Nouvelles  démonstrations  du  théorème  >l<-  Da- 

lembert  :  première  démonstration;  par  M.  G. 

Lery 
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Pomey 
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degré;  par  M.  G.  Vivanti  (  traduit  par  M.  Bou- 
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algébrique  des  formes;  invariants  et  covariants;  quater- 
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B12  Résolution  graphique  de  l'équation 

\        /■  \       q  =  ... 

p  cl  7  étant  quelconques;  par  M     1.    luric     ~>ij 
Ami.  de  tfathémat.,  \'  série,  t.  V.  1  Décembre  190  •" 


s 


C.         Principes  du  Calcul  différentiel   et  intégral;  applications 
analytiques;  quadratures;   intégrales  multiples;  déter 
minants  fonctionnels;  formes  différentielles;  opérateurs 
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/.'Il  silll/ 
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Dlb  Sur  deui  suites  remarquables  de  polynômes  et 
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D2a  ;  sm    les    séries  semi-convergentes;    pai    M.   /' 

Le'vy 

D6b  >ui   une  formule  |>< ><■  i   le  calcul  numérique  d<  • 

il  hmes     par   M     / .  '#<./</■  i    Tei  Vi  >>  ■> 


F.    -  Fonctions  elliptiques  avec  leurs  applications 
F8a  Méthode  particulière  d'intégration  de 



/        s       ,         t  :        /         y  )  (  X  -  6 


quand  j.  ,:.  •/.  6  sonl  réels  el  que  y 

\ pplii  ation  .1  la  Géométrie;  pai  M    /     Math) 


H.  Équations  différentielles  et  aux  différences  partielles, 
équations  fonctionnelles;  équations  aux  différences 
finies  ;    suites  récurrentes 
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H6b  Généi  ilisationdu  problème  de  Pfaff;  pai  M    Mau 
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79   ' 


I.         Arithmétique   et  théorie   des   nombres;   analyse  indéter- 
minée;   théorie  arithmétique   des  formes   et   des  frac 
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Il  I  ii  théorème  relatif  aux  valeurs  moyennes;  pai 
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variations;  théorie  générale  des  groupes  de  translor 
mations;  théorie  des  ensembles  de  M.  Cantor. 

J4f  >m  le  groupe  qui  laisse  invariante  l'aire  gauche, 
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;8o 

l'airn. 
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Jamet i  '  ' 
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Fontene 1 1  1 
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M  2h  Décomposition    d'une    correspondance    tangen- 
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M.  >,.  Fonte  ne §33 
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Retali   ">'i"> 
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O  3j  7  Notes  -m  les  bes  gauches;  pai  m    S.  '  h 
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s,   , 
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